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RESUMEN

. C e ., as a .
Maximizando y minimizando la funcién SI —, donde S, S, son las matrices de
»a

covarianzas muestrales de dos poblaciones p-variantes, con vectores de medias iguales o
diferentes, se consiguen dos combinaciones lineales de las componentes del vector p-
variante. Si los dos grupos tienen estructuras de dispersiones diferentes, esas
combinaciones son usadas para la clasificacion de individuos que proceden de una de dos
poblaciones normales multivariantes. Este método comparado con el método de
clasificaciéon usando el cociente de verosimilitudes (Mardia, 1976), para poblaciones

normales simuladas por Monte Carlo con p=2, p=3 y p=4, resultan equivalentes.

INTRODUCCION

Uno de los topicos de la Estadistica Multivariante se presenta con el nombre de
Analisis Discriminante o Clasificacion, cuyo objetivo principal es ubicar un individuo,
objeto o grupo de objetos en una de las poblaciones concurrentes. También los criterios de
discriminacion frecuentemente son utilizados para la reduccién de la dimensién del

problema estadistico.

La clasificacion consiste en la identificacion del grupo al cual pertenece el nuevo
individuo llevando en cuenta sus caracteristicas observadas. Cuando esas caracteristicas
son mediciones numéricas, la designacion a los grupos recibe el nombre de Discriminacién
y las combinaciones de esas mediciones recibe el nombre de Funcién Discriminante. Mas
especificamente hablando, en la discriminacion se trata de describir de manera grafica o
algebraica con el uso de funciones llamadas discriminantes, los aspectos que sirven para
diferenciar o discriminar a los individuos u objetos de varias poblaciones. Cuando esas

funciones discriminantes son lineales lo que se tiene son combinaciones de las variables



originales que escogidas convenientemente proporcionan informacion importante respecto

a las poblaciones (Anderson, 1984; Dillon et al, 1984; Seber, 1984 entre otros autores.).

Por otro lado, esas combinaciones simplifican las estructuras de las matrices de

covarianzas facilitando la interpretacion de los datos.

En problemas practicos de discriminacion y clasificacion, los métodos mas
usados son el de Fisher (Fisher, 1936); el de razon de verosimilitud (Mardia, 1976) y el
de Bayes (Anderson, 1984). Los criterios anteriores proporcionan funciones
discriminantes lineales para el caso homoscedastico y funciones discriminantes cuadraticas
para el caso heteroscedasticos, en las coordenadas del individuo a ser clasificado. Para
reducir la dimension solamente el caso lineal es util; y cuando la dimension de las
poblaciones es mayor que dos la visualizacién grafica de las separatrices de las regiones
de clasificacion asi como de los puntos muestrales de las poblaciones, solo puede

realizarse mediante proyecciones en dos o tres dimensiones.

El método que se presenta en el presente articulo no posee esas limitaciones, pues
para cualquier dimensiéon p > 2, siempre es posible encontrar dos combinaciones lineales
de las componentes del individuo que queremos clasificar. Estas combinaciones pueden
ser usadas en representaciones graficas y reduccion de dimension, toda vez que las

dispersiones entre las dos poblaciones concurrentes son diferentes.

En el presente contexto, el objetivo del presente trabajo es proponer un criterio de

clasificacion basado en las matrices de covarianzas de las poblaciones concurrentes.

METODO

Sean II, y II, dos poblaciones normales p-variantes con vectores de medias y

matrices de covarianzas i, y Zg, g =1,2, respectivamente.

Si las matrices de covarianzas de las dos poblaciones son diferentes, entonces, las

discrepancias entre los dos grupos pueden ser analizadas a través de las combinaciones

lineales de las componentes de X = (X, X,,...X,)" que més la exacerba, esto es, de las

combinaciones a = (d, sy snd p) que maximizan o minimizan el cociente de varianzas:

a'S,a
1 (1)

a'Sa
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Estos son los autovectores asociados al mayor y menor autovector de la matriz

Z]—l Y, ¥ son denominados Componentes Principales Generalizados (Flury, 1983).

Para proponer el presente método de discriminacidn se usan las combinaciones que

dan el mayor y el menor cociente de varianzas en (1), para formar transformaciones
lineales de R” en R’, en cada una de las poblaciones, que expresen las mayores

discrepancias entre las poblaciones concurrentes. En el nuevo espacio R’ pueden ser
utilizados el Método de Bayes o el de Razén de Verosimilitud para efectuar andlisis

discriminante.

Para tal fin, se toman muestras aleatorias de tamafio ¥ ¢ de las poblaciones

_ . : ,on ros _ & e
L1, (g—-l,2) y se obtiene los estimadores maximo verosimiles [ =X", y ZR—Sg

(Anderson, 1984). (2)

Luego, se calculan los autovalores y autovectores de la matriz S, e , normalizados
por a S;a=1, donde los @ son los autovectores asociados a los autovalores A,, de la

matriz S;' S,. Se escogen los autovalores asociados a los autovalores méaximos y

minimos: «,.. YV «Q,,

Estos autovectores, «

m

« ¥ a,, sontales que a,, Sya,, =0, g=12 y corresponden al

mayor y menor autovalores respectivamente.

Usando el resultado de Flury, se definen combinaciones lineales en el espacio de
dimension 2, en cada una de las dos poblaciones. Con esas acciones se genera una regla de

clasificacion cuadratica muestral.

A continuacion se presenta el resumen de la metodologia poblacionalmente.

Sea A= (a a,'m.") de orden 2xp, la matriz de la transformacién de R”enR’;

max ?

v@ = 4xle) g=1,2
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Entonces, si

X*¥ tiene distribucién normal p-variante, con vector de medias: ¥, =4y, y

matriz de covarianzas: ¢, = A2, 4 (encada uno de los grupos) donde

D) = Iy, 3)
®, = Diagonal (4, 4,,,)
=1 5
con A, ¥ Ay, mayor y menor autovalores de 21 Z , respectivamente. :

Lo que indica la ecuacién (3) es que se consigue una transformacién con matriz de
covarianza circular en I, y eliptica en IT, con mayor varianza a lo largo del eje X.

Luego se trabaja en la obtencion de la regla de clasificacién y se propone la
siguiente.

Dada una observacion p-variante X, sabiendo que pertenece all, a IT,, con
y = Ax, laregla de clasificacion de Bayes que se propone es:

Clasificar X en IT, si:

_;yl(qjl_l _(Dgl)y"'y((él_] vi—¢5' V/g)Zln[%C(l/z)J ] #2

q, C(z/l) - ¢l . (4)

+;(le ¢’1_I W "!’; ¢1_1 ’//1)

Caso contrario, clasificar x en I1,.

donde: ¢, ygq, son las probabilidades a priori de TI, yI1,; C(i/j) es el costo de

clasificar equivocadamente un individuo de IT; en IT, y Ln es el logaritmo natural.

Observamos que dentro del espacio transformado por la matriz A, la regla (4)
propuesta es admisible (Anderson, 1984), por tanto, minimiza el costo esperado de mala

clasificacion, es decir, es la mejor regla de clasificacion.

Cabe sefialar que para proponer (4) se supone que los parametros son conocidos,

pero en la practica se reemplazan los parametros por los estimadores correspondientes.
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SIMULACIONES

Se hicieron muchas simulaciones para p=2,3,4 con la finalidad de comparar los
resultados de la regla (4) con el método implementado en los paquetes estadisticos como

por ejemplo el SAS.

Se simularon muestras de poblaciones normales esféricas versus esféricas, esféricas
versus elipticas, elipticas versus elipticas, con varios angulos de diferencias entre los
respectivos ejes principales. Todas las poblaciones fueron simuladas con los mismos
vectores de medias justamente para valuar el efecto de la clasificacién basada en las

estructuras de las matrices de covarianzas.

Los casos considerados fueron simulados con costos de mala clasificacion iguales y

probabilidades a priori iguales.

Las muestras simuladas todas fueron de tamafio 100 para cada uno de los dos

grupos.

" La siguiente Tabla nos muestra algunos resultados.

TABLA
Poblacién 1 Poblacion 2 Bl SAS
Propuesto
‘@, o, 6° o, o, 6° m,m, m, m,
1 1 0 1 1 0 35 37 42 40
1 1 0 1 1 45° 31 56 42 43
4 4 0 2 4 0 53 19 53 19
4 - 0 2 4 45° 42 20 42 20
3 0.5 0 Lyge "l 43 16 12 46 12
3 0.5 0 0.5 3 90° 8 10 8 11
8 0.05 0 425 425 45° 1 0 1 0
8 0.05 0 0.05 8 90° 0 0 0 0
donde

0 ,: Desviacién estandar de la coordenada i
@ : Angulo entre el primer eje principal y el de las dos primeras coordenadas

(variables generadas antes de la transformacion A).

m;: Individuos mal clasificados de II, (g=12).
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CONCLUSION

El método presentado es un nuevo método de discriminacion cuadratica para
poblaciones normales. Se observa que dentro del espacio transformado por la matriz A, la

regla obtenida es admisible y minimiza el costo esperado de mala clasificacion.

Este método de discriminacién y clasificacion tendra excelente aplicacion en
situaciones donde las estructuras de covarianzas de las poblaciones involucradas son
diferentes. Aplicaciones interesantes se encuentran en el campo de la medicina y es la

continuacion del presente trabajo.
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