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SOBRE A CLASSIFICACAO DE SISTEMAS
DE EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Hamilton Faria Leckar'
Rubens Sampaio’

INTRODUCAO

Por que classificar equagdes diferenciais parciais ou problemas que as

envolvem? |
Dentre inumeras questdes que tém ocupado a atengdo de matematicos, engenheiros,
fisicos e sobretudo os especialistas na area de EDP, tanto no aspecto teérico quanto
prético, talvez a mais comum seja a questfo da existéncia, unicidade e dependéncia
continua de solugdes com respeito aos dados, isto €, se o problema dado é bem posto
no sentido de Hadamard. Mais recentemente tem merecido grande aten¢do a questdo
de saber em que sentido, um problema ndo bem posto no sentido acima, pode
descrever situagdes de interesse, tanto de natureza tedrica quanto pratica.
Ha alguns anos atras. em relagdo com alguns problemas de Elasticidade Linear com
Vinculo, deparamo-nos com algumas equagdes, de formulagdes simples e bem
fundamentadas teoricamente, mas que ndo se encaixavam nas classificacdes que
conheciamos. Decidimos investigar, mais a fundo o problema, mas este nos pareceu
requerer mais esfor¢o que o que estavamos dispostos a empenhar. Os resultados sfo
ainda inconclusos ¢ este trabalho, que consideramos incompleto, visa interessar outros
pesquisadores a se dedicarem ao tema.

Mais explicitamente, ¢ sabido por todos que uma equagéo diferencial parcial
semilinear de segunda ordem cuja incégnita € uma funcdo real de duas ou mais
variaveis (coeficientes dos termos de segunda ordem dependem apenas das variaveis
independentes), pode localmente ser transformada por meio de uma mudanga de

L]
varidveis independentes numa forma candnica que se relaciona, no caso de duas
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variaveis, com uma conica: elipse, hipérbole ou parabola; dai as conhecidas equagoes
(operadores ou problemas) elipticas, hiperbolicas ou parabdlicas (veja a pardgrafo
1.1). H4 também exemplos de equagdes de segundo ordem, como por exemplo a

equacgdo de Tricomi. yu,, +u, =0, que ¢ de tipo misto: ¢ eliptica no semi-plano

y >0 e ¢ hiperbdlica no semi-plano y <0.

Outra classificagdo bem sucedida é a de sistemas hiperbolicos de equagdes
diferenciais parciais lineares de primeira ordem.

Tornou-se também habito entre profissionais que lidam com EDP’s denominar
hiperb6lico um problema de Cauchy cuja solugdo ¢ obtida por propagagio dos dados
iniciais como no caso da equagdo da onda, parabdlico um problema de Cauchy cuja
solugdo torna-se regular num tempo infinitamente pequefio, independentemente da
regularidade dos dados iniciais, como no caso da equagdo do calor eliptico um
problema de valores de contorno cuja determina¢do da solugéo no interior da regido
considerada depende do seu conhecimento no contorno. ®

Generalizagdes no sentido de classificar EDP’s de quaisquer ordens, tipos e
nimeros de varidveis independentes em elipticas, hiperbdlicas e parabélicas foram
feitas principalmente por Petrovéi{y [15], Courant-Hilbert [3], Friedricks [6], Garding
[7], Leray [13], Agmon-Douglis-Nirenberg [1], Hormander [11] entre outros. Porém
muitas EDP’s ficam de fora dessas classificagdes.

Um dos nossos objetivos futuros ¢ fazer uma andlise que ligue a classificagdo
usual em “tipos”, de um tal sistema, segundo denominagdes que esses e outros autores
vem empregando na literatura, com “teoremas de existéncia, unicidade e dependéncia
continua de solugdes com respeito a dados, estabilidade e regularidade” de problemas

de valores iniciais e de contorno, modelados por tais sistemas.

1.1  Classificagdo de uma EDP de segunda ordem

Uma equagfo semi-linear de segunda ordem em duas variaveis x e y

ay i, +2a,u,, +anu, + f(x,y,u,ux,uy)= 0, (1)
cujosscoeficientes a, sdo fungdes continuas sobre uma regifio €2 do plano pode ser
transformada por meio de uma mudanga de varidveis linear, respectivamente, numa

das seguintes formas candnicas: Vs +vq,]+g(§,n,v,v§,vu)=0, dita eliptica,

Ver =V +g(&j,ry,v,r;,vq)=0, dita hiperbdlica ou v, +g(§,r],v,v§,v,?):0, dita



ry. ~ = % 5 2 .
parabdlica, em fun¢do do discriminante A=a,a,, —a,, ser, respectivamente,
positivo, negativo ou nulo.

No caso de » variaveis

n
Zaifux.xj +f(x1"“’xn’u’u_\',9'“’ux,_):O > (2)

i j=1
onde a; =a;(i,j=1,,n), tomando-se uma matriz quadrada B de ordem n que

n
diagonaliza a matriz simétrica 4, temos que a mudanga de varidveis &, = mekxm \

m=1

k =1,---,n transforma esta equagdo em

;dk”:;.g. i g(ﬁ;,u,u@ )= 0

sendo B escolhida tal que os d/s ‘sdo iguais a 1, -1 ou 0. Temos entdo a seguinte:

-

Defini¢do 1.1 A equagdo (2) é dita eliptica se todos os d)s sdo iguais a 1 ou todos
sdo iguais a —1. A EDP ¢ dita hiperbdlica se nenhum d, se anula, um unico é igual a |
e todos os demais sdo iguais a —1 ou vice-versa; se nenhum d, se anula, se ao menos
dois déles sdo negalivos e ao menos dois déles sdo positivos, a EDP é dita ultra-

hiperbolica. Se exatumente um dos dis ¢é 0 e todos os demais tém o mesmo sinal, a

EDP é dita parabdlica.

Note que existem exemplos fora dessa defini¢éo, se n > 4.

POLINOMIO CARACTERISTICO DE UM SISTEMA DE EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS

Consideremos um sistema linear

a,, (x. D)u, +a,, (%, DYu, +-+-+a,, (x,D)u, = f,(x)

ay (x. Duy + ay, (x, DY, + -+ a,,(x, D, = f,(x)

3)

(4, (x. D)y, +a,,(x,Dyu, +--+a,,(x,Du, = £ L)
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onde os a,(x,D), (i.j= 1,---,n), sdo operadores diferenciais lineares polinomiais da

forma

a;(x,D)= Y a,,(x)D" “4)

| & |smy
X= (xo,xl,---,xp)e e m, € um inteiro ndo-negativo e onde a notagdo de multi-

indice é usada:

' 3 a| al
Dkz__afﬂ (nggn)’ D:(DO’...,DI}) : DO«’ :Doau...Dpl' :——————T
o, Oxg - Ox

1
a:(ao,---,aﬂ)eﬂ\f’” Jal=ai+a ++a

P

Por comodidade «, (x) e f,(x) sdo fungdes continuas reais ou complexas numa

e

regiio de IR"*' .

2.1 Polinémio Caracteristico no sentido de Birkhoff

Para um sistema linear (3)(4), definimos como em [2], o polindmio caracteristico
como sendo y(x,D) onde

2(x,D) = detla, (x.D)) . (5)
Mais explicitamente. sendo & = (fo il ﬁ) um vetor de coordenadas reais, temos

2(%,€) = det{a, (x,£))

ay gay

onde com as notagdes usuais, para um multi-indice ,&* =&&" &7

O polindmio y, (x,£) definido como a soma dos mondmios de grau maximo

mde y(x,&), é um polindmio homogéneo de grau mem & .

2.2 Polinémio Caracteristico no sentido de Petrovsky
Seja
al’ (x,D)= ) a;,(x)D*" (6)

|f11=H.'[-
onde para cada j,m, =max,m,. Note que a;"(x,D)=0 se m; <m,. O simbolo
principal do sistema ¢ o polindmio P(x, D) definido por:

P(x, D) = det(a?” (x, D)) )



2.3 Polindémio Caracteristico no sentido de Agmon-Douglis-Nirenberg e Leray

Escolhamos para o sistema (3)(4), como em [1] ou [13], uma colegdo de inteiros

$,,"**,§, Ndo positivos (s; correspondente a linha i, 1<i<m do sistema) e ¢,,---,t

n

ndo negativos (#; correspondente a coluna j, 1< j<n do sistema) tais que

my; < s; +1; e consideremos o polindmio associado ao sistema e a escolha (s,. o ):

L(x, D) = det(a{"")(x, D)) 8)

onde

affi"""’_ )(x, D)= Zaga (x3D°

| & =5+,
e, convecionamos que a, (s,.,rj)= 0se, s+, <0.

Tem-se que ’(x,D) € um polindémio de grau m,,---,m,, enquanto que L(x,D)

I

¢ um polindmio de grau s, +---+s,+¢ +---+1,, pois cada parcela no

desenvolvimento de (8) é da forma

)z, D)--a' ) (x, D)
de grau s, bl et i, = S 445, + 1+ +1, pois {jl,---,j,,}: {1,---.n}.
Note que o sistema (s,. —&,1; +c) ¢ equivalente ao sistema (s,.,t_,.) para qualquer

Hn 2

inteiro ¢. Se s, =--- =y, entdo L(x,D)=P(x,D) com t; =m, (ou s;=---=s, =0

r

t,=m;—s;).

2.4 Polinémio Caracteristico no sentido de Courant-Hilbert

O polindmio caracteristico de (3)(4) é definido como em [3] levando-se em conta

apenas os coeficientes das derivadas de mais alta ordem m = max,, ,_,m, :

O(x,D)=det| » a,,(x)D*

| |=m
Em [3] considera-se. geralmente, sistemas onde cada equag@o possui a mesma ordem

m, neste caso Q é de grau mn.

&

2.5 Exemplos de polindmios caracteristicos
Alem das tabelas 1 ¢ 2 que mostram os polindmios caracteristicos dos sistemas mais

elementares, temos:
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Sistema de Elasticidade Infinitesimal.

( ou o0*u 0’u,
Jikis % (4 )y B Ayl g (4w gymids 27
‘ o %\, %,
d’u o*u o’u
J(A+ D pdu, +(A+ ) P+ (A+ ) = ) 9)
( #) ay{ayz /’l 2 ( : }u ay§ @)22@)3
d*u 0'u o=
A+ . P +A+p) 3 +pdu,+(A+p) ) =0
L v, 0y 0y, 0y y ayxz

0
com .V:(J’HJ’z;J’;) em ‘lugar de (xo,x,,xz), Di=ay’ u; =u,(y)

A=D}!+Dj +Dj, para j=123.

Temos para este sistema,

x(D)=x,/(D)=P(D)=Q(D) = L(D) = p* (A +2m)4. (10)
Se p é um campo escalar, temos o sistema da Elasticidade para um material
incompressivel
Au-Vp=0
(11)
divu=0

onde A € o operador do primeiro membro de (9).
Usando as notagdes de (3) com u, = p, temos
a; = oA+ (A+pu)D,D;, 1<i,j<3;
a,,=(8,-1)D,, a,=01-6,)D,, i=1,-,4
Entdo, neste caso
P(D)=0 (12)

e,com s, =5, =85, =-1,85,==2;¢ =¢t,=t;,=3,1, =2, temos

pA+wD?  wDD, DD, -D,

wD,D uA+wD?  wD,D -D
2(D) = L(D) = det . ’ . 2 ’ (15)
: wD, D, wD,D, ud+wD; -D,

D, D, D, 0

=y’ A, w=A+u.



Para o sistema da Elasticidade para um material inextensivel na dire¢do do vetor

612(1,0,0);
o/
Au=-2(1,0,0)=0
oy (16)
SISTEMA  4(D,.D,)  z.(D..D,) L(D,,D,)
u.'f_uxx:O Dﬂz_‘Di2 Dg*Dlz
5, =0
t,=2
u —u, =0 DO_D12 =D
s, =0
t,=2
u +u, =0 D, + D] Dy
5, =0
t, =2
u, +u, =0 D¢ + D} D} + D/ I
(13)
8§ =
t =
y-v.=0  Di-D; ; -0}
—u, +v, =0 Sy iy =0
=t =1
u —-v, =0 D¢ + D} D} + D}
u,+v, =0 SRl
t=t, =1
—U,tv = DO'—Dlz _Dlz
-—u+v, =0 oy Sy =0
7 wilby ]

Table 1: Polindmios caracteristicos nos exemplos usuais.

(V8]
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SISTEMA 2(Dy, D))

Euler-Bernoulli

u,(x,t)+cu,, (x,0)=0 D +c*D!
Vlasov
u, (x,0)+c*u, (x,t)—riu,(x,6)=0 D} +c*D} -r*D, D} (14)
Timoshenko
u, (x,8) + &y, (x,0) — au_, (x,£) = 0 D +a’p* D}
v (0 + (@ (e0) +la?/rr (e + g2 )2 |2

—(az/rz)ux(x,t)—ﬁzvfx_‘_(x,r) =0

Table 2: Equagdes da teoria linear classica de vibragdes transversais de vigas.

-

temos P(D)=0, enquanto que, com s,=s5,=5§,=-1, §,=-2; ¢, =1, =1, =3,

t, =2, temos

pA+oD}  »D,D, oD, D, -D,
oD,D, uA+wD,  wD,D, 0
¥(D)=L(D)=det o
wD, D, wD,D, uA+wD; 0
D, 0 0 0

=;tD|2(yA2 +a).A(D22 +D32)), w=A+u.

3. SISTEMAS ELIPTICOS NO SENTIDO DE AGMON-DOUGLIS-NIRENBERG,
COURANT-HILBERT E PETROVSKY
Considere o sistema (3)(4) ¢ P(x, D) o polndmico de (6) para um x fixado.
Definicéo 3.1 O sisiema (3)(4) € eliptico
i, no sentido de Petrovsky no ponto x se, para fodo & = (&,,&,,-+,&, )e R”",
PlEC] =04 =10

ii. no sentido de Agmon-Douglis-Nirenberg no ponto x se, o polinémio L(x,D) de

(8) é tal que paru todo & = (ﬁo,f],m,fp)eﬂe’”',
L(x,£)=0e E=0.



iii. no sentido de Courant-Hilbert no ponto x se, para todo & = (50,51 jIE P)e et
O(x,&) =0 E=0.

3.1 Exemplos de sistemas elipticos

A equagdo u, +u,, =0 tem

P(é:o,é:]): L(§Q=§1)= ‘fg +§12 =0 (50’51)= 0
e portanto ela é eliptica no sentido de Petrovsky.

Transformando essa equagé@o no sistema
| u,-v, =0
{ux +v, =0
vemos também que P(x,D) = L(x,D) = D} + D} e assim, P(&) = L(£) =0 £=0.
Se essa mesma equagdo € transformada em

(ul )r +(”2 )x sl

T Y

tem P(x,D)=0 e portanto ndo é eliptico no sentido de Petrovsky, embora, com
5;=0, s,=5,==1; #,=2, t,=1t,=1, temos L(x,D)=D; +D} e portanto ¢
eliptico no sentido de Agmon-Douglis-Nirenberg.

De (10), vemos que o sistema correspondente (9) € eliptico (em todos os
sentidos acima definidos); de (12)(15), vemos que o exemplo (11) € eliptico no sentido
de Agmon-Douglis-Nirenberg porém ndo o ¢ no sentido de Petrovsky. Os demais
exemplos ndo sdo elipticos.

Note que elipticidade no sentido de Courant-Hilbert implica elipticidade no sentido de
Petrovsky que por sua vez, implica elipticidade no sentido de Agmon-Douglis-

Nirenberg.

SISTEMAS HIPERBOLICOS

Consideremos um sistema de # equagdes em # incognitas, do tipo

D,"u, = a,;(x,D)u, +---+a,,(x, D)u,
' (17)

D,""u, =a, (x,Dyu, +-+a,,(x,Du,

nn
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onde xz(xo,---,xp) D=(D0,D1,---,Dp) epara 1<i,j<n, M, inteiros 21

a, (e, B)=> - Y. : aj(x)D* (18)
| a|=M, o <M,
Nocaso M, =---= M, =1, o sistema ¢ da forma

Dyu, = a;(x,D)u, +++-+a,,(x,D)u,
‘ (19)

D,u, =a, (x,Du, ++-++a,,(x,Du,

sendo a,(x,D) =X, <, a,; (¥)D,.
Temos os polindmios: (com M =M, +---+ M)

D" —a,,(x,D) a,(x,D) - a,, (x,D)
x(x,D) =det

. 0%:0D) d. s (x,. D) s DQ”"—a (x,D)

-

=D} +1(x,D)

sendo /(x,D), como polinémio em D de grau <M em relagdo a D, .

Consideremos, como exemplo (com p=1, M, =1, M, =2, m;=m, =2),0

sistema:
Dyu, = a,,(x)Dyu, + a,, Dyu,
Diu, = a,, (x)D}u, + ay,DyD,u,
ou,
Dyu, —a, (x)Dyuy —a, Diu, =0
Dgu, —ay (x)Dfu, = ay, DyDyu, =0
para o qual,
itz 0
P(x,D)=det , =0.
—a, (x)Dy Dy —ay(x)DyD,
Por outro lado, escolhendo-se # =t, ==t =m=méax{M,:1<i<n

s; =M,; —m, temos que s; +1; =(M, —m)+m=M,.,portanto

L(x,D)= x(x,D) .
Em [14, pagina 530] temos a seguinte defini¢do



Defini¢do 4.1 O sistema (17)(18) é denominado hiperbdlico no sentido de Petrovsky
se a equagdo em & .

K58 =& +1{x.8,,8,8,)=0
possui, para cada (55 1 ﬂ)i 0, apenas raizes reais e distintas.

A equagdo u, =u,_ ¢ hiperbolica no sentido de Petrovsky pois, neste caso,

paracada & =0,

L(raxn‘fmfi):faz —612 =0,

possui raizes &, = | g,
Vemos que para um sistema (17)(18) ou, mais geralmente, com (18)

substituida por:

a;(x,Dy= ) a,(x)D°

| a |sM; a, <M, ~
a defini¢@o de hiperbolicidade de Petrovsky leva em considera¢do o mesmo polindmio
usado por Agmon-Douglid-Nirenberg e Leray.
De [3, paginas 580 ¢ 590] e [2], temos a seguinte

Definicio 4.2 Um sistema (3)(4) é dito totalmente hiperbdlico no sentido de Courant-

Hilbert ou no sentido de Petrovsky em um ponto x se, dado (tf, SESg ) # 0 qualquer, a

equagdo em &, (se necessdrio com uma mudanga de coordenadas conveniente):

Ox,&.&,,&,)=0

Possui apenas raizes reais distintas, ou seja, sendo Q(x,&) =0 de grau m'em &, ela

possui m' raizes reais distintas.
Em [3], é geralmente considerado que cada equagdo do sistema possui a mesma ordem
me, m'=mn.

De [3], temos

Defini¢ao 4.3

..  Um sistema (19) é dito totalmente hiperbolico no sentido de Courant-Hilbert em
um ponto x se, para cada (‘51 ,---,é—’p)i 0, a equagdo em &, .

Xu (x’§07§|3“-?§p)= 0,

possui apenas raizes reais, ndo necessdriamente distintas.



38

ii. Um sistema (19) é dito hiperbolico no sentido de Garding em um ponto x se, para
cada q € IR”, todas as raizes A,(q) da equagcdo y(A,iq) =0, com relagdo a A,

satisfazem:

Re(1,(g))<C.
Reforgamos que a constante C ndo debe depender de k =1,---,n ede q € IR" .
4.1 Exemplos de sistemas hiperbélicos
Voltemos as equagdes de deflexdes de vigas. Da da tabela 2, temos para a equagéo de
Euler-Bernoulli, (D,,D,) = D; +c¢* D}, para a equagio de Vlasov,
2Dy D))= D} +* D} —r* DD}
e para o sistema de Timoshenko,
#(D,.D,)= D! +a*B*D} +|a?/r? - (a* + p2)D? |D?

Entdo, a equacdo de Vlasov e o sistema de Timoshenko s@o hiperbolicos no sentido de

-

Petrovsky se, r’>4a’ e a# 3, respectivamente. Todos os trés exemplos sdo
hiperbdlicos no sentido de Garding se extendemos sua defini¢do para sistema com

segundo membro de ordem maior que um.

SISTEMAS PARABOLICOS

Considere o sistema

DYu: = Yoa Dy #=Yeonyn (20)
J=
onde

a,(eD)="Y a,{x)DF 21)
Os indices a de (21) séo considerados por Petrovsky [15], paginas 404-405, possuindo

um peso b para as derivagdes D,, ou seja, a cada fator D, corresponde os fatores

D/ ,--+, D, . Assim, ele considera (20)(21), onde em (21) os multi-indices o satisfazem

Gob+at, +++a, <Mb, bay <M, 1<i<n 22)
5.1 Exemplos de sistemas parabdlicos
a) A equagdo w,=u,, ¢ caso particular com n=1, b=2, M =1
(2a, +a, <2 = a, =0), logo
Dyu = ay g5y (X)u + @y, (X) Dyu + a3 5 (x)D}u ,

onde 0.0y = Aapony = 0, Q30,2 = 1.



b) A equagfo u,, = —u, —U,,,,corresponde ao casoem que n=1, M, =1, b=3,
Dyt = a4 (X)U + @y 1y (X) Dyt + Qg 5y () Dt + a5 (X) Dyt

3y +a, 3=, =0.

Neste exemplo, ”1‘(0,0) =0, aygy =-1, 302 =0, @43 =-1.
Defini¢do 5.1 O sisiema (20)-(22), é dito parabodlico no sentido de Petrovsky no ponto
x se, para cada ((fl,---,ép)elR”, EL 4o+ &) =1, as raizes & =&, (x,) da equagdo
em &,

2.8y i, 00E, ) =0,
sdo tais que Re(fo(x.é’)) <—06(x), onde 6(x) é uma fungdo positiva.
Aqui, com & = (efo,f, ,---,fﬂ)

(1),\)3'I _alol(x3é:) alt)Z(x!é) alon(xvé:)

2. & 08, ) = det —0,

ag(eg)  whGE) = £ =, )

onde

a; (x,8) = 2 Ay (X)E° (23)

agh+ay+--+a, <Mb, bay<M,
Se existe una constante ¢ >0 satisfazendo para todo (5, i p)elRp \
El 4+ E =1, Re(£)(x,8))<—6(x); o sistema (20)-(22) é dito uniformemente
parabdlico no sentido de Petrovsky.

Lema 5.1 Vk=0, & k&, - k&, )= k& (k& - k¢, ).

Comentario 5.1 Se (20)-(22), é parabdlico, no sentido de Petrovsky, entdo b é par,

pois do contrdrio, com k =-1 teriamos alguma raiz &, com parte real positiva. De

Jato, sendo Re(§0 (51.—'-,9“!, ))< 0 teriamos Re( 0(-— Gl By ))> 0.

Para quaisquer n = (‘fl’”"(’tﬂ)i 0,

tem-se | n ||_h E,() = é{m} se Re[é’ﬂ[ﬁﬂn <=6, entdo

V%0, Re(& () <-d]n| .

Nos exemplos anteriores temos
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e u, =u_ parabdlica no sentido de Petrovsky pois

20 é)=+8 =08 =5 ==
o u =-u —u, temos b=3; 2°(&,,8)=&, —i&) =0 & =i, e portanto ndo
¢ parabolica no sentido de Petrovsky.

Prova do lema 5.1: Consideremos que os multi-indices o satisfazem as relagdes

definindo a; :
bay+a +-+a,=bM, bay<M, 1<i<n ' (24)
Mostramos que _
2,8y iRE, iR, ) = det(E 5, — al(x, &y, ikE - iRE, )
el [} - ooz,
= K e 0y i6,0000E,)

Assim,
&, € raiz de q(i):z”(x,fo,ikcfl,---,ikfp):o<:>k"’§0 é raiz de g(1)=0 ou seja,
k"f’gbo(X,ké,-",kfp):fo(x,kfl,-ﬂ,kfp) ou ainda

50 (xakél "..Jkgp): ’l‘—hfo (xnélan'>§p)
Para provar (25) temos de (23) e (24), que

6%5_,-,-—ag(xaétmfkfp“‘afk‘fp)
=M, Za”aé’“" k& Y (ke fo

815, S, k8-, )

(de 24), , +---+a, =bM, -ba,)

I\ f‘ bM; b a !‘jM -ba
[ k k Z aua ] k D lél (lfp )‘1

= {(k-hé:o) 5 Zaw (kﬂ'}go)a (ét”)a }
= k™M kk_bé“o )M{ 5”— “a_;? (x,k_ﬁfo,ié:],--',ffp)

O restante da prova, segue-se de propriedades da fun¢do determinante



6. REGULARIDADE E HIPERBOLICIDADE

Consideremos um sistema (3)(4)

Zl:ay(D)vj:O, i=1,n (26)
=
a,(D)= > a,D* (27)

com coeficientes a;, constantes reais.

Consideremos também o caso particular

Dou; = 2 by (DD u, , i=1l-n (28)
. j=1

e

com b;(Dy,,D,) =2, ., By D2 ---Df" onde ndo ocorre D, . Para este caso, seja
o polindmio caracteristico em A,
o(2,0) = det{al - (b, (1)) 02, )-
Defini¢iio 6.1 O sisicma (28) é denominado )
e estavel se para todo @ real, todas as n raizes A, (w) de o(A,@) =0 sdo tais que
Re(2, (@)) <0,
e regular se exisic uma constante real M tal que para todo », Re(,(w))<M,
k=1---,n.
Observacio 6.1 Du definigdo de polinémio caracteristico y(x,D) em (5), para o
sistema (28), temos o(A,w) = y(A,iw). No caso em que y = y,, sua parte principal
de maior grau, entdo y, € homogéneo, digamos de grau m. Assim,
1y(@d,aw)=a" y(1,@).
ese A éraizde y,(A,w)=0 vemos que il é raiz de y,(A,iw)=0c,(l,0)=0.
Portanto, todas as raizes de o, (A,w)=0 tém partes reais nulas se e somente se
2 (A, @) =0 possui todas as suas raizes reais.
Ainda da homogeneidade de y,(A,®), segue-se que todas as raizes de
o (A,@) =0 possuem parte real limitada, independentemente de @ se, e somente se
forem imagindrias puras, ou seja, neste caso, o sistema é regular se e somente se,
todas as raizes de o, (A, @) =0 sdo imagindrias puras, ou equivalentemente, se todas

as raizes de y . (A,w) =0 sdo reais.
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O sistema (28) é regular se, e somete se, o polinmio o(A,® - K) é estavel,

para algum K > 0.

Nota 6.1 Da observagdo 6.1 vemos que no caso em que ¥ =y, o Sistema (26)(27) é
regular se e somente se, todas as raizes de y,(A,w) =0 sdo reais. (Equivaléncia com

a defini¢gdo de sistema hiperbdlico de Courant-Hilbert, (conforme [2])). Se tem

também que o sistema é hiperbdlico no sentido de Petrovsky (conforme [2]) se é
regular e além disso y,(A,w)=0 possui para cada @ #0 todas as raizes reais e

distintas.

Analisemos agora o caso ndo homogéneo: y # y,, .
Condicio necessaria para a regularidade:
Lema 6.1 Se para cada @ #0, as raizes de y,(A,w) =0 sdo reais distintas, entdo o
sistema (26)(27) é regular (independentemente dos termos de_ ordens mais baixas de
x ). Nestas condigoes, dizemos que o sistema (26)(27) é completamente regular.
Observagio 6.2 O sistema (26)(27) é hiperbdlico no sentido de Courant-Hilbert se é

regular (lema 6.1) ¢. reciprocamente, assim o serd se é hiperbdlico no sentido de

Courant-Hilberte y, (A,w) =0 possui para cada w # 0, raizes distintas (lema 6.1).
Finalmente notemos que se ¥, (4,®) =0 possuir raizes multiplas, o sistema

(26)(27) ndo € necessariamente regular. Por exemplo, temos para u,(f,x)=0;

x(A,w)=2> possui raizes reais multiplas e €é regular pois y=y,, porém,

u, +u, =0 ndo é regular pois y, (1,iw) = A? possui raizes reais multiplas e,

o(Ain)=y(A,w)=2 +iw=0
possui raizes por exemplo, para @ = —r>,r > 0;

r

P

A (@) =—=(1+i)=-2,(®); Re(4, (@))=

V2

—> o quando @ — .

UM PROBLEMA SEM CLASSIFICACAO

Os resultados que exporemos a seguir podem ser encontrados em [9] ou [4].
O sistema da Elasticidade linear inextensivel na dire¢éo e, = (0,0,1) para um material

homogéneo e isotropico € dado por



wAu, + (A + ) :aa (div u)+¢,6,,=0
b, :
Ot
ox,

I

(29)
=0
onde ¢ ¢é uma funcdo continuamente diferencidvel arbitrdria e &, € o delta de

Kronecker.

Andlogamente ao sistema (16) onde a diregdo de inextensibilidade ¢

e, = (1,0,0) temos para este caso
P(D)=0 e z(D)=-uD(ud' +(A+ u)A(D? + D} ).

Da segunda equagdo, temos que u = u(xI ,xz) na regido R considerada e o
conhecimento de #, em um ponto P = (xl *,x;,x;) da fronteira OR , implica que u, ¢
conhecida em todo ponto da reta x, = x, , x, = x, . Portanto, se u, ¢ dada num ponto P
da fronteira, ela nfio pode ser dada arbitrariamente em outros pontos da reta x, = x, ,
X, = x, sobre a fronteira, sob pena de a solugio do problema nio existir.
Entdo para a colocagdo do problema, definimos parte admissivel da fronteira oR : Por

cada ponto P de OR trace um segmento de reta paralelo ao eixo x, (incluido em OR

ou dentro de R). O conjunto dos pontos (excetuando-se o proprio P) sobre este

segmento de reta ¢ simultanemeamente sobre OR é denominado dual de P e é
denotado por D(P).

Deﬁni(;.ﬁo 7.1 Uma parte A de OR é dita admissivel na direcdo x, se:

i. VYPeAd, DI(P)NA=¢;

ii. D(P)UA=0R.

O problema do deslocamento, o qual tem solucdo Unica se wu(A+ u)>0 em R,
conforme [9, Teorema 2], € o seguinte:

Problema (P1): Achar u e ¢ satisfazendo (29), sendo dados
{u,.uz dados em OR;

u, sobreuma parte admissivel 4 na direcdo x,

Observamos que este problema nao ¢ do tipo Dirichlet, nem Neuman e nem misto.
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