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CONTROLE EXATO EM DOMINIO NAO CILINDRICO
PARA UM OPERADOR DO TIPO a?*

R. F. Apolaya '
P. Gamboa*

1. INTRODUCAO
Seja um dominio limitado de IR" com fronteira de classe C*” e suponhamos que £2
contém a origem de IR". Consideramos a fungdo continua K:[O,+oo[—>[0,+oo[ que
verifica

i) Ke W (0,4+)

loc

ii) 0<K,=infK(®, K,=supK(t)<+oo
T

120

iii) r=sup| K'(r) | < +ee (1.1)

120
) L=["|K0d, L=["|K®|d

Estudamos a controlabilidade exata na fronteira, para um dominio néo cilindrico, de uma

equacao do seguinte tipo:

u”+ Ay =0 em Q (domfinio no cilindrico)
o'u A
u=0 —=0 sobre Y, i=12,---,2(p—-1
: Y el (1.2)
aZp—] A
W =2, SObre z
(u(0) = u®, u’'(0)y=u' em Q,

O problema de controlabilidade exata na fronteira do sistema (1.2) formula-se da seguinte

forma:

Dado T >0, para cada {uo,ul} em um espago adequado, queremos determinar

um controle na fronteira, denotado por g, de modo que a solugdo u do sistema (1.2)

verifique a condigdo final

uT)=u'(T)=0 em £,
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O estudo do problema de controlabilidade exata do sistema (1.2) sera feito
aplicando o método H.U.M. o qual foi introduzido por J. L. Lions. Isto € possivel pois o
sistema (1.2) possui existéncia, regularidade, unicidade e reversibilidade de solugoes.

O problema de controlabilidad exata na fronteira de equagdes em derivadas
parciais, tem sido estudado por vérios especialistas. O primeiro autor em resolver
problemas de controlabilidade exata via método H.U.M. foi J. L. Lions. Depois outros
autores estudaram o problema de controlabilidade exata, dentre eles podemos citar: J. P.
Puel [9], C. Fabre [1], L. A. Medeiros e M. Milla Miranda [7], justamente as idéias deste
tltimo trabalho motivaram nossa andlise apropiada para o problema de controlabilidade

exata do sistema (1.2).

PRELIMINARES
Seja

0= e, x{, 3= Jo, x{t};

0<t<T O0<t<T

onde Q c IR™.

Consideremos uma fungio continua k : [0,+co[ - [0,+°o[ tal que
) ke W (oseel);

ii) O<k°=i2gk(t), k' =supk(t) < +oo;

120

iii) r =sup| k'(t)] < +oo;
120

iv) L,=j0+”|k’(:)|d¢, LzzJ:“|k’(r)|d:.

Definimos uma func@o u : (AQ — IR por

u(x,T)= k™" (®)v(y,1) @1
onile ve I (O,T;Wo”""(-Q)), y= Ez%’ k(t)>0 e k™" (¢) sendo que 1;/ IR IRY
v -1 . _ I
v (x,)=0,n= (kft)t] € um difeomorfismo. (2.2)



Denotemos com 1;° =1 (x,f) o vetor normal unitério no ponto (x,#)€ Y, na

dire¢cdo da normal exterior de @, logo

L = ’ Ty ’ = 2
n"(x.1) =(n(y,t)ﬁk On).y) [1+k Z(t)\(n(y),y)z} ) (2.3)
onde }:% e n(y,t) é o vetor normal unitirio a Q no espaco IR". Assima x-

componente do 1° (x,#) serd denotada por
= x
wWx,t) =1 —,t
RN

RESUMO DE RESULTADOS SOBRE O CILINDRO

Consideremos o operador "
JLw:w”+1la(f)A""’w+i aij@,t)a—w +bi(§,r)aﬂ+c};% 3.1
ayj ayj J i ayi
Seu adjunto associado é dado por
EZ:ZW+M0A”z+Ji-aM§Jy§£ +bg§¢fk + Pz (3.2)
ayi ayj 8y,-

onde

Pz-—-cz'+d;.§—z+f.z

, 2 4p
- _[¥® |1
arj(}’,f)“[k(r):| yiij b(f)_[k(r)}

k()
k(t)

b(3.t)==2""2y . d.(3.0)=|1-mk> O -k OO k@)Y,

FO=n|a+mk> O -k"Ok® k2 @), di (3.0 =1+ mk 20 - k" Ok@ k2 @)y,

Consideremos o problema

L'z=h em (Q
oz 9"z
2:5__“--—: av?-,!)—l :0 sobre Z (33)

zZ(0=z", Z(0)=7Z em (2
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com dados iniciais

e HP(Q), 7eX(Q) e hel0T;I}(Q)) (3.4)
Definicao 3.1. Uma fung¢do z:Q —IR é chamada de solugdo fraca do problema (3.3)-
(3.4) se
2e U0,T; HEP (@), 2'e I(0,T; ()
verificando

T o, , T ” T 9 oz
_jo 2y )dt+_|-0 (bA2 z,ty)dr+JD {g{aj é;-}w}ﬂr

- LT {b,— g—;,w]dr + Jj (Pz,w)dt = 'foT (h,y)dt

para todo we L"(0,T;H(Q)), w'e L"(0.T;1*(Q)) tal que w(0)=y(T)=0
verificando as condicdes iniciais .
20)=2°, Z0)=2z'.
Teorema 3.1. Se {°,z'.h}e H* (Q)xHX (Q)xW" (0,T;L*(Q)), entdo existe uma
tinica solugdo forte 7 = z(x,t) do problema (3.3)-(3.4) na classe
zec(fo.rhHF@NH(@)NC (0.7 HE (@)
verificando
Lz=h em L'(0.T;I*(Q))

Teorema 3.2. Se {zo,zl,h}e H'(Q)yx Q%L (O,T;LZ(Q)), entdo:
i) Existe uma unica solucdo fraca z = z(x,t) do problema (3.3)-(3.4) na classe

ze (o1 @)nc(fo.7]: 2 (@)
ii) A implicdo linear

B @x P (@xL0.1:2@)- c(o.r]: 53 @)n ¢ (o.7]: 2 2)
0.2 h 2

é continua na respectiva topologia.

. () iz |
A zl yds — J.o{_é;[a” gij}z }ls+

ol L’( s Zf},ds [ (Pe s + [ (12K

iii) Se z verifica (i), obtemos:

1,
E(t) = E(0)+5Lb (s)

N A A A,



Consideremos o problema ndo homogéneo:

(Lw=0 em Q
aa_‘if= sobre ¥, i=01,-2(p—1)
. agp—]w (3.5)
W :g sobre 2
w(0)=w’, w(0)=w' em
Definicio  3.2. Se oW Ele @Q)xHP(Q)xL*(Z), dizemos que
w=w(x,t)e L” (),T; I’ (Q)) ¢ uma solucdo ultra fraca do problema (3.5) se
T 2K'(0)  ow’®
w,h)dt ={(w', z(0)) — w', z(0) )- , ,2(0)) =
J, Ol = (2000 = (', 200)= (G 5, 52000
—j Eb(1) A 2dX.
z
Consideremos o problema ndo homogéneo: "
L'z=h em Q
g—f—=0 sobre Y, i=0]1,---2p-1 (3.6)
1%

z2(T)=0, 7(T)=0 em Q

Teorema 3.3. Se {wo,w’,é}e () xH™P(Q)X LX), entdo existe uma unica
solugdo ultrafraca tal que
we c([o,7 ;2 )nc'([o.T LH? (@) ).

Além disso

U4

0 1
(o1 (@) = CU e ‘+|| w ||H'”(Q) +1§ 11,2():))'

Teorema 3.4, Se T >T,, entdo, para cada {wo,w' }E ()< H 7P (Q) existe um

” ¥ “L""(O,T:LZ(Q)) + " L

controle & € I*(X) tal que a solugao ultrafraca w do problema (3.6) satisfaz
w(T)=0,w'(T)=0
onde T, é dado como em [4].

Dado {cpo,(pl }e D(£2)x D(£2) definimos o problema homogéneo:

Lop=0 em Q

d'p .

Fw =) sobre 2, i=0,1---2p-1 (3.7)
»

o(T)=9¢°, ¢'(T)=¢' em Q

tem uma tnica solugdo ¢ = @(x,t) que satisfaz A’p e Eir),
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Por outro lado, consideremos agora o problema retardado:

'Ly/=0 em Q

aa—l{]: sobre », i=01,--2p-2

<8¥""w (3.8)
wET= = Ay sobre X
v

(=0, y(T)=0 em

tem uma Unica solugéo ultrafraca y = y/(x,7) sendo que ¥ ¢ solugdo de (3.7);
ve c([oT ;2@ )nc'([o.7 . H (@)
Agora definimos o operador
A:D()xD(2) — H* (Q)x L*(2)

", 0' A{qo°,co'}={w’(0) gf(é—()})y,a"’(m w«n}

Dado que ¥ ¢ a solugdo ultrafraca do problema (3.8), obténemos que

_arion 2O aw :
0=(y'0) - 2= 5O ) - ') [ bo| o | az

Esta igualdade equivale a:
(afe®.0' o0 b = [ o0 Ko [ az o B
Logo, em D(2)x D(2), ¢ (3.9), obtemos
[o°.0' Y, = [.60] &0 | az (3.10)
Mas pelas desigualdades inversa e direta, ver [4] obtemos que |.|, é uma norma

equivalente & norma usual de H 7 (£2)x L’ (£2) . Por tanto

Il

F=DQ)xDQ) " = H¥(Q)xL*(Q) (3.11)

Daqui podemos estender A: F — F’ sendo coercivo e pela igualdade (3.9) concluimos

que A € um isomorfismo entre Fe F’.

4. SOLUCOES FRACAS EM 0

Dado (x,t) € é consideremos as seguintes funcdes
X = x =k" ; % — - —(n+p) i_
u(x,t) [k( ) t] O(x,1)=k (I)Z(k( ) z} e vix,t)=k (r)&(km ,r].
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Temos que

APu=k*)APw e A" =k " (A,

e 3
Jd ow
"=k POk Oy, — -
§ ay.-{ - (t)y'yf_a;vj}
=2k (k™ (t)y, gw’ +a-mr2 @y - orF k2 1)y, g_w "
Portanto,
-u”(;yt)+A2pu(;,t) = L»{%’t] . (41)

Lembrando que

Ly =+ B AP+ a, i N ol et d.(y.1) o
9y, 9y, dy, dy;
Analogamente € possivel obter
0" (x,t) + A0 (x,) =k~ (z)L*z(i ,rJ . (4.2)
k(1)
Tem-se que
Lz=z2"+b()A"z+ L. a; (§,t)—ai +b,(y,1) %3 Pz
oy; dy; 0y;
Observacio 4.1
Q =f=kt)y; ye @},

isto é,

W) =W varees )= KO, k(D) y,)

com W) =k@)y,, i=12,n.

Resulta que

9%, ) BT
& ayl 5
a(x,,+x,) |0 o M —y Ox.
Roe e - B £ 3 =TT=L=k@)"
TR A L5,
R | gx,,
Y
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Da observagio (4.1), obtenemos que

i NS R O v (y) ox )| =
J-U -“Q.w{ﬂ)(u A u)9dxdt-j0 IQLW{ k)’ }W( )t%mdydt

[T G0l oo Gaksa

T — -_— —
- _[0 JQ Lw(y,t)z(y,t)d ydt
De forma similar, obtemos que

k Ja 67+ 470 jdxdt = [ [ Lz(y.yw(y,0d vt

Observemos que se I, =y/({"), resulta

_[: [ k@G nae G ande =

-

IﬂTJ‘ e p(r)1: k~ (n+p}(r)é[u;§y)) ]]k—(n+2p)(t)A2pzkn(r)d1—~dt:

Tp- sk
_[ I k=% (1)E (3,1) AP zdTdt
0Jr
Integrando por partes e aplicando a férmula de Green, tem-se
T g V d ’ B ’ ’ &
[ ] Lwadyde = | @@ - w2 @By - [ [W©200)- w2 My +

I 0)
k(0)

!T) ivf-
+| )k(T)y' M)y~ [ (2%

Yi -—(0) 0)dy+ (4.3)
j: [ K@k, t)é"z(}, £ydTdt + j: jﬂ wldydt .
Mas,
J, WG neGn - uGene Gk = [ WG.020.0 - w302 Gunly

K@ |, ow 4.4
f (= )k(t) yi (y,t)z(y ndy. (4.4)
Logo, de (4.3) e (4.4), obtemos

[ W+ 2rupdxdr = [ WG TG T) - ux, 16", T) 3 -
o Jo, Qr
- [ W G0pG0 -uG0p OMT+ [ [ kP evGnA6G N dr+  (4.5)

+ J': J;} u(6” + 476 ) xdt



Motivados pelo resultado "formal" (4.5), consideramos o seguinte problema:

6" + A0 = h em fz
lo=0, ?:o sobre 3, ' i=01--2p—1 (4.6)
v
6(0)=6°, 6°(0)=6" em
\
sendo que
{9”,9‘,1’5}5 H2 (Q)x L (2,)%x L 0.T:1(2,)) “.7)

Defini¢io 4.1. Dizemos que 6 =0(x,t) é uma solugdo fraca do problema (4.6) se
occ(fo.7):H> @) e C'([0.7]:12(22))
verificando
[0 ) e + [ (470, 800)p gyt = [ (o)
para todo ae I2([0,T);HZ(R,)), o'e I2([0.T];,L*(R2,)) tal que a(0)=a(T) e
dados iniciais
6(0)=6°, 6’(0)=6'

Consideremos agora o seguinte problema:

Lz=h em Q
%=0 sobre Y, i=01,---2p-1 (4.8)
i
2000=2°, Z(O)=7' em £
sendo que
{02 hle HZ (@)x 2 ()<L (0.T; () (4.9)

Defini¢io 4.2. Dizemos que z € uma solugdo fraca do problema (4.8)-(4.9) se
zec(0,7]:H (@), zec([0.T); > )

verificando
A . , : T ) T a az
-J, €8 [ sz Bl {ay.. [ ) ]’ﬁ}”

o[ [n3E0 Yoo b=
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para todo Be PO.T;:HZ(Q)), B'e (0.T;1X(Q)) tal que BO)=BT)=0 e os
dados iniciais
20)=2" e zZ(0)=7

Teorema 4.1. Seja

k(1)

onde z é uma solugdo fraca do problema (4.8)-(4.9) se e 56 se 8 é uma solucdo fraca do

O, t) =k (r)z(; r]

problema (4.6)-(4.7) sendo que os dados iniciais {90,9‘,12} e {zo,z’,h} encontram-se

relacionados por
9@ =k (0)z (k(o)} (4.10)
6' (%) = —nk™"*" (OK(0)2° ( k(O)] '
— k™" (0)k’(0)y, E;z (ka)] _"(O)Z[k(o)] 4.11)

Demonstrag¢io: Suponhamos que z € uma solugéo fraca do problema (4.8)-(4.9), isto €,
0z
t+ | Az, B )dt+ B t
[ [losrephas [ 2o 2| )

j:(bf%’ﬁ}d”JOT(PZ’ﬁ)dME(h,ﬁ)dr (4.12)

paratodo fe L*(0,T;H (2)), B'e I}(0,T;1*(2)) tal que B(0) = B(T)=0.
De (4.9), obtemos
{°.2" hle HZ (@Q)x Q)< L'(0,T; I*(Q)). (4.13)

Daqui existem {z°, 2.k, Je (H2? (@) N H* (Q))x HZ (Q)xW" (0,T; I* ()), tais que

70 =z’ em H;"(Q)
& z, =7 em L*() (4.14)
h, —h em L'(0,T;I*(Q))

Logo de uma substitugéo {zg,z:",hm} no problema (4.8)-(4.9) ¢ pelo Teorema 1, existe

z,, solugdes fortes do problema (4.8) verificando



- _[DT J.Q Z:,,/B’dt + LTJ'QbAsz A Bdt + J. L ™ |: i3 }Ba’f +
+ JOT L b, %:‘"" pd §dr + ‘[GT jﬂ Pz, fd ;dr = J'OT J-Q h, Bd ydt

Mas

0" (x, r)_k‘"(r){z +ai{ ZJM"%WZ”}

!

Se ‘B(}c(—)— t}“a(x 1) entdo de (4.16) tem-se que

joT J o, 60 Gy, ) xd =

- T o » 0 azm a dz,, i
_L J'Qk (r)iﬁzn, B [ Y }rb ay m}ﬁk (1)d xdt

!

j TI N0 Ao xdt = j ' j k2P (AP 26720 (1), A B (1)d ydt
0.0 0 Ja ’ ¥
Entao, substituindo (4.17), (4.18) na equacio (4.15), resulta que

J, I o Grnaendsar [ [ a0, sredxar =
= LT J‘Qﬂ o G, )01, 1)l

onde hn =k ()R, .

Integrando por partes em (4.19), obtemos

-[) ] enGnei Gzt [ [ a0, arcdxar =

T \"4 S e P
= j j Pow (2, 1)t (x, 1) xdlt
0Ja,
Mas
Z, 22 em C([0,7];HZ" (@)

a7 em C([O,T];Lz(Q)).

n

Z

Entdo, lembrando que yvf ¢ um difeomorfismo, obtemos de (4.21):
6 —6 em c([0,7);H*(Q,))

0’ -0’ em C([0.7];22(2)).

4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)
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Usando (4.22) na passagem ao limite em (4.20), obtemos
T ’— ’— — T i
-[ | oGnaGundxdr+ [ [ avonodidr =
0Jo, 0Jg,

s j: jﬂ B D, s (4.23)

sendo que

hw—h em 2OT:I2(R,)), kGt =k (Oh(,1) .

Notemos que a partir de

e - , oz [ x _ 5 )
9 = k (n+l1) k X k —(n+l1) k n
(x,t)=-n () (r)z{—k(r),t] (Dk(1)y, N (k(z)’tl (H)z {_k() r)

i
mostra-se que u(0) = u’ e u’(0)=u'. Para isso, basta que se tome ¢t =0.

Também devemos observar que a unicidade do problema (4.7) é uma conseqiiéncia do
Teorema.

Observacao 4.2. Temos:

N e I .
B(x,t)=k (t)z(k(o),r] k™" (D)z(y,1)

Lan=knE G

0’6

hacel k2, t

Bvl( 1) = () an? (y )
alﬂ Ie( I) JH—(ZP 1)]({) azp71 ( I)
av2pl e - anl Y

Observacio 4.3. Se € considerada a mudanga t =0 por t =T no problema (4.7)-(4.8),
entdo pode-se obter os mesmos resultados anteriores para a solugdo w do
correspondente problema retrégado.

Queremos estudar o seguinte problema:

u +Au=0 em é
o'u A
u=0 —=0 sobre Y, i=12,---2(p-1)
< v P (4.24)
aipmlz W
WZV sobre 2
u@=u’, W' (O)=u' em £,

sendo que

W0 ' vle Qo) x H P (Q)x L(0,T; IA(T)) 4.25)




Definicdo 4.3. Dizemos que ue L~ (O,T; L(Q, )) € uma solugdo ultrafraca do problema
(4.24)-(4.25) se

7 : 2 1 ’ 0 ’
j() (u!h)L(Q’ )df ™ <u ’9 (0)>H‘2"[QU)XH§P(QG] - (u ’9 (O))Lz(nn? K
T = —
- jo jr k" (6)v(x, 1) A0 (x,1)dT dt (4.26)

para todo he I (O,T;L2 (.Q,)), com @ solugdo fraca do problema

0"+ A0 = l\{t . em é
1o =0, 39 0  sobre 3, i=12,--2p—1 (4.27)
G(T) 0, 6'T)=0 em £,

Teorema 4.2. Seja

_ = .
u(x,t) = M{m,t} ,

w € uma solugdo ultrafraca do problema (3.5) se e s6 se u é uma solugdo ultrafraca do

problema (4.24). Além disso, os dados iniciais relacionam-se por

B el 5 N
u (x)=w (k(O)]’ (4.28)
KO aw
u',o) = k(O) +w,ﬁ) (4.29)
sendo que o(x) =k (O)ﬁ(k( )] ae H¥(Q,), e
_ - —(n+2p-1) iy _: _;__ 430
wx,t)=k MEM.L), y (k(t)] (4.30)

Demonstracdo: Inicialmente lembremos que

/ uzzx,t)d;dt= i w(—,r)k‘"(z)h(_,t)c"(t)d§dt
0Jq, 0Ja
..-. = [ [wb W

Logo, por (4.3). Teorema 3 e densidade, conclui-se a demostragio.
Observacio 4.4. Seja v°(y)=u’(k(t)y,t) com u’ € I*(R2). Entdo
ou’ x;, ow’

g’a) “20 (00 XHEP (£2o) "<k(r) 9y, /) H 2P (Q0)xHG" (o)’

i

(x, oe H (Q,)
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com a(x)=k” (O)ﬁ(k(o)}

De fato

ou’ n E _ 0 9(x, )
(x*a_%’a>—(ax,. ,xt.a)—{ J j j [a+x ]dxdt

-n x =(n+1) a_ﬁ- b —
II {k(O)I (O)ﬁ[k(o)]+k(0)y,-k (0)8.]k (O)d yds

i

=[ [ w0, r)[ﬁ@) +, g—ﬁ(ﬁ]ﬂm

I a()’,ﬁ) _ M
= [W A ]_<yi 3y B)

i i

Notemos que a partir do Teorema 4.2 mostra-se a unicidade do problema (4.24). Logo

e c(o.1];L@)nc (.1l H=@,5)

€
2% = -
j j KO (1) = (1 0 (3, )l xdt =
p]
_j j kD (1) (¥ 2p- ”(r) = 2L 3.0 () A 2 (K" (£)d ydt =
T azp_lz —_ —_— —
- -4p P
=[, [ 05 Gunara(ad
Teorema 4.3. Se T>T,, entdo para cada par de dados iniciais

{14°,u'}e L[’ (Q2,)XH ™ (2,) existe um controle ve [*(0,T;L*(I'")) tal que a solugdo
ultrafraca v do problema (4.24) satisfaz

W) =2 (T )y=10
e também o controles v = A8, sendo que 0 € solugdo de (4.6).
Demonstrac¢io: Consideremos o problema (4.24), onde o conjunto é ¢ definido para os
T >T,. Pelo Teorema 4.1 existe um isomorfismo G, tal que G, {.7}=906'}.
Analogaﬁlente, pelo Teorema 4.2 temos un isomorfismo G, tal que

&, {wo W }= {,to,u’ } Definimos as aplicagdes isomorfas

ofw’, W' }= {w WL AV) -——W"} ;

k(0)



A{z z} { 25:—((-)—)—)2 oW’ WO}.

k(0)

Assim, definimos
A =GAT0G ;AL (Q)xH™(R2,)—> HY (2,)xL*(R,),  (431)
1sto €,
A’ }={00.0'}
Seja  fu®.u'}e IX(Q,)xH??(Q,). Entio por (431),  obtemos
f°.6'fe HEP ()X 7 (R2,).

Logo, podemos considerar o problema

0"+ 420 = h em O )

6=0, g?=0 sobre 3, i=12,2p-1  (432)
1%

6(0)=6°, 6'(0)=06' em

Por outro lado, dado que {90,8I }E HP(2,)x L’ (£2,) podemos obter

2.2 }=670.0' e HZ? (Q,)x L2 (@,).

Definimos o problema

L'z=h em O

g—f:o sobre ¥, i=0l,---2p—1 - (4.33)
v

AW=2"y @)=z em Q

Entdo, de (4.33) e o Teorema 3.2, existe uma udnica solucdo fraca z de (4.33) tal que
Nze I}(Z).

Consideremos o problema

(Lw=0 em Q
8 = =0 sobre 2, i=0,1,--2p-2
an' (4.34)
A aZp 1 .
Py Er WY (AP 7 sobre Y
n
w(T)=w’, w(T)=w' em Q
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Logo, por (4.34) e Teorema 3.3, existe uma unica soludo ultrafraca w de (4.34). Além

disso, se T > T, entdo o Teorema 3.4 garante que a solugdo ultrafraca w de (4.34) satisfaz
w(y,0=0, w(T)=0, yeQ. (4.35)

Entdo, pelo Teorema 4.2, existe uma solucfo ultrafraca para o problema (4.24).

Mas, como u(y,t) = w(y,t), de (4.35) segue que
u(x,T)=0, u'(xT)=0. (4.36)

De (4.30) e (4.35) obtemos
v= k—(n+2p)(r)ApZ = A0 .
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