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UN TEOREMA DE DESINGULARIZACION

Renato Benazic Tomé!

ABSTRACT. En el presente trabajo, planteamos y resolvemos el
problema de desingularizacion para campos vectoriales holomorfos defi-
nidos en una variedad analitica compleja de dimension tres, los cuales
presentan una singularidad absolutamente aislada

-

1. INTRODUCCION

Sea M™ una variedad analitica compleja de dimension n y conside-
remos en ella una foliacion analitica singular por curvas. Esto significa
que en cualquier punto p € M" la foliacién es generada por el campo

vectorial holomorfo
o a
Z=7)_ Zig

i=1
en donde Z1,22,...,2Z, € Oypp (aqui O, , es el anillo de gérmenes
de las funciones analiticas en p); v m.cd.(Z;,Z5,...,Z,) = 1. En lo
sucesivo, denotaremos por F a esta foliacion, diremos que el campo Z
genera la foliacién F, y las funciones Z; seran llamadas componentes
de Z. El lector interesado en conocer detalles de la teoria de funciones
analiticas de varias complejas, debera consultar [10] v para los que
deseen profundizar en la teoria de las variedades analiticas complejas,
recomendamos [14].

Sea p € M™ y consideremos una carta (U, ¢) de M™ alrededor del
punto p tal que ¢(p) = 0 € C", claramente Z; 0 ¢~! es una funcién
analitica de varias variables complejas definida en una vecindad del
origen v por lo tanto, ella tiene un desarrollo en series de potencias

Ziogt=) ZF, 1<ign

k>0
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donde los ZF son polinomios homogéneos de grado k en n variables
complejas. El orden de Z; 0 ¢! en el 0 € C" es, por definicién, el
menor niimero entero ¥; tal que ZF = 0, para todo k < 1; y Z;* # 0.
No es dificil probar que el nimero v; es independiente de la eleccién
de la carta (U, ), por esta razén el entero y; es llamado el orden de
Z; en p y lo denotamos por ord,(Z;). La multiplicidad algebraica de
la foliacién Fz (o del campo Z) en el punto p € M", denotada por
m, (Fz) (o simplemente por m,(Z)), es definida como el minimo de los
6rdenes ord,(Z;).

Un punto p € M" es llamado punto singular de la foliacién F7 (o
del campo Z) si y sdlo si m,(Z) > 1, en caso contrario decimos que
p es un punto regular. El conjunto de todos los puntos singulares de
la foliacion Fyz serd denotado por Sing(Fz). Un punto p € M" es
llamado singularidad aislada de Z si y sdlo si p € Sing (F7) v existe
una vecindad abierta U C M™ de p tal que todos los elementos de
U — {p} son puntos regulares de Z. Un punto p € Sing (F7) es llamado
punto singular reducido si y s6lo si m,(Z) = 1y la parte lineal de Z en
p tiene al menos un autovalor no nulo.

Sea £ : M» — M™" el blow-up centrado en el punto p € M",
singularidad aislada de F;. Existe una tnica manera de extender el
pull-back E* (F7 — {p}) a una foliacién analitica singular por curvas.
denotada por Fy, la cual esté defimda en una vecindad del espacio
proyectivo CP(n — 1) = E~}(p) C M” y cuyo conjunto singular tiene
codimension > 2. Esta foliacién F, es llamada la transformada estricta
de Fz por E y el espacio proyectivo E~1(p) es llamado divisor. Deno-
taremos por Z al campo vectorial holomorfo que genera a la foliacién
F7. El punto p € M" es llamado singularidad no dicritica de Fz si y
sélo si el divisor es invariante por Fyz, esto significa que E~'(p) es la
unién de hojas y singularidades de ;. En caso contrario, decimos que
p es una singularidad dicritica de F.

El Problema de desingularizacién para una singularidad (dicritica
o no) de p € M" de Fj, consiste en probar la existencia de una
funcién holomorfa propia, ¢ : M* — M" de una variedad compleja
n-dimensional M* que cumple las siguientes condiciones:

n

o ¢ (p) = U D; es unién de subvariedades complejas compactas

i=1
de codimensiéon uno y con cruzamientos normales.

o La foliacién pull-back ¢* (fz] < i {p})

de M* con conjunto singular de codimensién > 2 y tal que todos
sus puntos singulares son reducidos.

se extliende a una foliacién
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En dimensién n = 2, el problema de Desingularizacion fue estudi-
ado por I. Bendixson [3] y H. Dulac [8] a comienzos del siglo XX, sin
embargo, su solucién sélo fue dada por A. Seidenberg [12] a finales de
la década del sesenta. Posteriormente, A. Ven Den Essen [13] present6
una demostracion mas geométrica, usando el concepto de multiplicidad
de interseccién de curvas analiticas complejas.

Para dimensiones mayores que dos, el problema aiin sigue abierto.
Algunas soluciones parciales han sido dadas por diversos autores, por
ejemplo F. Cano [7] establece diversas estrategias para resolver el prob-
lema de desingularizaciéon en dimensién 3 (sin embargo. un resultado
definitivo todavia no se ha encontrado), C. Camacho, F. Cano y P.
Sad [6] resuelven el problema en dimensién n, bajo la hipdtesis que
p es una stngularidad absolutamente aislada y no dicritica, general-
izando un método dado por C. Camacho v P. Sad en [5] cuando n = 2.
Este resultado fue mejorado por R. Benazic [2], siempre en el caso
n-dimensional.

En el presente trabajo nosotros resolvemos el problema de desin-
gularizacion para el caso en que p es una singularidad absolutamente
aislada de una variedad compleja de dimension 3.

2. SINGULARIDAD ABSOLUTAMENTE AISLADA

Una hipétesis natural para resolver el problema de desingularizacion.
es asumir que en cada etapa del blow-up, el conjunto singular de la
foliacién levantada siempre tenga codimensién n, més especificamente,
tenemos la siguiente

Definiciéon 1. Sea F una foliacién analitica por curvas sobre una
variedad compleja n-dimensional M™. Decimos que p € Sing (Fz) es
una singularidad absolutamente aislada (S.A.A) de Fz si v solo si se
verifican las siguientes condiciones:

1. p es una singularidad aislada de F;. i 1
2. Denotemos p = pg, M" = M3, Fy = Fy, M™ = M}, Fp = F,

E, = E. Si consideramos una sucesion finita de blow-up’s
E E E
My & MY 2 MY,

donde el centro de cada E; es un punto p;_; € Sing(F;_;) (en
donde F; denota el transformado estricto de la foliacién F;_, por
E;, 1 <i,7 < N), entonces Sing (Fn) es un conjunto finito.

Nuestra definicién de singularidad absolutamente aislada es mas gen-
eral que la dada en [6]. En esta referencia los autores suponen que



RENATO BENAZIC TOME 17

en cada etapa del blow-up, el transformado estricto sélo presenta sin-
gularidades aisladas no dicriticas (este concepto podria ser llamado
singularidad absolutamente aislada no dicritica). En nuestro caso, las
singularidades dicriticas pueden aparecer en una o mas etapas durante
el proceso del blow-up.

El objetivo es probar el siguiente teorema de desingularizacion:

TEOREMA A. Sea p € M"™ una singqularidad absolutamente aislada
de Fz. Denotemos p = py, M™ = M}, Fz = Fy y E; = E. Entonces

eriste una sucesidn finita de blow up’s

n B

MEE M
que satisface las siquientes propiedades:

E
— M}

1. El centro de cada E; es un punto p;_; € Sing (F;_;), donde F;
denota el transformado estricto de la foliacion F;_, por E; (1 <
2. Si g € Sing (Fn) entonces q es singularidad reducida.

La principal herramienta usada en la prueba del Teorema A es una
férmula que relaciona la multiplicidad algebraica de la singularidad con
el numero de Milnor de las singularidades que aparecen después de un
blow-up.

3. EL NUMERO DE MILNOR DE UN CAMPO
VECTORIAL HOLOMORFO

Sea U C C" un abierto, denotemos por O, , al anillo de gérmenes
de las funciones analiticas en p € U v sea [[Z1,Z2,....2Z,] C Oy,
el ideal generado por las componentes del campo vectorial holomorfo
Z definido en U. El Nimero de Milnor del campo Z en el punto p,
denotado por p,(Z), es definido como

s Gn,p
) = dime (Ilzl,zz,... ,an)

Este nuimero satisface las siguientes propiedades (ver [9]):

1. pp(Z) es finito si y sélo si p es una singularidad aislada de Z.
2. pp(Z) =0 sl y sdlo si p es un punto regular de Z.

0Z;
3. up(Z) =1 sy solo si det ( (p)) # 0.
0z; 1<i,j<n

Debemos mencionar también que si p € M" es una singularidad ais-
lada de Z, entonces p,(Z) coincide el grado topoldgico de la funcién de
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Gauss inducido por Z el cual es considerado como un campo vectorial
real, en una esfera de dimension real 2n — 1, suficientemente pequena
centrada en p.

Sean p € U una singularidad aislada del campo vectorial Z, tal que
my(Z) = v, Fz la foliacién generada por Z, F; el transformado estricto
de F5 v Z el campo vectorial holomorfo que genera a la foliacién F.
Cuando n = 2, existe una férmula que relaciona v con el niimero de
Milnor de Z en p y el niimero de Milnor de las singularidades de Z (ver

[11], {4]):

—v-14 ¥ ,u,q(7:), si p es no dicritico.
qFE~1(p)
#(Z) — .
Prrv=1+ 3 pl2), sipes dicritico.
g€E~Y(p)

Obscrve que como cl conjunto Sing (fz) cs finito, las sumatorias

que aparecen en la expresion anterior son finitas. Existe una general-
izacién n-dimensional de la férmula anterior bajo las hipétesis de que p

es una singularidad aislada no dicritica de 7 y el conjunto Sing (}: Z)
es finito (ver [6]):

(31)  pZ) == - mv=1+ Y p(2)

En el caso de singularidades dicriticas en dimension tres, tenemos el
siguiente resultado (ver (1))

TEOREMA 1. Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad
aislada en p € C3, tal que Z tiene singularidades aisladas en el divisor.
Si p € C* es una singularidad dicritica de Z y my(Z) = v, entonces

p(Z) =1 +22 -2+ Z 1o(Z)
qeE-1(p)

4. PRUEBA DEL TEOREMA A
Sea mp(Z) = v > 2. Desde que p es una S.A.A. de Fz, de (3.1) y el

Teorema 1, tenemos que
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PB—1P—v—14 Y ulZ), sip esno dicritico.
g€E"(p)
pp(2) = _
P+i=-2+ Y p(2), si p es dicritico.
q€L~1(p)

En cualquier caso (dicritico o no) se tiene que

(4.1) v>1= 1(Z) < up(Z), Yq € E~(p)
Ademas, se cumple

(4.2) v < up(Z), Vp

Afirmo que después de un nimero finito de blow-up’s Ey = E,
E,, ..., En con centro en puntos singulares, se obtiene solamente pun-
tos con multiplicidad algebraica < 1. En efecto, caso contrario, en cada
blow-up existiria por lo menos un punto en el divisor cuya multiplicidad
algebraica es > 2, i.e.

(4.3) Dado k € N, 3p, € K~ (px_1) tal que my(#®) > 2,

en donde ZAW) — Z y Z®) — Z*-1) De (4.1) se sigue que

Iy, (Z(l)) < 1,(7), Hp, (7;(2)) < Jip, (Z’m) _—

g, (ZF) <, (Z5V),... VEkEN

lo cual implica que

to(Z) > pp, (ZzW) > ... > i, (z®)>...>1

lo cual es, evidentemente, una contradiccién. Esto prueba la afir-
macion.
Definimos ¢ = Ey o Ey_j 0...0 E, se sigue que ¢ : M3, —» M}

cs una funcién holomorfa propia y cl pull-back ¢* (}'gf sC CxX-

M3 - {p}
tiende a una foliacién singular Fy sobre M3, con conjunto singular de
codimensién 3.

Por lo tanto, si ¢ € Sing (Fn) entonces my (Fn) = 1. Por la forma
canonica de Jordan, ¢ no es una singularidad reducida si la parte lineal
del campo vectorial holomorfo que genera Fy es de la forma
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01 0 01 0)
000 6 00 1
000 000

El Teorema A es una consecuencia del siguiente

LEMA. Sea Z un campo vectorial holomorfo con singularidad aislada
en 0 € C3, tal que mo(Z) = 1. Si DZ(0) es de la forma

010
a) [000 6 b)
000

entonces 0 no es una S.A.A.
Prueba del Lema.

a) En ‘este caso, el campo vectorial es de la forma

Z("E,y, z) == (y+ ZAk(iﬁ,y,Z)) 58; + (ZBk(m’yaz)) %

E>2 E>2

+ (Z Cr(m,y, z)) '582-

-~

IEn la carta del blow-up ¢ — —i’i, s — =, un simple calculo muestra que
z

Qo O QO
QO

0
11,
0

el transformado estricto F es generado por:

a
B:E+( —t? + zB*(z,t,s))

+ (—ts + C*(z,t,3)) 585

Por lo tanto, es facil ver que cualquier punto de la forma (0,0, s), con

Z(z,t,8) = z(t+ A*(2,t,8)) %

s € C os un punto singular dc F5. Sc siguc quc Sing (J}Z) ticne
infinitos elementos y. por lo tanto, 0 no es una S.A.A. de 7.

b) En este caso, tenemos que

17,
Z(zy,2) = (y“i'ZAkTyz)‘é_ (2+ZB}.-TTJ: )C%

k22 k22

+ (Z (=, 1, z)) o?_z

k22
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z
Es facil ver que ¢l (0,0,0) en la carta t = %,s =08 la tnica sin-
gularidad de ﬁ_z, mas aun, un simple calculo nos muestra que Fz es

generado por

Z=A2 +B2 182,
donde
A(r,t,s) — zt+ Y Au(1,t,8)r*
B(z,t,s) — s-— t;E: > [Bk(1,t,s) — tAk(1,t,s)] =* 1
Clz,t,s) = —ts+ é%k(m, s) — sAk(1,t,8)] 2%}

No es dificil ver que

: 00 0
DZOYy=1| a 0 1
3 00

donde a = B»(1,0,0) y B = C5(1,0,0). Se sigue que (0,0,0) es también
un punto singular no reducido de F;. Distinguimos dos casos:

L +
CASO 1. 3 — 0. Eu la carla t’ — ;,3’ B 2, el transformado estricto

de F es generado por:

; 8ri
Z%z,t,s) = (a + )55 +¥(z,t,)

donde YV es un campo vectorial holomorfo. Por lo tanto. cualquier
punto de la forma (0,t,—a) con t' € C es un punto no singular de

F s siguec quc Sing (ﬁ?’) cs un conjunto infinito y, por lo tanto,
(0,0.0) no es una S.A.A. de F3.
CASO 2: 3 # 0. Afirmo que existe un cambio de coordenadas lineal

L tal que L*Z satisface las condiciones de] caso 1. En efecto, defini-
mos las transformaciones lineales L, T : C* — C? como L(z,, 20, z3) =

1 o
<ﬁz3,z1, Zp — —H-zg) y 1'(wy, wy, ws) = (wq, qw; + wa, fw,). ks claro
que T = L™, Defino
_ - a d a
X=LZ=TZol=A"—+B"— + C*—
° (9171 * 3.'132 i (9.’1}3’

donde A* = BoL, B*=aAoL+CoLy(C*=8AoL. Observe que:
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010
DX(0)=T-DZ0)-L={ 0 0 1

000
y C3(1,0,0) = 0. Por lo tanto, 0 no es una S.A.A. de X y de este
modo, el Lema esta probado. a
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