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EXISTENCIA GLOBAL Y COMPORTAMIENTO
ASINTOTICO PARA UNA ECUACION DE KIRCHOFF
CON TERMINO DISIPATIVO DE COEFICIENTE
VARIABLE

Cabanillas Lapa, Eugenio’

ABSTRACT. Consideramos una ecuacion de onda no lineal, con
un término disipativo del tipo a(z)u' (el coeficiente a depende de la
variable espacial).

Usando el método de FAEDO-GALERKIN, y definiendo funcionales,
de energia adecuados, enconiraremos existencia global de la solucion
para datos pequenos. Una vez hecho esto usamos desigualdades inte-
grales para mostrar que la energia del sistema decae a cero de manera
exponencial.

1. INTRODUCCION

En este trabajo estudiamos la existencia global de la solucién, asi
como el comportamiento asintético de la energia del sistema.

Ty - M ( f ]Vu]zdx) Au+g(z,t,w) =0 en Q=0x]0,1]
* 0
) w=o | en T =Tx]0,T]

du

u’(‘rﬁo) =u0(:v), 3t($50) =u1(:17) €n Q
donde () es un abierto de R™, con frontera I' = 9€1 bien regular, T >
0, M € C'(|0,+00[), g es una funcién de valor real satisfaciendo condi-
ciones apropiadas. Diversos autores: HASOYA-YAMADA [1], PATCHEU

[4], HERD [2],etc., han estudiado la solubilidad global de (*) para los
casos: g(z,t,u’) = 6,9(uw’),C(t)v'. A nuestro conocimiento ain no se
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“ha abordado el estudio del importante caso g(z,t,%') = a(z)u/, por lo
que emprendimos la investigacion de este problema.

2. PRELIMINARES

Con (.,.),|.| denotamos el producto interno y la norma de L3*(f}),
respectivamente H™({2) es el espacio de Sobolev usual.
Denotamos con Cq y C§ las constantes de inmersién que realizan las
desigualdades:

lu] < ColVu|, Yu€e HAR)

Vul < Caloul,  Vu e HY Q)N HA(Q)
3. EL RESULTADO PRINCIPAL

Teorema 2.1.- Sea M : [0, +o0[— R tal que:
(2.1) M e C'([0,+o0[), M(s) > my>0,¥s>0
(2.2) M(s) = [ M(2)dz < sM(s)

Sea a € L“(Q)Oﬂ C%(Q) tal que:

(2.3) a(z) > a0 > 0,Y7 € % [Aa(z)| < Coalw); [Va(z)P < Cra(a)
donde Cp y C}, son constantes positivas.

Siup € HY (Q)NH?(Q),u; € H (), entonces existe un nimero positivo
o tal que si:

2 Coky [IVu1|2+M(IVqu)|AuePJ 2%

3
ki = max{ ——, Cq + Cg 7,
con Ky max{zco, o+ Q}

entonces existe una funcién u : Qz]0, T[— R tal que:

(2.4) u € L*(0,T; H}(Q) N H3(Q))
(2.5) ' € L=(0,T; hg(R2))
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(2.6) « € L=(0, T; I*(R)) | |

(2.7) gt' W/ (t), w) + M(IVu(t)P) (- Dult), w) +(a(z)u(t),w) =0
Vw € H}(Q), en el sentido de D'(0,T).

(2.8) u(0) = uo, u'(0) = uy

Demostracion: _

Usaremos el método de FAEDO-GALERKIN.

Sea {wy,ws... ,w;,...} base Hilbertiana de H}(Q) N H?*(Q) formada
por los vectores propios de —A, esto es:

—Dw; = Aywj; w,

=0
£y 2 .-

T

Consideremos Vi, = [wy, Wa, ... ,wn] el subespacio de H}(S)) generado
por [wy,ws,... ,Wm|. Buscamos una solucién um(t) de la forma:

m
um(t) = Z gjm(t)wj
Jj=1

donde g;m estan determinados por el sistema:

(2.9) (up, (t),w) — M(|Vum(@)]*)(Dtm(t), w) + (a(z) uy,(t), w) = 0,
Ywe Vp

(2.10) 1m(0) = uom — uoen HE(Q) N H3(Q)
(2.11) ¥/ (0) = uym — ujen HY{Q)

Por el Teorema de Caratheodory existe una solucién local um(t) en
[0,Tm|[. Las estimativas a priori permiten la soluci6 al intervalo [0, 7]

independiente de m.

Estimativa a Priori I
Haciendo w = 2u/,(t) en (2.9):

(14 (£), 2 (£)) + M (| 1t () 2) (Vi (), 2V 14, (1)) + (2 (£), 21tn(1)) = O
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(@12) Z{HaOF + B1(1Vum®P) | = - [ 20 )Ptz
| | J
De (2.12) y observando que M(s) > mos resulta
(2:13) [, (&)1 + mo| Vaum (1)|? < Bo(0) = [w1[* + M(|Viuo|?)

Estimativa a Priori I1

Haciendo w = —2Au, (t) en (2.9) resulta:

(2.14) 5;{ (Vi (O + M Vum (D)) [ Bum(D)* = ~21a"/>Tup, 1)+
+ / Da(0)[up (D]2ds + 2M' (Vi (0)1?) (Vi (1), Vum (1)) Aum (0]
Q -

Tomando w = —a(z)Aun(t) en (2.9) resulta:
(215) Z{ W), —aum(®) + 5aTun (O } = —ia2Tui, 07+

() Va, V1 ()= M ([Tt (D)2 Btk ()P~ ()W (02), Tt (1))
Definimos:
(2.16) Fo(t) = [, (£)2 + M(|Vum(t)]?)
(2.17) Ei(t) = [Vl (0 + M(IVm(8)[2)| At (2) ?
(218) H(t) = (i (£), —altm(t)) + |aVum(t)[?
Se obtiene de (2.12), (2.14), (2.15)- (2.18):

d 1 / 2
= Bo(t) = —2a%u, (t)

& Eaft) = ~20a " Vuin(t)? + Cola 2 (1) +

2M(|V e, (8) ") (Vg (£), Ve (1)) At (8) 2

SH(1) < aola*Valn (O = 2 M|V (6)]°)| (1)

[C e 2
donde: Qp = 1 - —icﬂ + 201 (|al00 CQ Cﬂ)
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Entonces:

(2.19) %{&(t)—i—%&(t)i—eﬂ(t)} - -a*/ﬂu;,,(t)xﬂ-(-(%-mo) 16 /24! (O]

20 MV (& + M (T () (T (8], T (1) Dt (1)

Sea

1

S(t) = Eo(t) + —C-,—El(t) +eH(t)

0

Tomando
OD<ex mwln{a ) } )
1 8 oo
4 . [ Calalse 1Calale 1lal% Co
T e ———— 9 —— — - o0

£Rl = Colao + 2ap)’ R { m")/z "4 m(‘)/? "2 e
resulta

(2.20) -217051(15) < S(t) < KBy ()

.r 3 y %
k= max{m, Y an CQ}

Obviamente: ZLC’O < k;

De (2.19)(2.20)

25(0) < ‘%S(t) +C By ()5(0)

donde
. 2 £ 0g 4 M, Fo(0)
0= — - y—— 3,0y = e’
I]:I.l.l?l{()U £ Qg 2 } 2 m‘g

My = max _|M'(s)]
€ O.Eln"g—m
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Luego:
d 1 6 ¥ 71/2 9
(2:21) Z5(0) + | = - G E(0)| () <0
b 31
Afirmamos que
4 ~ /2 o
1

Supongamos absurdamente que (2.22) no se verifica.
Por la hipotesis:

6 2
E1 (0) < 20{}]61 E1 (0) < Ep = (kl Cz)

Por la continuidad de E;(t), existe 7 > 0 tal qm;:
E, (f) <&y, Vte [O,T[
Eq(1) = &9
De (2.22) resulta
(2.23) %S(t) <0, Vie0,7]

Pero:

T
(2.24) S(r) — 5(0) = / S'(€)de.

De (2.20), (2.23) v (2.24):
E] (T) S QC()S(T) S ZCQS(O) S C{;]ﬁ E1(0) < &p

49

lo que es una contradiccién. Asi hemos mostrado que (2.22) se verifica.

de donde resulta:

[Vu] (t)| < Constante

| Ay, (t)| < Constante
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Estimativa a Priori ITI

Haciendo w = u,(t) en (2.9), usando las estimativas I y II, v la In-
mersién de Sobolev, obtenemos de manera standard:

lulr (#)] < Constante

Las estimativas [. II y [II permiten el pasaje al limite.

Teorema 2.2.- Sea u la solucién obtenida en el teorema 2.1. Entonces
existen constantes positivas p v w tales que:

Eo(t) < pe™', Vt>0

Demostracion.- Esta basadaenuna desigualdad integral, que aparece
en KOMORNIK [3].
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