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EXISTENCIA GLOBAL Y COMPORTAMIENTO
ASINTÓTICO PARA UNA ECUACIÓN DE KIRCHOFF

CON TÉRMINO DISIPATIVO DE COEFICIENTE
VARIABLE

Cabantllas Lapa, Eugenio!

ABSTRACT. Consideramos una ecuación de onda no lineal, con
un término disipa.tivo del tipo a(x)u' (el CQeiici~e a depende de la
variable espacial).

Usando el método de FAEDO-GALERKIN, y definiendo funcionales,
de energía adecuados, encontraremos existencia global de la solución
para datos pequeños. Una vez becho esto usamos desigualdades inte-
grales para mostrar que la energía del sistema decae a cero de manera
exponencial.

1. INTRODUCCIÓN

En este trabajo estudiamos la existencia global de la solución, así
como el comportamiento asintótico de la energía del sistema.

~ - M ([IV'uI2dX ) bou + g(x, t, u') = ° en

u = ° en E = fx]O,T[
u(x, O) = Uo(x), ~~(x, O) = Ul (x) en n

Q = nx ]0, '1'[

donde n es un abierto de R'", con frontera r = an bien regular, T >
0, M E C/([O, +oo(), 9 es una función de valor real satisfaciendo condi-
ciones apropiadas. Diversos autores: HASOYA-YAMADA [1), PATCHEU
[4), HERD [2),etc., han estudiado la solubilidad global de (*) para los
casos: g(x,t,u~) = 6,g(u'),C(t)u'. A nuestro conocimiento aún no se

1Instituto de Investigación de la Facultad de Ciencias Matemáticas - UNMSM
e-mail: d230101@unmsm.edlLpe



EUGENIO CABANILLAS LAPA 45

ha abordado el estudio del importante caso g(x, t, u') = a(x)u', por lo
que emprendimos la investigación de este problema.

2. PRELIMINARES

C'JOn(., .),1.1 denotamos el producto interno y la norma de L2(0),
respectivamente H": (O) es el espacio de Sobolev usual.
Denotamos con Cn y Cñ las constantes de inmersión que realizan las
desigualdades:

3. EL RESULTAPO PRINCIPAL

Teorema 2.1.- Sea M : [O,+00[--+ R tal que:

(2.1) M E C'([O, +ooD, M(s) ~ 111.0 >" 0, 'i s ~ °
s

(2.2) M(,t~)= J M(z)dz ~ !~M(8)
o

Sea a E V'O(O) n 02(0) tal que:

(2.3) a'(x) ~ ao > 0, 'ix E O; 16a,(x)l:5 Coa,(x); IVa(x)12:5 C1a.(x)
donde Co y C1, son constantes positivas.

Si ti{) E HJ(O)n~(O), tLl E HJ(O), entonces existe un número positivo
C(l tal que si:

k ' { 3 e c*}con 1= max 2eo' o + n ,

entonces existe ~a función tL : ili]O, T[--+ R tal que:

(2.4) ti E V'O(O, Ti HJ(O) n lP(O»)

(2.5) ti,' E LOO(O, T; h¡j(D»)
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(2.6) tI/ E LOO(O, Ti L2(O»
d

(2.7) dt(u'{t),w) +M(¡Vu(t)12)(-6u(t),w} + (a(x)u'(t),w) = O

Yw E HJ(O), en el sentido de D'(O,T).
(2.8) u(O) = Uo, u'(O) = Ul

Demostración:
Usaremos el método de FAEDO-GALERKIN.
Sea {Wl1 W2'" ,Wj,'''} base Hilbertiana de HJ(O) nH2(fl) formada
por los vectores propios de, - A, esto es:

Consideremos Vm = [w¡, W2, ... ,wm] el subespscio de HJ(O) generado
por [Wl, W2, ... ,wm]. Buscamos una solución 1Lm(t) de la forma:

m

ttm(t) =L 9jm(t)Wj
;=1

donde 9jm están determinados por el sistema:

(2.9) (u~¡(t),w) - M(lVum(t)12)(6um(t), w) + (a(x) tt~,¡(t),w) = O,
YWEVm

(2.10) tlm(O) = t'o,n -+ UoenHJ(O) nH2(O)

(2.11) u~¡(O)= U1m -+ UI enHJ(O)

Por el Teorema de Caratheodory existe una solución local 'U,n(t) en
[O,Tm[. Las estimativas a priori permiten la solució al intervalo [O,T]
independiente de m.

Estimativa a Priori 1
Haciendo W = 2u~(t) en (2.9):
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(2.12) :t{lu~(t)f2 + M (lV'ttm(t)¡2)} = - J 2a(x)[u~(t)12dx
n

De (2.12) y observando que M(s) ~ 11108 resulta

(2.13) lti~(t)I2 + 1110IVt'n¡ (t)I2 :5 Eo(O) =lud2 +M(!Vttol2)

Estimativa a Priori n
Haciendo w = -2L'.:-u~(t) ~ (2.9) resulta:

·d{(2.14) dt lV'u~(tW+ M(lV'Um(t)12)16Um(t)¡2 = ~2Ial/2V'u~(t)j2+

+/ ~a(x)['u~(l)]2dx + 2M'(lV'Um(l)12)(V'u~(l), V"Um(l)jÚum(lW.
n

Tomando w = -a(x)L'.:-um(t) en (2.9) resulta:

(2.15) !{(u~(t), -a~Um(t)) + ~laV'Um(t)12} = -lal/2V'u~(t)12+

+( 1L~rl(t)V' a, V'll'~rL(t))- M(IV'llm(t)12)la1/2 ~1J,m(t)I2_( 1t~rl(t)V'( 11.
2), V'lIm (t))

Definimos:

(2.16) FJQ(t)= 11J,~TI(t)12+ M(lVnm(t)12)

(2.17) E1(t) = IV1l~¡(t)12 + M(IVum(t)12) IL'.:-um(t) 12

(2.18) H(t) = (tt~(t), -a6'ltm(t» + ~laVtLm(t)12

Se obtiene de (2.12), (2.14), (2.15)- (2.18):

!Eo(t) = -2Ial/2u~(t)12

:tE1(t) = -2Ial/2V'u~(t)12 + Colal/2u~(t)12+

2M'(IV'tlm (t) 12)(V'u~rL(t),V'tlm(t» 16tLm(t)j2

:tH(t) s aola1/2V'u~(t)12 - ~ M(IV'u.m(t)12)16ttm(t)12

{?X ( laicoenGtl) 2
donde: ao = 1+ V CoCn + 2C1 11() mo
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Entonces:

(2.19) ~ {Eo(t)+ ~1)El (t)+ül(t) } = -al/2U~(tW-( ~O-EGo )lal/2V'u~(t)12

_ é~ M(IVu.n(t)12)1~u.n(t)12 + ~M'(IVUm(t)12)(Vu.n(t), VUm(t))l~Um(t)12

Sea

1
S(t) = Eo(t) + C

o
El (t) + éH(t)

Tomando

_ 4 () = ,{ Cnlaloo ~ Cnlaloo ~ lal~ Cn}
con él - r» ( 2)' o max 1/2 1 4 1/2 1 2 .vo ao + Uo mo mo nI{)

resulta

k ' { 3 C C*}1 = max 2 Co ' n + n

Obviamente: 2 ~o < kl

De (2.19)(2.20)

:tS(t) ~ - :1S(t) + C2 E~/2(t)S(t)

donde

i: _ . {~_ én-o} e _ 4Mo Fj()(O)
o - mm rt e 0:0, 2 ,2 - 2

~jO rnu
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Luego:

Afirmamos que

(2.22) :1 - C2 E~/2(t) > 0, Vt E [O,+oo[

Supongamos absurdamente que (2.22) no se verifica.
Por la hipótesis:

E, (O) < 2Cok, E, (O) < "o = (k,ÓC,) 2

.
Por la continuidad de El (t), existe 7 > Otal que:

E, (t) < éo, v t E [0,7[

De (2.22) resulta

(2.23) :t 8(t) :::;0, Vt E [0,7[

Pero:
T

(2.24) 8(7) - 8(0) = J 8'(~)d~.
o

De (2.20), (2.23) Y(2.24):

E, (7) :::;2C08(7):::; 2C08(0):::; Cokl E, (O) < éo

lo que es una contradicción. Así hemos mostrado que (2.22) se verifica,
de donde resulta:

IY'U~l(t) I < Constante

16um(t)1 :::; Constante
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Estimativa a Priori 111

Haciendo w = u~(t) en (2.9), usando las estimativas I y I1, Y la In-
mersión de Sobolev, obtenemos de manera standard:

17j,~ (t) I ~ Constante

Las estimativas 1. 11 Y 111 permiten el pasaje al limite.

Teorema 2.2.- Sea u la solución obtenida en el teorema 2.1. Entonces
existen constantes positivas ¡..t y w tales que:

E ( . -wtot)::;¡..te, Vt?:. O

Demostración.- Esta basada en una desigualdad integral, que aparece
en KOMORNIK [3J. •.
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