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ABSTRACT. En el presente trabajo se estudia la conjugación topolá-
gica local de un diicoinoriismo en espacio de Banach, con su parte
lineal en la vecindad de un punto fijo hiperbólico. Para ello se usan
herramientas del Análisis Funcional, Aplicaciones de Lipschitz .Y Teoría
Espectral.

1. INTRODUCCIÓN

Sea U s-;:; ]R2 un abierto que contiene a O E ]Rn y f U ----t ]Rn un
difeomorfismo tal que:

1. f(O) = O , es decir Oes punto fijo de f.
2. Los autovalores de D f(O) = L E GL(Rn), no tienen norma 1. esto

es, L es hiperbólico.

En estas condiciones existe V s-;:; U abierto con O E V y existe
h : V ----t h[V] s-;:; ]Rn un homeomorfismo tal que Lo h = h of sobre V; es
decir, f es localmente topológicamente conjugado con su parte lineal
L. Este resultado es conocido corno el Teorema de Grobman-Harfman
y su demostración puede ser encontrada en cualquier libro de Sistemas
Dinámicos. En el presente trabajo se extiende este resultado a espa-
cios vectoriales normados de dimensión infinita (Espacios de Banach)
utilizando las técnicas del Análisis Funcional y de los espacios mtricos.

Sea (E, 11 . 11) un espacio de Banach y TE GL(E), esto es T :E ----t E
es una aplicación lineal continua biyectiva cuya inversa T-1 es también
lineal y continua; se dice que:

T es hiperbólico {:=:::::;> a(T) n SI = 0.
donde a(T) es el espectro de T y SI = p. E re :1,).1 = 1}.
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En lo que sigue Hip(E) denotará el espacio de los operadores hiper-
bólicos en (E, 11. 11).Un resultado de la teoría espectral de operadores
lineales es el Teorema de la Descomposición Espectral, el cual, al ser
aplicado a los operadores lineales hiperbólicos definidos sobre espacios
de Banach nos da como resultado el siguiente:

Teorema 1.1. Sea (E, 11. 11)un espacio de Banach y L E Hip(E)
entonces existen dos subespacios cerrados E¿ Y Es de E; normas 11. lIu,
11. lis y 11. 11*en e; Es Y E respectivamente y una constante positiva
a a E (0,1) que satisfacen:

1. E = Eu EBEs'
2. i; = LI

Eu
E L(Eu) Y 11D;;Ixu lIu:::; a 11Xu Ilu, V Xu E Eu t., =

LI E L(Eu) Y 11t.», lis:::; a 11Xs lis, VXs E Es'
Es

3. 11x 11=max{11 Xu lIu,11Xs lis}, x = x; + xs, Xu E E1J., XS E Es
donde la norma 11. 11*es equivalente a la norma inicial 11. 11de
E. •

Las funciones Lipschitzianas con constantes de Lipschitz menor que
1, son llamadas contracciones. Las contracciones son de gran impor-
tancia cuando están definidas en un espacio métrico completo, ya que
en este caso, ellas poseen un único punto fijo atractor.

Son de gran utilidad en la demostración del Teorema de Grobman-
Hartman los siguientes teoremas:

Teorema 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : X ---+ X
Lipschitziana con constante de Lipschitz Lip(f) < 1. Entonces existe
un único Xo E X tal que:

1. f(xo) = Xo (Yo es un punto fijo de f).
2. lim fn(x) = XO, V x E X (xo es atractor).

n-+oo

Teorema 1.3.(De la función inversa de Lipschitz) Sea (E, 11. 11) un
espacio de Banach, ip : E ---+ E Lipschitziana y L E GL(E) tal que
Lip(ep) < IIL-111-1 , entonces L + sp es inversible , (L + ep)-l es Lips-
chitziana y

1
Lip [(L + cp)-l] < IIL-111-l _ Lip(cp)'

Previo a la demostración del Teorema de Grobman-Hartman en es-
pacios de Banach se probarán dos Lemas que son de aplicación directa
en la demostración de dicho teorema.
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2. PRELIMINARES

Definición 2.1. Sea (E, 11·11)un espacio de Banach, U una vecindad
de O E E Y 1:U -? E un difeomorfismo sobre su imagen, O es punto
fijo hiperbólico de 1 si:

1. 1(0) = O.
2. D 1(0) E Hip(E).

Es importante recordar que si (E, II·IIE), (F, II·IIF) son dos espacios
de Banach entonces el espacio de las funciones continuas y acotadas de
E a F denotado por Cb(E, F) es también un espacio de Banach.

Si E = F, en lugar de Cb(E, E) se escribirá Cb(E).
En E consideramos la norma 11·11*que satisface (3) del Teorema 1.l.

y que denotaremos con 11·11,esto es 11'11*= 11·11·
El Teorema 1.1., nos dice que todo operador lineal hiperbólico des-

compone al espacio de Banach E donde está definido en suma directa
de dos subespacios cerrados de E, invariantes por el operador.

Probaremos que la descomposición de E en suma directa de Eu y Es
induce una descomposición de C/)(E) en suma directa de Cb(E, E,J y
Cb(E, Es)'

Empecemos definiendo las proyecciones canónicas 7ru Y 7rs

7ru E -? E"
x ~ 7r,,(:r) = Xu

E -? Es
x ~ 7rs(x) = Xs

donde .T = Xu + .Ts E Eu EB Es = E.
Es inmediato ver la linealidad de 7ru y 7rs-
Como

117ru(x) Ilu = 11.T" Ilu ~ max{11 x" Ilu, 11z , lis} = 11xii, '<i T E E

y

II7rs(X) lis = 11Xs lis < max{11 x¿ Ilu, 11Xs lis} = 11 xii, '<ix E E

se sigue que 7ru Y 7rs son operadores lineales y acotados, luego son
continuos es decir 7ru E L(E, Eu) Y tt , E L(E, Es). Además 117ru 11~ 1
Y 11 7rs 11 ~ l.

Sea 1 E Cb(E), definimos 1"= «; o 1 y l. = 7rs o 1, es decir
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f,,: E ~ Eti
.T f---> f,/7:) = 7rti (J (x ) )

fs: E ~ Es
x f---> fs(x) = 7rs(J(x))

corno 7ru E L(E, Eu) ~ Cb(E. E,J y 7rs E L(E, Es) ~ Cb(E, Es) en-
tonces fti E Cb(E, Eu) Y I, E Cb(E, Es).

Mostraremos que: f = fti + [»

x E E===:;, f(x) E E = EtiffiEs ===:;, f(x) = [f(x)Ju+[J(x)Js E ElI+Es
luego

(7ruof)('7:) = 7r,,(J(x)) = [J(x)Ju y (7rsof)(x) = 7rs(J(x)) = [f(.T)].

esto es: fu(x) = [f('T)Ju Y flT) = [J(x)]s, entonces f(.T) = f,,(.T) +
fAx), V.T E E; es decir f = fu + fs E Cb(E, Eu) +Cb(E, Es)' Por tanto

(2.1)

Ahora tomemos f E Cb(E, Eu) n Cb(E, Es) esto es f E Cb(E, E,,) y
f E Cb(E, Es); entonces para x E E se tiene f(.T) E E" n Es Y como
E" n Es = {O} entonces f(x) = O, V.T E E, es decir f = O. Así

(2.2)

De (2.1) Y (2.2) queda probado que

Cb(E) = Cb(E, Eti) ffi Cb(E, Es)
Teniendo en cuenta que (E, 11 . 11) es un espacio de Banach y que los

subespacios normados r; y Es con normas 11·11" y 11·lls respectivamente.
son subespacios cerrados de E, resulta inmediato ver que (E".II·II,,) .\'
(Es, 11·lls) son espacios de Banach. Por consiguiente, es claro también
que

son espacios de Banach.

La relación existente entre las normas II·IIE,E", 11·IIE,Es y II·II¡;;.¡;;
está dada en la siguiente afirmación:

IlfIIE,E = max {II t; IIE,E", 11 fs IiE,EJ, V fE Cb(E)
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En efecto, para x E E, se tiene f(x) = fu(x) + fs(x) E E = E¿ + Es·
Como Ilf(·7:)11 = max {II fu(x) lIu, 11fs(x) lis}, tenemos 11 fu(x) lIu <
IIf(x)1I y 11fs(.7:) lis ~ IIf(x)lI, V x E E. Luego

sup 11fu(x) lIu ~ sup 111(·7:)11 y sup 11Is(.7:) lis < sup 111(·7:)11
xEE xEE xEE xEE

entonces 11i; IIE,E" < IIfIlE,E y 11I, IIE,Es ~ IIII1E,E. Concluimos
que

(2.3) max {II 111 IIE,E", 11i, IIE,EJ < IIII1E,E

Por otro lado, se tiene

11fu(x) lIu < 11lu IIE,Eu < max {II t; IIE,Eu' 11t, IIE,EJ, V.7: E E

11fs(x) lis ~ 11I, IIE,Es ~ max {II l; IIE,Eu' 11I, IIE,EJ, V.7: E E
luego

.:
max {II l,l7:) 1111,111~7:) lis} < max {II lu IIE,E", 11Is IIE,EJ

es decir 11l(x) 11~ max{1I i; IIE,E" , 11I, IIE,EJ, V.7: E E entonces

sup 11f(x) 11< max{1I I; IIE,E" , 11fs IIE,EJ
xEE

Por lo tanto

(2.4) IIfIlE,E ~ max {II I; IIE,Eu' 11I, IIE,E.}

De (2.3) Y (2.4) queda probado que

(2.5) IlfIlE,E = max ] ] f" IIE,E", 11I, IIE.EJ.

Ahora consideremos T E L(Cb(E)) tal que

Para 1 E Cb(E) se tiene que T(f) E Cb(E), luego

1= I; + i, y T(f) = [T(f)]" + [T(f)]s
donde i.: [T(f)]u E Cb(E, E,.) y I-. [T(f)]s E Cb(E, Es). Pero:
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[T(f)]ll - 1ru(T(f)) = 1ru(T(fu + 1s)) = 1ru(T(fu) + T(fs))
= 1ru(Tll(fu) + Ts(fs)) = Tll(fu)

y

[T(f))s - 1rs(T(f)) = 1rs(T(fu + 18)) = 1rs(T(fu) + T(fs))
= 1rs(Tu{fu) + Ts(fs)) = Ts(fs)

entonces

IIT(f)IIE,E = max{11 Tu(fll) IIE,E", 11Ts(fs) IIE,EJ

Probaremos que: IITII = max {II Tu 11,11t: II}, VT E L(Cb(E)).
En efecto,

11Tu(f,J II~~ IITulll11u IIE,Eu::; IrTll 11111 IIE,E
< max{IITull, IITsll} 111 IIE,E

también:

11Ts(fs) IIE,Es < IITsll1I 18 IIE,E5::; IITslll1 1 IIE,E
< max{IITull, IITsll} 111 IIE,E

luego

es decir:

11T(f) IIE,E::; max {IITull, IITsll} 111 IIE.E, V 1 E Cb(E).
Por lo tanto

(2.6)

Recíprocamente:

11Tu(f,J IIE,Eu - 11T(fu) IIE,E" = 11T(fu) IIE,E
< IITIII11u IIE,E", V i; E Cb(E, Eu)

entonces 11Tu 11< 11T 11·

Además
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11Ts(fs) IIE,E. = 11T(fs) IIE,E. = 11T(fs) IIE,E
< IITIIII I, IIE,Es' V fs E eb(E, Es)

entonces 11 t: 11 < 11 T 11·

Por lo tanto:

(2.7) max {II Tu 11,11 t, II} < IITII·
De (2.6) Y (2.7) está probado que IITII = max {II Tu 11,11 t: II}·

3. DOS LEMAS PREVIOS

El Teorema de Grobman-Hartman establece que "Sea (E, 11 . 11) un
espacio de Banach(V~n abierto de E tal qUf O E V, f : V -> E
dijeomorjisino de clase el sobre su imagen y sea Opunto fijo hiperbolico
de f. Denotemos L = Df(O) E Hip(E). Entonces f es localmente
cotijuqado a L, es decir existe h E H om(E) tal que L o h. = h o f en
una vecindad del O contenida en V". Para demostrarlo, necesitamos de
los dos siguientes Lemas que probaremos en seguida.

Lema 3.1. Sea (E, 11·11) un espacio de Banaeh, V un abierto de E tal
que O E V, sea f : V -> E de clase el sobre su imagen tal que f(O) = O
Y denotemos por L = Df(O) E L(E). Entonces VE> 0,31' = r(E) > O
Y 3'P E eb(E) n Lip(E) tal que f = L + 'P en Br(O) ~ V.
Demostración. Consideremos <1>: V -4 E definida por <I>(x)= f(.T) -
L(.r), entonces <1>E el, puesto que f E el y D<I>(.T)= Df(.r) - L.
Además:

<1>(0) = f(O) - L(O) = O - O = O
D<I>(O) = D f(O) - L = L - L = O

Procuramos extender <1>a todo E de modo tal que su extensión sea
continua, acotada y Lipschitziana con constante de Lipschitz menor
que t. Para ello, consideremos a : IR -4 [O, 1] una funcin de clase C'"
que satisface:

a(t) = { ~:
si Itl < 1/2
si Itl 2 1

Como D<I>es continua en O,dado é > O,existe 8 = 8(E) > Otal que
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EIIXII < 6 ~ IID</>(x)11 < -k -,+ 1

en donde 6 > Oes tomado suficientemente pequeño tal que B6(0) ~ U
Definamos <P : E --t E tal que

( ) = {a(II.7:II/8), si x E U
<P x O, si x E E - U

Es claro que <Pes continua en U, Y desde que para z E U con 11.7:11 > ó,
<p(.7:) = a (11.7:11/6) </>(x) = Oentonces <p es continua en E. Probemos
que es acotada en E. Ya que <p se anula fuera de la bola B6(0), será
suficiente probar que <p es acotada en B6(0).

Sea .7: E B6(0), se tiene:

I1<p(.7:) 11 = Ila 01XllJf) </>(·7:)11= la (1Ixll/ó)I*III/>(x)11

< 111/>(·7:)11= 111/>(.7:)-1/>(0)11 < ( sup IIDI/>(X)II) 11·7:11
xEB6(O)

< _E_6.
K + 1

Por lo tanto

De esta forma se tiene probado que sp es continua y acotada en E,
es decir <p E Cb(E). Ahora probaremos que <p es Lipschitziana. Para
,7:1, X2 E U, se tiene:

1I<p(x¡) - <P(,7:2) 11 = Ila (11.7:111/8) 1/>(.7:1) - a (lIx211/8) I/>(X2) 11
< lIa (11·7:111/6) I/>(x¡) - a (lIx211/ó) 1/>(.7:1)11

+ lIa (11·7:211/8) I/>(Xj) - a (11·7:211/8) 1/>(.7:2)11
Entonces:

(3.1)1I<p(x¡) - <P(.7:2) 11 < la ("~111) - Q ("7") I 111/>(.7:t}11 +

la ("~2") I"I/>(X¡) -1/>(.7:2)11
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Sean xl, x2 E E. Pongámonos en el caso que Xl, .T2 E Bt5(O). SabP-

1 rr' II·TIII II·T211mos, por e i eorema del Valor Medio, que existe t* entre -{;- y -{;-
t.al que:

(3.2)

Usando la desigualdad de Lagrange se tiene:

(3.3) 11<p(x¡)11 - 11<p(·Td- <p(0)11 ::; ( sup IID<P(X)II) II·TIII
xEB6(O)

< E 8
K + 1

(3.4) 11<p(·TI)- <p(.T2)11 < (sup IID<P(X)II) IITl - .T211
xEBdO)

é
< IlxI - x211K+ 1

Reemplazando (3.2), (3.3) Y (3.4) en (3.1) se tiene que

K E é
< ,llxl - x211-K 5 + Ilxl - .T211

u +1 K+1
= éllxl - .T211

Supongamos ahora que .TI E Bt5(O) y X2 ~ Bt5(O). Si X2 E U, ya que

(11.T211)a -5- = O,de (3.1) tenemos:

(3.5) Iltp(·T¡) -tp(.T2)11 < la CI~III) - a CI~211) III<P(XI)II

Reemplazando (3.2) y (3.3) en (3.5)

K é K
< ,llxI - x211--5 = éll·T¡ - x211

u K+1 K+1
< é IlxI - x211

Ahora asumimos que .Tl E Bt5(O) Y X2 ~ Bt5(O), con .T2 ~ U. Entonces
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11~(.7:¡) 11= 11a e 1~111) cP(X¡) 11

ia CI~III) - a CI.~211) 111G&(Tdll

Luego, de (3.2) y (3.3) tenemos:

K E K< (11Tl - .7:211K {)= EII:r¡ - .T211
u +1 K+1

< EII·7:1-X211
Por último, en el caso que .7:1,X2 ~ Bó(O) se tiene:

11~(x¡)-~(T2)11 = O<Ellxl-X211·
En cualquier caso 11<p(.Tl) - ~(x2)11 ::; E 11.7:1"- X21\, entonces t.p E

Lip(E) Y Lip(<p) < e. Hast.a ahora tenemos <p E Cb(E) n Lip(E) con
Lip(<p) < é, Finalmente veamos que en una vecindad del O contenida
en U.

11·7:11< ~ ==? II~II < ~ ==? a CI.~II) = 1

luego <p(.7:) = cP(.7:)= f(T)-L(.7:) entonces f(.7:) = L(T)+<p(T), tomando
s

r = "2 tenemos f = L + <pen Br(O) e U. O

Lema 3.2. SPa (E, 11·11) un espacio de Banach, y L E Hip(E). si
E > O es suficientemente pequeño, entonces \:;/<p,'l/J E Lip(E) n Cb(E)
con Lip(<p), Lip('l/J) < E, la ecuación funcional:

(L +~) o (I + w) = (I + w) o (L + W)
tiene una única solución en Cb(E).

Demostración. Tomamos la ecuación funcional dada y establecemos
algunas equivalencias:

(L + <p) o (I + w) = (I + w) o (L + 'l/J) <===?

L + Lo w + ip 0(1 + w) = L + 'l/J+ w o (L + W) <===?

Lo 11) - w o (L + 1/)) = 1/) - ~ 0(1 + w) <===?

w - L -1 o W o (L + 'l/J) = L -1 o (W - ip o (I + w)) <===?

(I - L)w = L -1 o ('l/J - <po (I + w))
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donde L(w) = L-1 o W o (L + 'IjJ).

Ahora procuramos resolver ésta última ecuación equivalente. Ob-
serve que si (J - L) fuera inversi ble, se tendría w = (I - L) -1 o L -1 o
(1/J - ip o (I + w)) y haciendo T( w) = (J - L )-10 L -10 (1/;- <p o (I +w))
se tiene T(w) = w. De ser T una contracción, ella tendría un único
punto fijo, el cual sería la única solución de la ecuación funcional dada.
Entonces todo se reduce a probar que:

1. 1 - L es inversible.
2. T es una contracción.

(1) Probaremos que (I - L) es inversible:
Para w E Cb(E), L(w) = L-1 o W o (L + 1/)) con 1/; E Cb(E) n Lip(E)

.Y L E Hip(E). Ya que L E Hip(E), entonces L, L -1 E L(E), luego:

es decir

L: Cb(E) ---> Cb(E)
w f--4 L(w)=L-1owo(L+1/;)

Observe que L es lineal. En efecto, sean CI, C2 E R WI, W2 E Cb(E).
S0 cumple:

L-1 o (C1w¡ + C2W2) o (L + 1/;)
L -10 [(C1w¡) o (L + 1/)) + (C2W2) o (L + ~'})l
C1L-1 o w¡ o (L + 1/;) + C2L-1 o w2 o (L + 'ljJ)

C1L(w¡) + C2L(W2)
Por lo tanto L E L( Cb(E))
Además

W E Cb(E, Eu) ====} ui o (L + 1/;) E Cb(E, E1J
====} L -10 W o (L + 1/)) E Cb(E, Eu)

w E Cb(E, Es) ====} wO (L + 1/;) E Cb(E, Es)
====} L -10 W o (L + 1/;) E Cb(E, Es)

Es decir
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Afirmación 1: In - L" es inversible:
En eff'cto, Sea w E Cb(E, Eu) y.T E E entonces wO (L + 1/))(.T) E ElI

desde que L E Hip(E), por el Teorema 1.1 se sigue que j a, 0<(1 < 1.
que satisface:

IILu(w)('T)II" < allwIIE,E", V.l" E E

IIL1L(w)IIE.E" = sup IIL1L(w)(.T)llu < allwIIE.F:", V.TU' E Cb(E. E'I)
xEE

Por lo tanto lIIL'III :::; a < 1.

Ya que L; E L(Cb(E, E,J) con IILul1 < 1, entonces

1" - L1L E GL(Cb(E, Eu))

y además

Afirmación 2: ls - L, es inversible:
Para probar esta afirmación empleamos otro método, ya que con el

anterior usado en la afirmación 1, se presenta el inconveniente de no
contar con una forma conocida de acotar L; J. Sabemos que (E. 11 . 11)
es de Banach, L E GL(E) y 1jJE Lip(E), si se cumpliera que Lip(tl)) :::;

IIL -111-1 entonces por Teorema 1.3, L + 1jJsería inversible, (L + ~I})-I E
Lip(E) y

1
Lip ((L + 1jJ)-1) :::; IIL-111-1 _ Lip(1jJ)'

lo que estaría garantizando la buena definición de:

L;: Cb(E, Es) ---+ <Cb(E, Es)
w ~ L;(w)=Lsowo(L+1/))-1

Resulta inmediato verificar que L8 o L: = 18 Y L: o L; = 1." por
consiguiente Ll = L;1. Como L, es inversible y 18 - L8 = Ls(L;1 - 1.,).
L, - L; será inversible; si L;1 - L, es inversible. Probemos que L; J - 1.0
es inversihle. Sea w E Cb(E, Es) y.T E E entonces wo(L+1/J)-1 (.T) E E<
luego, por el Teorema 1.1 se tiene:
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IIL~l(W)(x)lls - IILs o w o (L + 1/J)-l(x)lls
< allwo (L + 1/Jr1(x)lls :S: allwIIE,Es' \Ix E E

IIL~l(W)IIE,Es = sup IIL~l(W)(·1:)lls :S: allwIIE,Es' \lw E Cb(E, Es)
xEE

Por lo tanto
IIL~lll:S: a < 1.

Ya que L;' E L(Cb(E, Es)) con IIL~lll < 1, entonces
I, - t.;' E GL(Cb(E, E,,))

es decir L, - L;' es inversible y

u, - L;l)-l E L(Cb(E, Es)) e Lip(Cb(E, Es))
y además

. 1 1
Lip ((1 - L -1)-1) = 11(1 - L -1)-1 11< < -

s S e s -1-IIL;111-1-a

Luego L, - L, = Ls(L-;l - ls) es inversible y (1s - Ls)-l = (L-;l -
Is)-lL-;l, por lo tanto (ls - Ls)-l E L(Cb(E, Es)) e Lip(Cb(E, Es)) y
además

II(1s - Lsr111 = Lip [(1s - Lsrl] :S:Lip [(L;l - Isrl] Lip(L;I)
IIL-;lll a< <--1-0, -1-a

Por lo tanto:

II(1s - Ls)-lll :S: _a_,
1-0.

Afirmación 3: (1 - L)-l = (1n - L,,)-l + (ls - Ls)-l. En efecto:

(l - L) o [(1" - Lu)-l + (ls - Ls)-l] =
= (l - L) o (lu - Lu)-l + (l - L) o (Is - Lsr1

= (111- Lll) o (Iu - Lurl + (ls - Ls) o (ls - Lsr 1 = 1" + l, = l
Y también

[(Iu - Lu)-l + (Is - Ls)-l] o (I - L) =
= [(lu - Lu)-l + (1s- Lsrl] o [(1u - L?L)+ (1s - Ls)]
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= (1u - Lut1 o (1u - Lu) + (1s - Lst1 o (1s - Ls) = 11l+ ls = 1

En conclusión, siempre que Lip( 'l/J) ::::;11L -111-1, se tiene que 1 - L
es inversible, (1 - L)-1 E L(Cb(E)) y

max {11(1u - Lu)-III, II(1s - Lst111}

< max { 1 ~ a' 1 : a} = 1 ~ a
(2) Probaremos que T es contracción. Para w E Cb(E) definimos
T(w) = (1 - L)-1 o L-1 o ('l/J - c.p0(1 + w)). Observe que en reali-
dad T = T('l/J, c.p) con 'l/J,c.pE Lip(E) n Cb(E). Observemos que:

ip 0(1 + w) E Cb(E) ==? 'l/J- c.p0(1 + w) E Cb(E)
luego (1 - L )-10 L -10 (1/) - ip c (1+w)) E Cb(E), es decir T(w) E ~
Así se tiene

T: Cb(E) -+ Cb(E)
w ~ T(w) = (1_L)-loL-1o('l/J-c.po(1+w))

Dados W¡, w2 E Cb(E), tenemos:

IIT(wl) - T(w2)IIE,E = 11(1- L)-1 o L-1 o ('l/J- sp o (I + w¡))-
-(1 - L)-I o L-1 o ('l/J- sp o (I + w))IIE,E

= IIU - L)-1 o L-1 o (-c.p o U + w¡) + ip o (I + W2))!!S.E
< IIU - L)-III·IIL-111·11c.p o (I + w¡) + c.po U + w2))II¡;;,E

IIL-111< Lip(c.p)llwI -w211EE1 - a '
T será contracción si T E Lip(Cb(E)) y Lip(T) < 1, para conseguir

esto basta tomar Lip(c.p) < (1 - o)IIL -111-1. Desde que Cb(E) es un
espacio de Banach y T una contracción, por el Teorema 1.2: Existe un
único Wo E Cb(E) tal que T( wo) = wo, el cual es solución de la ecuación
funcional dada. Ya que Lip(1j)), Lip(c.p) < E, es suficiente tomar:

Corolario 3.3. Sea (E, 11·11)un espacio de Banach y LE Hip(E). Si
O < c< (1 - a)IIL-lll-1) entonces (L + c.p) y (L + 'l/J) son conjugados
para todo par ip; 'l/JE Cb(E) n Lip(E) tales que Lip('l/J), Lip(c.p) < E.
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Demostración. Por el Lema anterior, la ecuación funcional:

(3.6) (L + cp) o (I + w) = (I + w) o (L + 'IjJ)
tiene solución única Wo E Cb(E). Análogamente la ecuación funcional:

(3.7) (L + 'IjJ)o (I + w) = (I + w) o (L + cp)
tiene solución única Wo E Cb(E). De (3.6) y (3.7):

(I+wo)(I+wo)(L+cp) = (I+wo)(L+'IjJ)(I+wo) = (L+cp)(I+wo)(I+wo)

donde las ecuaciones:

(3.8) (I + w)(I + w)(L + cp) (L + cp)(I + wo)(I + wo)

(I + w)(I + w)(L + 'IjJ) (L + 'IjJ)(I + w)(I + w)
tienen solución única del tipo I + w con w E Cb(E) puesto que

(I +w)(I +w) = I +(w+w+ww), (I +w)(I +w) = I +(w+w+ww)
y w + w + unb, w + w +WW E Cb(E), desde que w, w E Cb(E).

Es obvio que (I + O)(L + cp) = (L + cp)(I + O) Y (I + O)(L + 'IjJ)=
(L + 'IjJ)(I +O) luego por la unicidad de la solución del tipo I + w, con
w E Cb(E)i de las ecuaciones funcionales (3.8) se tiene:

(I + wo)(I + wo) = I = (I + wo)(I + wo)
luego (I +WO)-l = (I + wo) E Cb(E), luego haciendo h = I + Wo, se
tiene que hE Hom(E) y de (7.6):

(L + cp) o h = h o (L + 'IjJ)
Por lo tanto L + ip y L + 'IjJson conjugados. o

4. EL TEOREMA DE GROBMAN-HARTMAN PARA
DIFEOMORFISMOS EN ESPACIOS DE BANACH

Estamos ya preparados para demostrar nuestro resultado principal:

Teorema 4.1.((El Teorema de Grobman-Hartman para difeomorfis-
mos en espacio de Banach) Sea (E, 11 . 11) un espacio de Banach, U
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un abierto de E tal que O E U, f : U ~ E dijeomorfismo de clase
el SOnTe S11, imagen y sea O punto .fijo hiperbolico de f. Denotemos
L = D f (O) E H'ip( E). Entonces f es localmente conjuqado a L. PS

decir existe h. E H om.(E) tal que Lo h = h o f en Br(O) ~ U.
Demostración. Sea E > O tal que E < (1- o,)IIL-111-1 Y puesto que
f(O) = O, por el Lema 3.1 existe un T > O Y existe un <.pE Lip! E) n
eb(E) con Lip(<.p) < E t.al que f = L + <.pen Br(O) ~ U.

Tomemos '1/) = O, es obvio que 1/; E Lip(E) n eb( E) con Lip(l.') =
O < E. Como Lip(<.p), Lip('lj;) < E < (1 - a)IIL -111-1. por d Corolario
3.3 L + <.py L son conjugados; esto es existe h E H om(E) tal qu('

Lh = h(L + <.p)

Pero f = L + <.pen Br(O) ~ U entonces Lh = hf en Br(O) ~ G'. S('
sigue que L y f son conjugados en Br(O). O

Observación: O PS punto fijo de h., es decir h(O) = O. En ('[('('lO.

como Lh. = hf en Br(O), Lh(O) = hf(O) entonces L(h(O)) = h(O).
h(O) E E = E7J EB Es,dpnot.emos h(O) = .Tu +.Ts con .T11 E E11 y .Ts E E,

o

=>.T" = O
Por lo t.ant.o 17(0) = O+ O= O.
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