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CONJUGACION TOPOLOGICA DE
DIFEOMORFISMOS

Martha Gonzales Bohérquez!

ABSTRACT. En ¢l presente trabajo se estudia la conjugacion topold-
gica local de un difeomorfismo en espacio de Banach, con su parte
lineal en la vecindad de un punto fijo hiperbdlico. Para ello se usan
herramientas del Andlisis Funcional, Aplicaciones de Lipschitz v Teoria
Espectral.

1. INTRODUCCION

Sea U C R? un abierto que contiene a 0 € R*y f : U — R" un
difeomorfismo tal que:

1. f(0) =0, es decir 0 es punto fijo de f.
2. Los autovalores de Df(0) = L € GL(R™), no tienen norma 1, esto
es, L es hiperbolico.

En estas condiciones existe V' C U abierto con 0 € V y existe
h:V — h[V] € R™ un homeomorfismo tal que Loh = ho f sobre V' es
decir, f es localmente topolégicamente conjugado con su parte lineal
L. Este resultado es conocido como el Teorema de Grobman-Hartman
y su demostracion puede ser encontrada en cualquier libro de Sistemas
Dinamicos. En el presente trabajo se extiende este resultado a espa-
cios vectoriales normados de dimension infinita (Espacios de Banach)
utilizando las técnicas del Analisis Funcional y de los espacios mtricos.

Sea (E, || - ||) un espacio de Banachy T' € GL(FE), estoesT : E — E
es una aplicacién lineal continua biyectiva cuya inversa 7! es también
lineal y continua; se dice que:

T es hiperbélico <= o(T) N S' = 0.
donde o(T) es el espectrode Ty S = {A € C: |\ =1}.
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En lo que sigue Hip(FE) denotar4 el espacio de los operadores hiper-
bélicos en (E, || - ||). Un resultado de la teoria espectral de operadores
lineales es el Teorema de la Descomposicién Espectral, el cual, al ser
aplicado a los operadores lineales hiperbélicos definidos sobre espacios
de Banach nos da como resultado el siguiente:

Teorema 1.1. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach y L € Hip(E)
entonces existen dos subespacios cerrados E, y Es de E; normas || - ||,

- lls vl - I* en Ey, Es y E respectivamente y una constante positiva
aa€(0,1) que satisfacen:

1. E= E,® E,.
2. Ly = L|E € L(E,) y | LEI% lu<a || zu llu, Y2u € By Ls =
L|Es € L(E,) y || Lszs ||s< a || zs ||s, Vs € Es.

3. “ T ”: ma‘x{” Loy ”ua ” Ts ”s}: T = Ty —1—.'1’,'5, Ty € E'u.; Ty € Es
donde la norma || - ||* es equivalente a la norma inicial || - || de

E.

Las funciones Lipschitzianas con constantes de Lipschitz menor que
1, son llamadas contracciones. Las contracciones son de gran impor-
tancia cuando estan definidas en un espacio métrico completo, ya que
en este caso, ellas poseen un tnico punto fijo atractor.

Son de gran utilidad en la demostracién del Teorema de Grobman-
Hartman los siguientes teoremas:

Teorema 1.2. Sea (X,d) un espacio métrico completo y f : X — X
Lipschitziana con constante de Lipschitz Lip(f) < 1. Entonces existe
un Uunico o € X tal que:

1. f(zo) = mo (zo es un punto fijo de f).
2. lim f*(z) =zp, Yz € X (xo es atractor).
n—oo

Teorema 1.3.(De la funcién inversa de Lipschitz) Sea (E,|| - ||) un
espacio de Banach, ¢ : E — E Lipschitziana y L € GL(E) tal que
Lip(p) < ||L7Y|™* , entonces L+ ¢ es inversible , (L + @)~ es Lips-
chitziana y

1
pd - g
~ ||L7Y| 7t = Lip(e)

Lip [(L+¢)7]

Previo a la demostracién del Teorema de Grobman-Hartman en es-
pacios de Banach se probaran dos Lemas que son de aplicacién directa
en la demostracién de dicho teorema.
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2. PRELIMINARES

Definicién 2.1. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach, U una vecindad
de0 e E y f:U — E un difeomorfismo sobre su imagen, 0 es punto
fijo hiperbdlico de f si:

1. £(0) =0.
2. Df(0) € Hip(E).

Es importante recordar que si (E, ||-||g), (F,||-||r) son dos espacios
de Banach entonces el espacio de las funciones continuas y acotadas de
E a F' denotado por Cy(F, F') es también un espacio de Banach.

Si E = F, en lugar de C,(E, E) se escribira C,(E).
En FE consideramos la norma || - ||* que satisface (3) del Teorema 1.1.

y que denotaremos con || - ||, estoes || ||[* =] - ||.

El Teorema 1.1., nos dice que todo operador lineal hiperbdélico des-
compone al espacio de Banach E donde esta definido en suma directa
de dos subespacios cerrados de E, invariantes por el operador.

Probaremos que la descomposicion de F en suma directa de F,, v E,
induce una descomposicion de Ci(E) en suma directa de Cy(E, E,,) v
Cy(E, E,).

Empecemos definiendo las proyecciones canonicas m, v 7,

Es

T, @ F —
I = Te(T) =75

Eu g E
d

—
by AEAE) =

donder=z,+r. € £, ® FE, = F.

Es inmediato ver la linealidad de 7w, y 7s.

Como
| 7o) flu =1 Zu llu € max{|| zu ||u, | 25 [[s} =l z ||, VreE
y
| 7s(x) lls =1 25 [Is < max{|| zu [[u, || zs [|s} =l x|, VzeE

se sigue que m, y 7 son operadores lineales y acotados, luego son
continuos es decir 7, € L(E, E,) y 7, € L(E, E,). Ademss || 7, || < 1
yllms <1 :

Sea f € Cy(F), definimos f, = 1,0 fy fs =m0 f, es decir
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9 EF — FE, fs: E — E;
r = fu('T == ﬂ-u(f(T r — fs(m) = We(f(T))
como 7, € L(E,E,) C C,(E.E,) y m, € L(E,E,) C Cy(E,E,) en-

y
tonces f, € Co(E, Ey) y fs € Cb( Es).
Mostraremos que: f = f, + f;

reE= f(r)€e E=E,®E;, = f(z) = [f(2)]l.+[f(2)]s € E.+ E|

luego

(muof)(z) = mu(f(2) = [f(D)]u v (mof)(2) =ms(f(x)) = [f(2)]s

esto es: fu(z) = [f(2)]u v fs(z) = [f(z)]s, entonces f(z) = f.(r) +
fs(z),¥z € E; es decir f = fu-%fS € Cy(E, E,) +Cy(E, E,). Por tanto

(2.1) Cy(E) = Gy(E,E,)+Cy(E.E,)

Ahora tomemos f € Cy(E, E,) N Cy(E, E;) estoes f € Cy(E, E,) v
f € Cy(E, E,); entonces para r € E se tiene f(r) € E, N E, v como
E.NE; = {0} entonces f(r) =0,Vx € E, es decir f =0. Asi

(2.2) Cb(EaEu)an(E~Es) = {0}

De (2.1) y (2.2) queda probado que

Co(E) = Cy(E, E,) ® Cy(E, E,)

Teniendo en cuenta que (E, || -||) es un espacio de Banach y que los
subespacios normados F, y E; con normas ||-||, y ||-||s respectivam( nte.
son bllb?‘)paClO‘» cerrados de E,| resulta inmediato ver que (E,.||-|].) »

(Es, || - ||s) son espacios de Banach. Por consiguiente, es (laro también
que

(Co(E, Eu) || - llpen) s (Co(E Es) |l - llee) v (ColEN - [lek)
son espacios de Banach.

La relacién existente entre las normas || - |l g, || - e v |- ek
esta dada en la siguiente afirmacién:

[|fllgr = max {|| fu

BB || fs g}, VfeGC(E)
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En efecto, para z € E, Setlene f(z) = fu(z)+ fo(z) € E = E, + E,.
Como [[f(z)l| = max {]| £u(x) llus Il £o() [ls}, tenemos || fulx) Il <
@)y Il fo(=) ls < |If(@)]l, Y= € E. Luego

sup || ful@) llu < supflf(@)ll vy sup |l folz) |l < bupllf i

entonces || fu llg.e. < Ifllee v |l fs llgE. < ||fllge. Concluimos
que
(2.3) max {|| fu |le.e. |l fo lee} < |fllee

Por otro lado, se tiene

| fu(®) o < || fu e £ max{]| fullg.en |l fs lEE}, VYT EE
| fs(®) s <l fo g, < max{{| fu llg.pus | fs lEE}, VT EE

luego

max {|| fu(z) [lu, fs ) sy € max{|| fullge., |l f llE.£}

es decir || f(r) || < max {|| fu g5l fs llE.E.} VT € E entonces

g | f(z) | £ max {|| fu lg.E0: || fs |25}

Por lo tanto

(2.4) Wfllee < max{|| fuleen |l fs e}
De (2.3) y (2.4) queda probado que

(2.5) flles = max{ll fu ler, |l fs e} -
Ahora consideremos T € L(Cy(F)) tal que

T.=T| € L(C(E,E)) y T.=T € L(Gy(E. E.)).

Cyp(E,Ey) Cy(E,Es)

Para f € C,(E) se tiene que T(f) € Cy(E), luego

f=htfs y T() =T+ [T)s
donde f,,[T(f)]. € Co(E, E.) ¥ fs, [T(f)]s € Co(E, E;). Pero:
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[Tl = mu(T(f)) = 7u(T(fu+ f5)) = m(T(fu) + T(fs))
= Trn(Tu(fu) + Ts(fs)) =Tu(fu

[T(f))s = 7m(T(f)) = 7s(T(fu+ fs)) = ms(T(fu) + T(fs))
= Ws(Tu(fu) + Ts(fs)) = Ts(fs)

entonces

IT(Hlle.s = max {|| Tu(fu) ll5.p | Ts(fs) e}

Probaremos que: ||T|| = max {|| T ||, || Ts ||}, VT € L(Cy(E)).
En efecto,

| Tu(fu) ek, < Tl )l fullge. < KN £ e
- < max {||Tl, TSI} I f e
también:
| Ts(fs) lee, < NTll | fs e, < TSI f HleE
< max {||Tu|, ||} | f e
luego

max {|| Tu(fu) 5,80 | Ts(fs) lge.} < max{||Tull, |T} NI f ek
es decir:

I T(f) e < max {[|ITu|l. IT|[} || £ llee. ¥V f € GolE).

Por lo tanto

(2.6) TNl = max{|| T[] 75 [I}-

Reciprocamente:

| Tu(fu) e E. I T(fu) e =l T(fu) ll£.E

||T|| || f‘u ||E,Euy Vfu, € Cb(E- E’u)

IA

entonces | T, || <|| T ||.
Ademas
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| Ts(fs) llg.E.

I T(f) e = T(fs) g
< HTH ” fa ”E,E;ﬂ st € Cb(Ea Es)

entonces || T || < || T ||
Por lo tanto:

(2.7) max {|| 7, |, Ts I} < [IT]l-
De (2.6) y (2.7) estd probado que ||T|| = max{|| T, ||, || T ||}

3. DOS LEMAS PREVIOS

El Teorema de Grobman-Hartman establece que “Sea (E,|| - ||) un
espacio de Banach, U un abierto de E tal que 0 e U, f : U — E
difeomorfismo de clase C' sobre su imagen y sea 0 punto fijo hiperbdlico
de f. Denotemos L = Df(0) € Hip(E). Entonces f es localmente
conjugado a L, es decir existe h € Hom(FE) tal que Loh = ho f en
una vecindad del 0 contenida en U”. Para demostrarlo, necesitamos de
los dos siguientes Lemas que probaremos en seguida.

Lema 3.1. Sea (E,||-||) un espacio de Banach, U un abierto de E tal
que 0 € U, sea f : U — E de clase ¢! sobre su imagen tal que f(0) = 0
y denotemos por L = Df(0) € L(E). EntoncesYe >0, 37 =r(e) >0
ydp € Cy(E)N Lip(E) tal que f = L+ ¢ en B.(0) CU.

Demostraciéon. Consideremos ¢ : U — E definida por ¢(z) = f(r) —

L(r), entonces ¢ € C', puesto que f € C' v D¢(z) = Df(z) — L.
Ademas:

5(0) = F(0)—L(0)=0-0=0

D¢$(0) = Df(0)—L=L-L=0
Procuramos extender ¢ a todo E de modo tal que su extension sea
continua, acotada y Lipschitziana con constante de Lipschitz menor

que €. Para ello, consideremos o : R — [0, 1] una funcin de clase C*
que satisface:

1, silt<1/2
“(t)“{ 0 s {t}zl/

Como D¢ es continua en 0, dado € > 0, existe § = é(€) > 0 tal que
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€
E+1

en donde é > 0 es tomado suficientemente pequetio tal que Bs(0) C U
Definamos ¢ : E — F tal que

llz]] < 6 = ||Dg(z)]| <

_ [ a(lzl/s), sizeU
‘P("”)_{o, sire E-U

Es claro que ¢ es continua en U, y desde que para z € U con ||z|| > é.
p(r) = a(||z||/é) #(x) = 0 entonces ¢ es continua en E. Probemos
que es acotada en E. Ya que ¢ se anula fuera de la bola Bs(0), sera
suficiente probar que ¢ es acotada en Bg(0).

Sea x € Bs(0), se tiene:

(@)l = llalz]l/é) o(z)|| = la(||z]|/)L/|lo(r)] |
< lo(@)]| = [lo(z) — ¢(0)]] < ( sup HDCD(-T)H) |||
r€Bs(0)
= K+15'

Por lo tanto

()l <

€
6, Vxe Bg(0
K+l o(0)
De esta forma se tiene probado que ¢ es continua y acotada en E,
es decir ¢ € Cy(E). Ahora probaremos que ¢ es Lipschitziana. Para
T1,T9 € U, se tiene:

e ([lz1]1/6) &(x1) — e ([|x2]|/6) &(x2)] |
< la([lz1]1/6) ¢la1) — o (ll2l/6) dz1)] |
+la ([|z2]l/8) &(z1) — a (l|z2]/6) o(z2)] |

llp(z1) — @)

Entonces:

30llpten) ~ (el < o (1) —a (L) jogeyy +
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Sean 1,77 € E. Pongdmonos en el caso que z1, 19 € Bs(0). Sabe-

|
mos, por el Teorema del Valor Medio, que existe t* entre ”;1“ y 'lI;H
tal que:
(| ||2l] ezl el
3.2 ‘ - < $4) (
(32) o (Tl —a (B} < jagey B0 - 12
< KH-Tl*-Tz”'
- )
Usando la desigualdad de Lagrange se tiene:
(3.3) lle(z)ll = llo(z1) — #(0)]| < ( sup ||Dd>(-’f?)||) |||
ZEB(,(O}
€
<
- K+1(S -
(3.4) o) — dla)l| < ( sup HDab(:r-)H) 2 — ol
e B (0)
< Il — |
= KT
Reemplazando (3.2), (3.3) y (3.4) en (3.1) se tiene que
K €
le(@:) = plaa)ll < Fllar = wall o6 + g lle = 7l

= €|lry — x|
Supongamos ahora que z; € Bs(0) y 23 ¢ Bs(0). Si 2 € U, va que
a (@) =0, de (3.1) tenemos:

33 et —ptenll < o (L) —a (B2 pocen

Reemplazando (3.2) y (3.3) en (3.5)

€ 5= K
K+1 K+1

llo(z1) —e(z)ll < —llo1 — zo| elj1 — o]

< €llm — |

Ahora asumimos que 1 € Bs(0) y 22 ¢ Bs(0), con 22 ¢ U. Entonces
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ot =l e (120 o) |

Luego, de (3.2) y (3.3) tenemos:

He(r1) — @(za)]]

TR T S
T =i =

s TR T T K+
< €llzy — 72|

lle(x1) = w(z2)|] < el|7y — 7]

Por 1iltimo, en el caso que 7,75 ¢ Bs(0) se tiene:

lo(z1) —@(r2)l] = 0 <eflzy — |-

En cualquier caso ||¢(z1) — @(z9)|| < €||lry — 32||, entonces ¢ €
Lip(E) y Lip(yp) < €. Hasta ahora tenemos ¢ € Cy(E) N Lip(E) con

Lip(p) < €. Finalmente veamos que en una vecindad del 0 contenida
en U.

6 _ =l 1 =l _
=] < 2——‘>TS§=>Q(T>——1

luego ¢(r) = ¢(r) = f(r)—L(x) entonces f(r) = L(x)+¢(x), tomando
)

r:5t.enemosf=L+npenBr(O)CU. O

Lema 3.2. Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach, y L € Hip(E), st

e > 0 es suficientemente pequeno, entonces ¥, v € Lip(E) N Cy(E)
con Lip(p), Lip(y) < €, la ecuacion funcional:

(L+p)o(I+w)=(IT4+w)o(L+v)
tiene una unica solucion en Cy(E).

Demostraciéon. Tomamos la ecuacion funcional dada y establecemos
algunas equivalencias:

(L+p)o(I+w)=(I+w)o(L+v) <
L+Low+ypo(I+w)=L+¢yp+wo(L+1) <
Low—-—wo(L+v)=9—po(l+w)

w— L owo(L+9Y)=L"o(y—gpo(l+w))
(I-Lyw=L" o~ po(l+u)
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donde L(w) = L='owo (L + ).

Ahora procuramos resolver ésta ultima ecuacién equivalente. Ob-
serve que si (I — L) fuera inversible, se tendria w = (] — L)™' o L7'o
( —po(I+w)) y haciendo T(w) = (I — L) 'oLlo(¢p—po (I +w))
se tiene T(w) = w. De ser T una contraccién, ella tendria un tinico
punto fijo, el cual seria la ninica solucion de la ecuacion funcional dada.
Entonces todo se reduce a probar que:

1. I — L es inversible.
2. T es una contraccion.

(1) Probaremos que (I — L) es inversible:
Para w € Cy(E), L(w) = L' owo (L + ) con ¢ € Cy(E) N Lip(E)
v L € Hip(E). Ya que L € Hip(E), entonces L, L™! € L(E), luego:

YeEC,E)=>L+veCyE)=L'owo (L+1v) e CyE)

es decir

L: CyE) — GCuE)
w — Lw)=L"'owo(L+1)

Observe que L es lineal. En efecto, sean Cy,Cy € R, wy, uy € Cy(E).
se cumple:

L(Ciywy + Cows) = L7'o (Cywy + Cows) o (L + 1)
= L' o[(Cywy) o (L+v) + (Cows) o (L + v)]
= CiL'owo(L+v¥)+Col towyo(L 47
= CiL(w;) + CoL(w,)

Por lo tanto L € L(Cy(E))
Ademas

we€ Cy(E,E,) = wo(L+7v)€ CyE,E,)
— L 'owo(L+v) € CyE, E)

we CyE,E;) = wo(L+7vy)eCyE,E)
= L 'owo (L+1v) € CyE,E,)
Es decir

L,= L} = L(Cb(E' Eu)) Y Ls = € L(Cb(E~ Es))

'CH(E,Ey) 'Cy(E,Es)
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Afirmacion 1: I, — L, es inversible:

En efecto, Sea w € Cy(E, E,,) y x € E entonces wo (L +¥)(7) € E,
desde que L € Hip(E), por el Teorema 1.1 se signe que 3a, 0 < a < 1,
que satisface:

HL"] owo(L+¥)(r)|l. < allwo(L+v)2)||u < allw|lgk,

| Lu(w) (@)l < allw

‘E.Eu- Yre FE

|Lu(w)||g g, = sup||Ly(w)(x)|l. < allw|lgg,. Vrw € Cy(E.E,)

zcE
. Por lo tanto
Hiel] €@ <.
Ya que L, € L(Cy(E, E,)) con ||L,|| < 1, entqnces

I, — L, € GL(Cy(E, E,))
v ademas

1 1

”(Iu_Lu)_]H S ] = HLu” S ] it

Afirmacion 2: I, — L, es inversible:

Para probar esta afirmacion empleamos otro método, yva que con el
anterior usado en la afirmacion 1, se presenta el inconveniente de no
contar con una forma conocida de acotar L;'. Sabemos que (E.||-||)
es de Banach, L € GL(E) y v € Lip(F), si se cumpliera que Lip(t")
||L=1||~! entonces por Teorema 1.3, L + 4 seria inversible. (L + 1)~

Lip(E) y

<
€

S 1 1 . ?
IL=1]=" = Lip(y)

lo que estaria garantizando la buena definicion de:

Lip (L +¥)™")

L:: Gy(E,E,) — GCyE,E,)
s — L*w)=L,owo(L+)!

Resulta inmediato verificar que Lyo L = I,y L; o L, = I, por
consiguiente L} = L;'. Como L, es inversibley I, — L, = LS().C;l —1,).
I, — L, ser4 inversible; si L;! — I, es inversible. Probemos que L' — I,
es inversible. Seaw € C,(E, E,) v r € E entonces wo(L+v) () € E.
luego, por el Teorema 1.1 se tiene:
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L7 @)@l = |ILsowo (L+9)" @),
< alwo (L+¥) @)/l < allwllps. Vo€ E

L (w)l|ee, = SuEHL;l(w)(m)lls < a||lw|lg.e,, Yw € Cy(E.E,)
el

Por lo tanto
L7 < a <1
Ya que L;! € L(Cy(E, E,)) con ||L;'|| < 1, entonces

I,— L;! € GL(Cy(E, E,))
es decir I, — L1 es inversible y
(I, - L;')™ € L(Gy(E, Ey)) C Lip(Cy(E, E,))

y ademas

-

Lin (1= L)) =0 (= 13 1€ o= < 7o

Luego I, — L, = L,(L;! — I,) es inversible y (I, — L)™' = (L;! —
I)7'L;Y, por lo tanto (I, — L,)™' € L(Cy(E, E,)) C Lip(Cy(E, E,)) v
ademas

I(Is = Ls)™"|| = Lip[(I,— Ly)™"] < Lip [(L;' = 1,)™"] Lip(L")
LN
- 1—-a " 1—a
Por lo tanto:
. a
= <
I = L) < =

Afirmacion 8: (I = L)™' = (I, — L,)™' + (I, = L,)~!. En efecto:

(I—L)o[(IL— L) '+ (- L) '] =
=(I-LYo(I,— L)'+ ~-L)o(I,— L,)™!
=(Iu—L)o(Iu—=L) '+ (I,-~L)o(Il,- L) '=1,+1,=1

y también

((In— L)'+ (Is— L) o (I-L) =
= [({u = L) ™" + (Is — Ly) "] o [(Ju — L) + (I — Ly)]
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= (Iu - Lu)_] o (Iu - Lu) - (Is e Ls)_l © (Is - Ls) = I‘u + Is = [

En conclusién, siempre que Lip(¢) < [|[L7!||7!, se tiene que I — L
es inversible, (I — L)™' € L(Cy(E)) y

N7 = L) = max {||(fu = La) 7], [|(1s = Ls) "I}

1 a 1
< max : —
l—a 1-—a 1 «q

(2) Probaremos que T es contraccién. Para w € Cy(E) definimos
T(w)=(I—-L) oL o (W —¢o (I +w)). Observe que en reali-
dad T = T(+), ) con ¥, ¢ € Lip(E) N Cy(E). Observemos que:

po(l+w)eCy(E) =y —po(l+w)e C(E)
lnego (I— L) 'oL to(p—po(l+w)) € Cy(E), es decir T(w) € (4(E).

Asl se tiene

T: CyE) — GCy(E)
w o Tw)={I-L)" oL o —po(l+u)

Dados wy, w; € Cy(E), tenemos:

IT(w1) — T(wo)llee ==Ly oL oy —po(l+u)) -
—(I-L) oL o(p—po(l+w))llee

(I =L) oL™ o(—po(I+w)+ypo(l+w)ller
T = L)L o (T +wi) + 9o (I +w))llge
|| _1H

I

I

IA

L?P(W)le - wyl|EE

T sera contraccién si T € Lip(Cy(E)) y Lip(T) < 1, para conseguir
esto basta tomar Lip(p) < (1 — a)||L7!||”!. Desde que Cy(E) es un
espacio de Banach y T una contracciéon, por el Teorema 1.2: Existe un
tinico wg € Cy(E) tal que T (wp) = wp, el cual es solucion de la ecuacion
funcional dada. Ya que Lip(1)), Lip(¢) < €, es suficiente tomar:

e <min {|[L7|7, Q=o)L =1 -a)|IL7Y". O

Corolario 3.3. Sea (E,||-||) un espacio de Banach y L € Hip(E). S
0 <e< (1—a)||L7Y|}, entonces (L + ¢) y (L + ) son ronjuqados
para todo par ¢, € Cy(E) N Lip(E) tales que Lip(v), Lip(g) <
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Demostracion. Por el Lema anterior, la ecuacion funcional:

(3.6) (L+p)o(l+w) = (I+w)o(L+1)

tiene solucién tnica wy € Cy(E). Andlogamente la ecuacién funcional:

(3.7) (L+$)o(I+®) = (I+@)o(L+0)
tiene solucién tnica wy € Cy(E). De (3.6) y (3.7):

(T+wo) (I+0) (L+y) = (I+wo)(L+4)(I+i0) = (L+w)(I+wo)(I+1do)

(I+0) (I+wo)(L+p) = (I+o) (L+) (I+wo) = (L+p)(I+1o)(I+wo)
donde las ecuaciones:

(3.8) (I+w)(I+w)L+¢) = (L+ @)+ wp)(I + o)

(I+D)I +w)(L+v¢) = (L+9)T +b)(I +w)

tienen solucién tnica del tipo I +w con w € Cy(E) puesto que
(I+w)(I+w) = I+ (w+w+ww), (I+0)([+w) = [+ (w+0+0w)
y 0+ w+ wd, w+ v+ dw € Cy(E), desde que w, @ € Cy(E).
Es obvio que (I +0)(L+¢) =L+ +0)y (I +0)(L+79) =
(L +%)(I + 0) luego por la unicidad de la solucién del tipo I + w, con
w € Cy(E); de las ecuaciones funcionales (3.8) se tiene:

(I + wo)(I + o) = I = (I + o) (I + wp)

luego (I +wg)™ = (I + W) € Cy(E), luego haciendo h = I + wy, se
tiene que h € Hom(E) y de (7.6):

(L+@)oh=ho(L+17)
Por lo tanto L + ¢ y L + ¥ son conjugados. O

4. EL TEOREMA DE GROBMAN-HARTMAN PARA
DIFEOMORFISMOS EN ESPACIOS DE BANACH
Estamos ya preparados para demostrar nuestro resultado principal:

Teorema 4.1.((El Teorema de Grobman-Hartman para difeomorfis-
mos en espacio de Banach) Sea (E,|| - ||) un espacio de Banach, U
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un abierto de E tal que 0 € U, f : U — E difeomorfismo de clase
' sobre su imagen y sea 0 punto fijo hiperbdlico de f. Denotemos
L = Df(0) € Hip(E). Entonces f es localmente conjugado a L. es
decir existe h € Hom(E) tal que Loh =ho f en B.(0) C U.

Demostracién. Sea ¢ > 0 tal que € < (1 — a)||L7"||7! v puesto que
f(0) = 0, por el Lema 3.1 existe un 7 > 0 y existe un ¢ € Lip(E) N
Cy(E) con Lip(p) < etalque f =L+ pen B.(0) CU.

Tomemos v = 0, es obvio que v € Lip(FE) N Cy(E) con Lip(v) =
0 < e. Como Lip(p), Lip(v) < € < (1 —a)||L7"|7". por el Corolario
3.3 L + ¢ v L son conjugados; esto es existe h € Hom(E) tal que

Pero f = L + ¢ en B.(0) C U entonces Lh = hf en B.(0) C U". Se
sigue que L y f son conjugados en B,(0). 0

Observacion: 0 es punto fijo de h, es decir h(0) = 0. En efecto.
como Lh = hf en B.(0), Lh(0) = hf(0) entonces L(h(0)) = h(0).
h(0) € E = E, & E,, denotemos h(0) = 2, +r;conr, € E, v 15 € E,

Ll ey Vi Bt =8 Lz la,= tpha = bi=n, ¥ L, =71

lralls = IZordlls < alladlls = (1 - a)llr,

= 3 =]

o < D=3zl =0

H:TuHu — |'L;1-Tﬂ||u < H‘H-THHM = (1 —O)H'THH‘M o 0= H'r“H” =0
=1, =0
Por lo tanto h(0) =040 = 0.
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