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ADSTRACT. VnulOS 1/. cO/lsidc!/":/.r C:UIJ]>OS vec/,orinlcs lJOI()lIIorfos C()JJ

singularidad aislada dicriticu, cuyos transformados estrictos 110 prcscn-
tall singularidades en el divisor. En estas condiciones, es posible nsocinr
a cada lw.ia del transformado estricto, un Índice de intersección con el
divisor. El rcsuluuln principnl de es/.e trnlJiljo, c.::probar qrw cst«: índice
es Ul1 in varían te topológico.

1. INTRODUCCIÓN

Sea Mn. una variedad analítica compleja de dimensión n y consideremos
en ella una foliación analít.ica singular por curvas. Esto significa que en
cualquier punto p E Mn la foliación es generada por el campo voctorial
holomorfo

en donde On,p es el anillo de gérmenes de las funciones analíticas en
p. En lo sucesivo, denotaremos por Fz a esta foliación, diremos quc
el campo Z genera la foliación Fz Y las funciones Z¡ serán llamadas
componentes de Z. El lector interesado en conocer detalles de la teoría
de funciones analíticas de varias complejas, deberá consultar [7] y para
los que deseen profundizar en la teoría de las variedades analíticas
complejas, recomendamos [9]. Sea P E Mt1. y consideremos una carta
(U, </J) de Mn alrededor del punto p tal que </J(p) = OE e', claramente
Z¡ o </J-l es una función analítica de varias variables complejas definida
en una vecindad del origen y por lo tanto, ella tiene un desarrollo en
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series de potencias

z, 0</>-1= L Z;, 1~ i < n
k~O

donde los Zf son polinomios homogéneos de grado k en n variables
complejas. El orden de Z, o </>-1 en el a E C" es, por definición, el
menor número entero lIi tal que Zf _ 0, para todo k < u, Y A~i i=- a.
No es dificil probar que el número lIi es independiente de la elección
de l'a carta (U, </», por esta razón el entero u, es llamado el orden de
Z, en P y lo denotamos por ordl'(Zi). La multiplicidad algebraica de
la foliación Fz (o del campo Z) en el punto p E M1\ denotada por
mp (.Fz) (o simplemente por mp(Z)), es definida como elmínimo de los
órdenes Ordp(Zi)' Un punto p E .At1n es llamado punto singular de la
foliación Fz (o del campo Z) si y sólo si mp(Z) 2 1, en caso contrario
decimos que p es un punto regular. El conjunto de todos los puntos
singulares de la foliación :Fz será denotado por Sing (:Fz). Un punto
p E Mn es llamado singularidad aislada de Z siy sólo si p E Sing (:Fz)
y existe una vecindad abierta U ~ Mn de p tal que todos los elementos
de U - {p} son puntos regulares de Z. Sea E : Mn ~ M7t el blow-
up centrado en el punto p E Sing (Fz). Entonces existe una única
manera de extender E* (Fz - {p}) a una foliación analítica singular :Fz
sobre una vecindad del espacio proycctivo CP(n-1) = B-1(p) e Mrt,
con conjunto singul~r de codimension mayor o igual que 2. En este
caso decimos que :Fz es el transformado estricto de :Fz por E. El
lector interesado en mayores detalles sobre el tema, puede consultar
las referencias [6], [8], [2] Y [4].

Decimos que P es una singular idad no dicrítica de F z si y sólo si
E-1(p) es invariante por :Fz, es decir, E-1(p) es unión de hojas y
singularidades de :Fz. En caso contrario, p es llamado singularidad
dicrítica. El conjunto de las foliaciones analíticas por curvas sobre Mn
con una singularidad dicrítica aislada, será denotado por D",

Sea Fz E D" tal que mp(Z) = t/, En [1] se demuestra que es
posible asociara J;(Z), el primer jet no nulo de Fz en p, un polinomio
homogéneo Pv-1 den n variables, de grado II - 1 tal que:

J;(Z) =, Pv-__1R

donde R(z) = Z es el campo radial.
El polinomio PV-1 define una hipersuperficie algebraica S sobre el

espacio proyectivo E-1(p) = CP(n -- 1):

s = {[Zl; ... ;zn] E CP(n -1): Pv-I(ZI, ... ,zn) = a}
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Ohservp que S contiene todas las singularidades del transformado
estrict o F z. La hi persu perficie S tiene la siguiente interpretación p.:eo-

métrica: Si p E S - Sing (.tz) entonces la hoja L de .tz que pasa por

p f'S tangente al espacio proyect ivo E-1 (p) y si P E E-1 (p) - S ontoncos
L ('S transversal el E- 1 (p) .

Un caso importante ocurre cuando Sin.q (.tz) = 0. es decir. cuando

ol transformado estricto de Fz no tiene singularidades en Mn. Dono-
raremos por Do al conjunto de tales foliacionos. Observo que. en esl e
caso. cada p E E-1 (p) es un punto regular de .tz. Por lo tan! o. PS

posible definir tel india de inierseccioti ip(E-1(p). L) entre la hoja L
de r- que pasa por p E E-J (p) y el espacio provoct.ivo E-1 (Ji). El
resultado principal del presente trabajo es que el índice de intersección
es un invariant« topológico.

2. EL ÍNDICE DE INTERSECCIÓN

Sf'a Fz E Do generado por el campo vcct orial holomorfo Z. sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que la singularidad ai:..;]ada
dicrít.ica es f'1 Q E en. Sabemos que cualquier punto p E E-1 (O) =

ep(n - 1) es un punto regular de la foliación .tz. Sea t. la hoja r!('

.tz que pasa por 1). Desde qlle E-1 (O) v L son suhvariodadcs analit ica ..'-'
de en de dimensiones complementaria" (vPr [5]) v 1) E E-1(O) íl L.
podemos definir el indice de inierseccion iji(E-1(Q).L) de 18. hoja 1_
con el espacio proyect.ivo E-1 (O) en el punt o p. En decto. pode-mos
S11poner, sin pérdida df' genPralidad, qlle p est á en la carta de hlow-» p
f'n donde E Sf' expresa como:

E(Yl,·· . ,Yn) = (Y1Yn ..... Yn-li}n . .lJl1) = (zJ ..... 2,,)

Desde que p = (y~ .... 1 y~ _ J • O) es un punt o regul8.r. la hoja l. pl !f'c!('
Sf'r localmente paramotrizada por una función analítica

Ci = (<1J, ... ,<1n): (1Dl,.O) ~ (L.p)

donde 1Dl(= {T E e: ITI < f}) tal que

6:'(T) = Z(6:(T)), VT E 1Dl,
1 0:(0) = p.

Desde que E-1(0) = {Yn = O}. podemos definir:
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ip(E-1(0), L) = ordo(an)

es decir, ip(E-1 (O), L) = m <===} an(T) = TffiEn(T) donde E es una
función analítica y En(O) 1= o. Es claro que ip(E-1(0), L) 2 1, 'Vp E
E-1(0).
El Índice de intersección puede ser geornétricarnente interpretado

como el número de puntos de intersección de L con una pequeña
traslación del espacio proyectivo {Yn = 8}, con 8 1= O. Para mavor
información sobre las propiedades del Índice de intersección entre sub-
variedades analíticas de dimensiones complementarias, el lector debe
consultar [5].

Observe que si p E E-1(0) entonces a~(O) = Pv-l(Y~,'" 'Y~_l.l)
entonces concluimos que ip(E-l(O),L) = 1 si y sólo si P E E-1(0) - S
si y sólo si L es transversal a E-1 (O) en p.

3. MULTIPLICIDAD DE UN CAMPO VECTORIAL A
LO LARGO DE UNA VARIEDAD INVARIANTE

Nuestro objetivo es probar que el Índice de intersección definido en
la sección anterior es un invariante topológico. La principal herra-
mienta para probar este resultado es el uso de la invarianza topológica
de la multiplicidad de un campo vectoríal a lo largo de una subvarie-
dad analítica invariante. Las pruebas de los resultados dados en esta
sección, el lector las puede encontrar en [3].

Sea Z un germen en O E en de un campo vectoríal holomorfo y
L un germen en O E en de una subvariedad analítica irreducible in-
variante por Z y de dimcL = 1. Si B es una bola suficientemente
pequeña centrada en O E en tal que B n L es conexo, entonces B n L
es homeomorfo a un disco bidimensional ll))( = {T E e : ITI < E}.
Tal homeomorfismo puede ser realizado, por ejemplo, mediante una
parametrización de Puiseaux o: : (ll))f' O) ----. (B n L, O), de B n L, donde
o:(T) = (O:l(T), ... ,00n(T)), O:j(T) = TffijCj(T) con Cj(O) 1= O o Cj = O
Y mj E Z+, 'V1 ::; j ::; n..

Bajo estas condiciones, Z I puede ser considerado como un germen
BnL

de un campo vectorial real con singularidad aislada, luego su Índice en
O E en esta bien definido.

Definición 1. Sean Z, L y B como antes. Definimos la Multiplicidad
de Z a lo largo de L en O, mo(Z, L) como el índice de ZI eti O E en.

BnL
considerado como un campo uecioriol real en B n L.
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La siguiente Proposición establece que el número mo( Z, L) puede ser
calculado en términos de una parametrización de Puiseaux o: de L:
Proposición 1. Con las notaciones anteriores, existe un único campo
vectorial holomorfo X en lIJ)~con X (O) = O tal que:

Z(o:(T)) = X(T)o:'(T), YT E lIJ)~

Además, si X(T) = rmf3(T):r (m E Z+), con f3(0) =1= O, entonces

mo(Z, L) = m.

Definición 2. Sean:Fz y:Fz1 dos gérmenes de foliaciones en OE en.
Decimos que :Fz y:Fzl son topológicamente equivalentes, lo cual será
denotado por :Fz ""top :FZl (o simplemente por Z ""top Z') si y sólo si
existe h germen de homeomorfismo en O E C" ~tal que h * (:FZl) = :Fz .
Es decir, L E :Fz ==> h[L] E :Fzl. h es llamado conjugación topológica.

Sean :Fz y :FZ' dos gérmenes de foliaciones con singularidad aislada
en O E C", tales que :Fz ""top :FZ' por un homeomorfismo h : V -> V'
donde U y U' son vecindades abiertas del O. Sea Luna subvariedad
analítica, irreducible, invariante por Z con singularidad aislada en O E
C" y ditru-L = 1. Podemos suponer que L n U es conexa. Bajo estas
condiciones, se sigue que L - {O} es una hoja de Fz y por el teorema
de Remmert-Stein (ver [7]), tenemos que L' = h[L] es una subvariedad
analítica, irreducible, invariante por Z' con dime L' = 1. Por lo tanto,
mo(Z', L') esta bien definido. Tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2. La multiplicidad de Z a lo largo de V es un invariante
topológico. Más específicamente, sean L y L' como antes. Si Fz ""top

:Fzl entonces mo(Z, L) = mo(Z', L').

4. EL RESULTADO PRINCIPAL

Retornando a las foliaciones dicríticas, probaremos que existe una
relación entre el índice de intersección y la multiplicidad a lo largo de
una subvariedad invariante. En efecto, sea F z E 1)0, con mo (Fz) = v y
P E E-1 (O)= CP(n-1), podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que p = (y~,Oo, , Y~-l)' Sea U vecindad de p tal que LI_ nE-1 (O) = {P},

u
donde L es la hoja de :Fz que pasa por p. Si E >- O es suficientement.e
pequeño, entonces LI_ puede ser parametrizado por la función analít.ica

u
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la cual satisface

o/(T) = Z(ñ(T)), VT E ID\
ó (O) = p.

Si ñn(T) = TmEn(T) con En(a) =1= a y m E Z+, se sigue de' la
definición de Índice de intersección que ip(E-1 (O), L) = m. Spa U vocin-

dad de O E en tal que E-1[U - {a}] ~ i: y E [LiD - {]5}] = L - {O}.
Entonces L es una subvariedad analítica, irreducible de U, invari-
ante por Z, con singularidad aislada en O y ditru-L = 1 . Definimos
a : (]j))f, O) --4 (L, O) como:

a(T) = { Eñ(T) = Z(ñ(T)), T =1= O
O, T = O

~
se sigue que a es una parametrización de Puiseaux de L. Desde que
- E*Z .
Z = -- (ver [1]), tenemos que:

y~

Z(ñ(T)) = DE-lo E(ñ(T))Z o E(ñ(T))
ñn(T)v

DE-1 (a(T))Z(a(T)) = X(T) (E-lo a)'(T)
an(T)v ñn(T)v

X(T) ñ'(T)
ñn(T)v

donde X es el campo vectorial holomorfo de la Proposición 1 v T E
]j))f - {O}.

Concluimos que X(T) = ñn(TY = Tmv¡3(TY, con 13(0) =1= O. De'
esta manera, hemos demostrado el siguiente:

Lema. Si:F z E 1)0' P E E-1 (O), L Y L como antes. En las cotidicion es
mencionadas, tenemos r¡71,P-

ñ'(T) =

mo(Z, L) = mo(Z)ip(E-1(0). L).

Ahora podemos probar que la multiplicidad algehraica de una fo-
liación en 1)0, Y el Índice de intersección son invariantes topológicos.
En efecto, sean :Fz y :Fzl dos elementos de 1)0 tales que :Fz "'Iop :Fz'
por un germen de homeomorfismo h. Sea p E E-1 (O) - S, donde'
S es la hipersuperficie de tangencia de :Fz, desde que L, la hoja de'
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:Fz que pasa por p, es transversal al espacio proyect.ivo E-1 (O), tene-
mos que ip(E-1(0), L) = 1. Consideremos (; vecindad de p tal que
Li _nE-1(0) = {P} y U vecindad de OE en tal que E-1[U - {O}] ~ C.

'(1

Si L = E [Llc; - {P}] entonces L - {O} es una hoja de Fz Y L es una
subvariedad analítica, irreducible de U, invariante por Z !' dinu-L = l.

De la definición df' h, t)e sigue que h[L - {O}]es una hoja de Fzl. Sea
U' = h[U] y L' = h[L - {O}], se sigue del teorema de Remrnert-Stein
que l' es una subvariedad analítica, irreducible de U', con singularidad
aislada en O E el y dittu-L' = 1. Desde que L' - {O} E F:;;I entonces
E-1[U - {O}] E Fzl. Por lo tanto l' = E-l[U - {O}] esta contenido
en una hoja de :FZI y L' n E-1(0) = {p'}.

Bajo estas condiciones, del Lema anterior tenemos que rno (Z. L) =
mo( Z) y de la invarianza topológica de la multiplicidad a lo largo de
L' (Proposición 2), se sigue que:

mo(Z) = mo(Z', L') = mo(Z')ipl(E-1(0), L')
Por lo tanto mo(Z) es divisible por mo(Z'). Análogamont o. si (7' E

E-1 (O) - S', donde S' es la hipersuperficie de t.angencia de :F:;:I, teI101l10S
que mo(Z') es divisible por mo(Z) y por lo tanto mo(Z) = mo(Z').

Más aún, si p E E-1 (O) n S, de la Proposición 2 y del Lema anterior.
tenemos que:

i
p
-(E-1(0),L) = mo(Z,L) = mo(Z',1') =-(E-1(0) L')

mo(Z) mo(Z') ?'pl ,.

De esta manera, hemos demostrado nuestro resultado principal:

Teorema. Lo. multiplicidad alqebraica de uno. foliación df' D~ !I el
iruiu:e de intersección, son innarianies topoloqicos. Más especijicamen-
te, sean Fz, Fzl E Do, p, i/, L y L' como antes. Si F/'. "'Iop F/'.,
entonas

1. mo(Z) = mo(Z')
2. ip(E-1(O),L) = ipl(E-1(0),L').
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