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INVARIANZA TOPOLOGICA DEL INDICE
DE INTERSECCION

Renato Benazic Tomé!

ABSTRACT. Vamos a considerar campos vectoriales holomorfos con
singularidad aislada dicritica, cuyos transformacdos cstrictos no presen-
tan singularidades en el divisor. Itn estas condiciones, es posible asociar
a cada hoja del transformado cstricto, un indice de interscecion con cl
divisor. El resultado principal de este trabajo, ¢s probar que este indice
¢s un invariante topoldgico.

1. INTRODUCCION

Sea M™ una variedad analitica compleja de dimensién n y consideremos
en ella una foliacién analitica singular por curvas. Esto significa que en

cualquier punto p € M" la foliacién cs generada por el campo vectorial
holomorfo '

n 9 -
5 = E Zia_zz-, ZI,ZQ,... ,Zu € On_'p; y m.c.d. (Z[,ZQ,... :Zn.) =1
i=1

en donde O, , es el anillo de gérmenes de las funciones analiticas en
p. En lo sucesivo, denotaremos por Fz a esta foliacion, diremos que
el campo Z genera la foliacion Fz y las funciones Z; seran llamadas
componentes de Z. El lector interesado en conocer detalles de la teoria
de funciones analiticas de varias complejas, deberd consultar [7] y para
los que deseen profundizar en la teoria de las variedades analiticas
complejas, recomendamos [9]. Sea p € M™ y consideremos una carta
(U, ¢) de M™ alrededor del punto p tal que ¢(p) = 0 € C*, claramente
Z;o ¢! es una funcién analitica de varias variables complejas definida
en una vecindad del origen y por lo tanto, ella tiene un desarrollo en
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series de potencias

Zio¢'=% ZF, 1<i<n
E>0

donde los ZF son polinomios homogéneos de grado k en n variables
complejas. El orden de Z; 0 ¢7 ' en el 0 € C® es, por definicién, el
menor niimero entero v; tal que Z¥ = 0, para todo k < v; y AV # 0.
No es dificil probar que el niimero v; es independiente de la eleccién
de la carta (U, ¢), por esta razén el entero v; es llamado el orden de
Z; en p y lo denotamos por ord,(Z;). La multiplicidad algebraica de
la foliacién Fz (o del campo Z) en el punto p € M™, denotada por
m, (Fz) (o simplemente por m,(Z)), es definida como el minimo de los
érdenes ord,(Z;). Un punto p € M™ es llamado punto singular de la
foliacién Fz (o del campo Z) si y sélo si m,(Z) > 1, en caso contrario
decimos que p es un punto regular. El conjunto de todos los puntos
singulares de la foliacion Fy serd denotado por Sing (Fz). Un punto
p € M" es llamado singularidad aislada de Z si'y sélo si p € Sing (Fy)
y existe una vecindad abierta U C M" de p tal que todos los elementos
de U — {p} son puntos regulares de Z. Sea E : M — M" cl blow-
up centrado en el punto p € Sing (F;). Entonces existe una iinica
mancra de extender E* (F; — {p}) a una foliacién analitica singular Fy
sobre una vecindad del espacio proyectivo CP(n —1) = E7!(p) C Mn,
con conjunto singular de codimension mayor o igual que 2. En este
caso decimos que Fy es el transformado estricto de Fy por E. El
lector interesado en mayores detalles sobre el tema, puede consultar
las referencias [6], [8], [2] v [4].
~ Decimos que p es una singularidad no dicritica de Fz si y solo si
E~Y(p) es invariante por Fy, es decir, E71(p) es unién de hojas y
singularidades de F;. En caso contrario, p es llamado singularidad
dicritica. Tl conjunto de las foliaciones analiticas por curvas sobre M"
con una singularidad dicritica aislada, sera denotado por D™.

Sea Fz € D™ tal que m,(Z) = v. En [1] se demuestra que es
posible asociar a Jy(Z), el primer jet no nulo de 7z en p, un polinomio
homogéneo P,_; den n variables, de grado v — 1 tal que:

J(Z) = P,aR

donde R(z) = Z es el campo radial.
‘El polinomio P,_; define una hipersuperficie algebraica S sobre el
espacio proyectivo E~1(p) = CP(n - 1):

S = {[zlr ;zn} GCP(”— ]) Pu—l(zl,--- 1211) :{)}
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Observe que S contiene todas las singularidades del transformado
estricto F. La hipersuperficie S tiene la siguiente interpretacion geo-
métrica: Si p € S — Sing (f;) entonces la hoja L de F, que pasa por
p es tangente al espacio provectivo E~'(p) vsip € E7(p) — S entonces
L es transversal a E~'(p).

Un caso importante ocurre cuando Sing (}:/) = 0. es decir. cunando

el transformado estricto de F no tiene singularidades en M™. Deno-
taremos por Df al conjunto de tales foliaciones. Observe que. en este
caso, cada p € E~'(p) es un punto regular de F7. Por lo tanto. es
posible definir el indice de interseccion 'rf;-,(E”{_.p}, 1;.) entre la hoja L
de F, que pasa por p € E7'(p) v el espacio provectivo E~'(p). El
resultado principal del presente trabajo es que el indice de interseccion
es un invariante topolégico.

2. EL INDICE DE INTERSECCION

Sea Fz € D generado por el campo vectorial holomorfo Z. sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que la singularidad aislada
dicritica es el 0 € C". Sabemos que cualquier punto p € E'(0) =
CP(n — 1) es un punto regular de la foliacién F;. Sea L la hoja de
Fy que pasa por p. Desde que E-1(0) v L son subvariedades analiticas
de C" de dimensiones complementarias (ver [5]) v p € E-10) 1 L.
podemos definir el indice de interseccion if,(ff""{()).f,} de la hoja L
con el espacio proyectivo £71(0) en el punto p. En efecto. podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que p estd en la carta de blow-up
en donde FE se expresa como:

E(y‘1~ S -yn) == (y]”n- o Yn—1YnYn) = (2101 )
Desde que p = (4. ... .49 _,.0) es un punto regular. la hoja L puede

ser localmente parametrizada por nna funcion analitica

= (B 5 500 3 (B::0) = (Lyp)
donde D, = {T € C: |T| < €}, tal que
&(T) = Z(a(T)), VT € D,
a(0) = p.
Desde que E7'(0) = {y, = 0}. podemos definir:
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i5(E71(0), L) = ordo()

es decir, 1;(E71(0),L) = m <= @,(T) = T™&,(T) donde € es una
funcién analitica y £,(0) # 0. Es claro que i,—,(E*I(O)‘fJ) > 1, Vpe
E~1(0).

El indice de interseccion puede ser geométricamente interpretado
como el nimero de puntos de interseccion de L con una pequena
traslacién del espacio proyectivo {y, = 6}, con § # 0. Para mavor
informacién sobre las propiedades del indice de interseccién entre sub-
variedades analiticas de dimensiones complementarias, el lector debe
consultar [5].

Observe que si p € E71(0) entonces &/, (0) = P,_1(3?, ... . el )
entonces concluimos que i5(E~1(0), L) = 1 si y sélosi p € E~}(0) - S
siy sélo si L es transversal a £(0) en .

-

3. MULTIPLICIDAD DE UN CAMPO VECTORIAL A
LO LARGO DE UNA VARIEDAD INVARIANTE

Nuestro objetivo es probar que el indice de interseccién definido en
la seccién anterior es un invariante topologico. La principal herra-
mienta para probar este resultado es el uso de la invarianza topologica
de la multiplicidad de un campo vectorial a lo largo de una subvarie-
dad analitica invariante. Las pruebas de los resultados dados en esta
seccion, el lector las puede encontrar en (3.

Sea Z un germen en 0 € C" de un campo vectorial holomorfo v
L un germen en 0 € C" de una subvariedad analitica irreducible in-
variante por Z y de dimcL = 1. Si B es una bola suficientemente
pequefia centrada en 0 € C" tal que B N L es conexo, entonces BN L
es homeomorfo a un disco bidimensional D, = {T' € C : |T| < ¢}.
Tal homeomorfismo puede ser realizado, por ejemplo, mediante una
parametrizacién de Puiseaux a : (D, 0) — (BN L,0), de BN L, donde
a(T) = (a1(T), ... ,an(T)), a;j(T) = T™¢e;(T) con €;(0) #00¢e; =0
ym; €ZY, V1< j5<n.

Bajo estas condiciones, Z \L . puede ser considerado como un germen
de un campo vectorial real con singularidad aislada, luego su indice en
0 € C" esta bien definido.

Definicién 1. Sean Z, L y B como antes. Definimos la Multiplicidad
de Z alo largo de L en 0, mo(Z. L) como el indice de Z‘Bm en 0 € C",

considerado como un campo vectorial real en BN L.
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La siguiente Proposicién establece que el nimero mg(Z, L) puede ser
calculado en términos de una parametrizacién de Puiseaux a de L:

Proposicién 1. Con las notaciones anteriores, existe un inico campo
vectorial holomorfo X en D, con X(0) = 0 tal que:

Z(a(T)) = X(T)(T), VT €D,

Ademds, si X(T) = T’"ﬁ(T)% (m € Z* ), con B(0) # 0, entonces

mg(Z, L) =m.

Definicién 2. Sean Fz y Fz dos gérmenes de foliaciones en 0 € C™.
Decimos que Fz y Fz son topolégicamente equivalentes, lo cual serd
denotado por Fz ruo, Fzr (0 simplemente por Z ~uop Z') si y solo si
existe h germen de homeomorfismo en 0 € C*.tal que h* (Fz) = Fz.
Es decir, L € Fz => h|L] € Fz. h es llamado conjugacién topoldgica.

Sean Fz y Fz dos gérmenes de foliaciones con singularidad aislada
en 0 € C", tales que Fz ~op Fz por un homeomorfismo h : U — U’
donde U y U’ son vecindades abiertas del 0. Sea L una subvariedad
analitica, irreducible, invariante por Z con singularidad aislada en 0 €
C™ y dimcL = 1. Podemos suponer que L N U es conexa. Bajo estas
condiciones, se sigue que L — {0} es una hoja de Fz y por el teorema
de Remmert-Stein (ver [7]), tenemos que L' = h[L] es una subvariedad
analitica, irreducible, invariante por Z' con dimcL' = 1. Por lo tanto,
mo(Z', L") esta bien definido. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicidn 2. La multiplicidad de Z a lo largo de V' es un invariante
topoldgico. Mds especificamente, sean L y L' como antes. Si Fz ~iop
Fz entonces mo(Z,L) = mo(Z',L').

4. EL RESULTADO PRINCIPAL

Retornando a las foliaciones dicriticas, probaremos que existe una
relacién entre el indice de interseccién y la multiplicidad a lo largo de
una subvariedad invariante. En efecto, sea F; € Df, conmg (Fz) =vy
p € E71(0) = CP(n—1), podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
quep = (¥?,...,4%_,). Sea U vecindad de j tal que ﬁlﬂﬂE‘l(O) = 4P}

donde L es la hoja de Fz que pasa por p. Si € > 0 es suficientemente
pequerio, entonces L| _ puede ser parametrizado por la funcién analitica
U
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&= (1,... ,&) : (D,0) = (I,7)

la cual satisface

| &(T) = Z(&(T)), VT € D,

- a(0) =p.

Si an(T) = T™en(T) con £,(0) # 0y m € Z*, se sigue de la
definicién de indice de interseccién que 2;( E71(0), L) = m. Sea U vecin-
dad de 0 € C" tal que E-[U - {0} C U y E [L; = {ﬁ}J = L=l
Entonces L es una subvariedad analitica, irreducible de U, invari-

ante por Z, con singularidad aislada en 0 y dimcL = 1 . Definimos
a: (D, 0) — (L,0) como:

R R

—_~

o(T) = { E&(T) = Z(&(T)), T#0

0, T=0
se sigue que a es una parametrizacion de Puiseaux de L. Desde que
-, B'Z '
7= (ver [1]), tenemos que:

14
Yn

an ==l % ‘A
&(T) = Z(a(T)) = DE~ "o E((T(T))Z o E(a(T))
Ggid ¥
DE~\(a(T))Z(a(T)) _ X(T) ;
= - E-'oa)(T
a1 Ty
X(T)
= T
&yt )
donde X es el campo vectorial holomorfo de la Proposicion 1 v T €
Concluimos que X(7T) = a,(T)" = T™B(T)", con 5(0) # 0. De
esta manera, hemos demostrado el siguiente:

Lema. SiF, € D, pe E1(0), Ly L como antes. En las condiciones
mencionadas, tenemos que

mo(Z, L) = mo(Z)iz(E~1(0). L).

Ahora podemos probar que la multiplicidad algebraica de una fo-
liacién en Dy, y el indice de interseccién son invariantes topologicos.
En efecto, sean F; y Fz dos elementos de Dy tales que Fyz ~yop Fz
por un germen de homeomorfismo h. Sea p € E~'(0) — S, donde
S es la hipersuperficie de tangencia de F;. desde que L. la hoja de
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Fa que pasa por p, es transversal al espacio proyectivo E ~1(0). tene-

mos que i;(E~1(0),L) = 1. Consideremos U vecindad de p tal que

L| NE'(0) = {p} y U vecindad de 0 € C" tal que E~'[U —{0}] C L.
'

Sili=F [ff‘ - {ﬁ}] entonces L — {0} es una hoja de Fz y L es una
subvariedad ;;'nalitica, irreducible de U, invariante por Z v dim¢cL = 1.

De la definicion de h, se sigue que h[L — {0}] es una hoja de Fz . Sea
U' = h{U] vy L' = h]L — {0}]. se sigue del teorema de Remmert-Stein
que L' es una subvariedad analitica, irreducible de U, con singularidad
aislada en 0 € C" y dimcL’ = 1. Desde que L' — {0} € Fj entonces
E-'[U = {0}] € Fz. Por lo tanto L' = E-1[U — {0}] esta contenido
en una hoja de Fz v L' N E~1(0) = {r'}.

Bajo estas condiciones, del Lema anterior tenemos que mg(Z. L) =
mo(Z) y de la invarianza topoldgica de la multiplicidad a lo largo de
L' (Proposicién 2), se sigue que:

mo(Z) = mo(Z', L) = mo(Z)iy (E1(0), L)

Por lo tanto mg(Z) es divisible por mo(Z’). Andlogamente. si ¢ €
E-1(0)- 8. donde S es la hipersuperficie de tangencia de Fy/, tenemos
que my(Z’) es divisible por my(Z) y por lo tanto mg(Z) = mo(Z’).

Més anin, sip € E71(0)N S, de la Proposicién 2 y del Lema anterior.
tenemos que:

iy 5y Mo(Z, L) me(Z', L)
Bl )t = mo(Z)  mo(Z)

De esta manera, hemos demostrado nuestro resultado principal:

= iy(E~Y(0), L").

Teorema. La multiplicidad algebraica de una foliacion de Dj y el
indice de interseccion, son invariantes topolégicos. Mds especificamen-
te, sean Fz, Fz € Dj. p. p'. L y L' como antes. St Fy ~yop Fur
entonces

1. mo(Z) = mo(Z') i

2. iz(E~Y(0), L) =iz (E~Y(0), L)).
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