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DECAIMIENTO EXPONENCIAL PARA MATERIALES
PARCIALMENTE TERMOESLATICO

Alfonso Perez Salvatierra’

ABSTRACT. En el presente trabajo se obtiene el decaimiento exponencial del
sistema,

ug — Au+div(a(z) V8) =0 en 2 x {0,+o0)
0 — NG+ div(a(z)Vu,) =0 en Qx{0,+00)

con las condiciones iniciales: .
(uo,u1,b1) € [H} () N H2(Q)] x [H} ()] x [H} (w) N H? (w)]

donde w es una vecindad de una parte de O =T

1. INTRODUCCION

Estudiamos el sistema parcialmente termoeldstico (*) con sus respectivas condi-
ciones iniciales y de frontera

(+) uy — Du+div(a(z) V8) =0 en Q x (0,+00)
0; — NG+ div (a(z) Vug) =0 en 2 x (0,+00)

u(z,0) =uo(z) en Q

u (z,0) =uy () en © condiciones iniciales

6(z,0) =6, () en Q

u=100 sobre Q=T
condiciones de frontera

=0 sobre 0Q0=T

con las siguientes hipdtesis; 2 C R™, abierto bien regular, acotado, con frontera I'
declase C2, '=T1 UL : Ty ={zel;m(z)-v>0},Ty={zel;m(z) v <0}
m(z) = ¥ — Ty, v normal unitdrio, zo € R™ fijo. a € L®(Q) N C?*(Q) tal que
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a(x)>0enw: y a(z) =0 en Q—woy. ysatisface: |Aa (z)]* < Ca(z), |Va(z)]* <
Ca(z), Vz € w,; VO -V (6u) > 0 en Q.

To

Ademds Figura 0.1

uo € HY () N H*(Q),u; € Hy (), 80 € Hy(w) N H*(w).

Ahora haciendo v = wu; en (*) se obtiene el sistema matricial, con sus
condiciones iniciales siguientes:

() U'=AU+G(U) , U0=(Z?)

Bo
U (0) = Uq

donde A : X — X es un operador con las siguientes caracteristicas:

0 I 0 0
A=| A 0 —-VaV |, GU)=| —ald |, U=
0 —VaV A —al\v

D(A) ‘= (H}Q)NHX(Q)) x HY(Q) x (Hy(w) N H*(w)),
X = D(A) = HXQ) x L*() x L*(w).

SRS~

|

Se define el producto interno en X dado por

(U, V)fVU,quzdm—}—/vlvgdsc+f9192dw
0 Q Q



Alfonso Perez Salvatierra 8

U1 U
U=]| v |, V=| v, | €eX.
8, O

Luego aplicando el teorema de Lumer Philps y del hecho que G(U) es local-
mente Lipschitziana, se deduce la existencia y la unicidad del sistema (**) y por ende
de (*). Para su decaimiento, por el método de Liapunov se define la energia

E@t) =B\ (t)+ E (t)

con

donde

E(t) = 5 [l +1IVa @I+ 16 @],

B | b= B | =

B (t) = 3 [llue I +1Vu O +116 @)]1*] -

-

Bs (1) = 3 [IVu @I +112u @I + [V 01

Multiplicando (*); por u: ¥ ()2 por (#); luego sumando obtenemos:

Definimos

SE(0) =~ IIVe)| +2 J a(x) Vu, - Védo.

Derivando (x); respecto a ¢t y multiplicando por uy ademés derivando (*), respecto
a t y multiplicando por 6, luego sumando obtenemos:

%Eg(t) = —||Vo)||* + 2/a(x)vmg - Vb,dz.
Q

Multiplicando (*); por —Au; y (x)2 por —A#; luego sumando obtenemos:

d
Eﬁmﬁ=-ﬂammﬁ—/lmvwvw-V@m¢ﬂ+z/qmgmm¢a
Q Q
Se puede observar que en Ej3(t) aparece un término con derivada de segundo orden,
el cual no es posible acotar usando las desigualdades de Sobolev. Para ello se hace

uso de la siguiente proposicién

Proposicién 1.
Sea v € C(0,T; H2(Q)) n CY(0, T; H(Q)) N C2%(0, T; L3(£2)).
La solucion de la ecuacién
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vy —Av=[ enQ
v=0 sobre )

y g=(g1,...,gn) € [C*(Q)]". Entonces v satisface:

d [ v -
dt th“aa i
0
dy v 1 o |?
/fgr,;c /ﬁ [| ,l - |V’U (h +fVU Vg;\a—kflr—i/gkvk = dr.
r

De donde se puede deducir para un N bastante grande, el operador de Liapunov :

K(t)=NE(t) + Es(t) + /a(w)V@ - Vuedz
0
—C'/n(L}gutAud;E —5/ (a )SVmVuttd;rJrQE‘anut - Vuydz,

Q : Q

N(t) =

2
f(a + a?) [|V'u,t|2 + |Au12} dz + [ [|V’.9|2 + !Aat?] dx + / '% dl' >0, Vt > 0.
r

Q w
Se prueba que:

(***)

;K() _CN(t) —cnf|vet|?dx.

w

Con las hipétesis de regularidad para u, y de a(x) obtenemos:

Proposicién 2.

2L # * 2 2
(1- F) E(t)dt <C a(x)(|Vu|® + |Aul|?)dzdt+
()Vu,t 2L
C/ / (IV6]* + | A6, |*)ddt +/ " dl' > T > 7

Con las hipétesis de la proposicién (2) obtenemos el teorema central.
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Teorema
Existen, Cy < 0 tal que E(t) < CE(0) <e ™.
2. DEMOSTRACION

Es facil ver: 3Cy, C; > 0 tal que
(1)
CoE(t) < K(t) < CLE(t).
De (* * ) para N bastante grande:

%K(t) < —CN(t)

integrando de 0 a T

(2)
T
K(t) < K(0)—C f N(t)dt.

De la proposicién (2) y de la definicién de N(t):

(3)
f ' E@)dt < C / ¢ N(t)dt.

Ademés de la definicién de N(t) y (x#x) se tiene £ K (t) < 0,Vt > 0, entonces K (t)
es decreciente; entonces,

(4)
f ' K(t)dt > TK(T).

De (1),(2),(3) en (4)
obtenemos:

T 1 7 T T
FKD <% /0 K(#t)dt < /0 E(t)dt < C /D N(t)dt < K(0) — K(T).
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Por lo tanto & LZK(T) < K(0) - K(T),
(1+—)K( ) < K(0); « 1+g—;->1 K(T) <o 'K(0).
Luego, por la propiedad del semigrupo:
K(t) < K(0)e ™,y = TloLna > 0, Ty fijo.
Finalmente de (1):

1 C
e i -t 21 —t
E(t) < o K(0)e™ < Co E(0)e™™",

es decir,
E(t) < CE(0)e™,y = —Lna.
Ty
3. CONCLUSIONES
Corolario.

Bajo las condiciones del teorema si

(uo,u1,80) € Hy(R) x LA(Q) x L*(w)
entonces 3C > 0, > 0 tal que Ey(t) < CE(0)e™ .
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