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EL INDICE DE INTERSECCION A LO LARGO DE UN CONJUNTO
DE TANGENCIA

Renato Benazic Tomé!

ABSTRACT. En el presente trabajo, consideraremos campos vectoriales holo-
morfos con singularidad aislada dicritica, cuyos transformados estrictos no presen-
tan singularidades en el divisor. En estas condiciones, es posible asociar a este
campo una hipersuperficie de tangencia S y a cada hoja del transformado estricto,
un indice de interseccion con el divisor. El resultado pringipal del presente articulo
es que dicho dice de interseccion es constante en casi todo punto de cada com-

ponente irreducible de §.

1. INTRODUCCION

Sea M™ una variedad analitica compleja de dimensién n y consideremos en ella una
foliacién analitica singular por curvas. Esto significa que en cualquier punto p € M”"
la foliacidn es generada por el campo vectorial holomorfo

= d
Z = Zztaiz;, Zla ZZ) x wny Zn = On,p; ¥ .G (Z11 ZQ: sew g Zn) =1
i=1

en donde O, ,, es el anillo de gérmenes de las funciones analiticas en p. En lo sucesivo,
denotaremos por Fz a esta foliacién, diremos que el campo Z genera la foliacién Fz
y las funciones Z; se llamardn componentes de Z. El lector interesado en conocer
detalles sobre la teoria de funciones analiticas de varias complejas y la teoria de las
variedades analiticas complejas, puede consultar (8] [9], [10], [11] y [13]. Sea p € M"
y consideremos una carta (U, ¢) de M™ alrededor del punto p tal que ¢(p) =0 € C",
claramente Z; 0 ¢~! es una funcién analitica de varias variables complejas definida en
una vecindad del origen y por lo tanto, ella tiene un desarrollo en series de potencias

Z:ogt :ZZ:", 1 Lisn

k>0
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donde los Z¥ son polinomios homogéneos de grado k en n variables complejas. El
orden de Z; 0 ¢! en el 0 € C" es, por definicién, el menor nimero entero v; tal
que ZF = 0, para todo k < v; y Z/" # 0. No es dificil probar que el nimero v; es
independiente de la eleccién de la carta (U, ¢), por esta razon el entero v; es llamado
el orden de Z; en p y lo denotamos por ord,(Z;). La multiplicidad algebraica de
la foliacién Fz (o del campo Z) en el punto p € M", denotada por m, (Fz) (o
simplemente por m,(Z)), es definida como el minimo de los érdenes ord,(Z;). Un
punto p € M" es llamado punto singular de la foliacién Fz (o del campo Z) si y s6lo
si my(Z) > 1, en caso contrario decimos que p es un punto regular. El conjunto de
todos los puntos singulares de la foliacién Fz sera denotado por Sing (Fz). Un punto
p € M" es llamado singularidad aislada de Z si y sélo si p € Sing (Fz) y existe una
vecindad abierta U C M™ de p tal que todos los elementos de U — {p} son puntos
regulares de Z. . ‘

Sea E : M™ — M™ el blow-up centrado en el punto p € Sing (Fz). Entonces existe
una tnica manera de extender E* (Fz — {p}) a una foliacién analitica singular F,
sobre una vecindad del espacio proyectivo CP(n — 1) = E~Y(p) C M", con conjunto
singular de codimension mayor o igual que 2. En este,caso decimos que Fyz es el
transformado estricto de Fz por E. El lector interesado en mayores detalles sobre el
tema, puede consultar las referencias (7], [12], [2] v [5]. '

Finalmente, decimos que p es una singularidad no dicritica de Fz siy sélo si E=}(p)
es invariante por Fz, es decir, E~!(p) es unién de hojas y singularidades de Fz. En
caso contrario, p es llamado singularidad dicritica. El conjunto de las foliaciones
analiticas por curvas sobre M™ con una singularidad dicritica aislada, sera denotado
por D",

2. LA HIPERSUPERFICIE DE TANGENCIA

Sea M™ una variedad analitica compleja de dimensién n y consideremos en ella
una foliacién analitica singular por curvas Fz en M™. Suponga que p € M" es

una singularidad aislada de Fz. Sea z = (21,..., 2,) las coordenadas locales de una

vecindad de p en M™ tal que p = (0,...,0) € C*. En estas coordenadas Fz es

generado por un campo vectorial holomorfo Z = Z Ziai, If mo(Z) =v, (v eZT)
25

i=1
entonces las componentes Z; de Z tienen un desarrollo en serie de Taylor alrededor

del0 e C”
(2.1) Zi=Y 7 1<i<n

k>v

donde los Z} son polinomios homogéneos de grado k.
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Para cada j = 1,...,n consideramos U; = {(21,...,2,) € C* : 2; # 0} ¥ [7} =
~1{U;], donde E es el blowing-up centrado en 0 € C*. En Uj; introducimos las
coordenadas (y1,...,Yn), luego F se expresa como: '

(2.2) E(yp,....0m) =(21,...,2); donde 2=y si i #£ 75 y zj =y
Ademéis
(23) _ E"I(O)ﬂﬁj:{(yl,...,yn) (S l}j LYy =0}

En esta carta, el pull-back de Z by E es generado por:

(24)  EZ=ZjoEsg-+ 3 (Z°E y‘Z°E) 2
1<i#j<n Y ayj

de (2.1):

ZioE(y) = Zy;c }c(g)! con y = (ylt"':yﬂ,)r ﬁ = (yl:'"ayj—1a11yj+11-":yn)

k>v
De (2.4):

(2.5) E"Z(y (nyZJ(y)) " + > (Zy Z(9) - yiz,‘i(@)]);;—

k>v 1<i#j<n \k>2v .

En (1] se demuestra que, por ser 0 € C" una singularidad dicritica de Z, podemos
dividir (2.5) por ¥} y definir 7 = 2

T Se sigue que Fz es la foliacién generada por
~ -~ J : 5
Z en una vecindad de E~(0) N U;, y de (2.5) se tiene que:

. B wee gy
(2.6) Z= ; Zi%-;
donde: '
Z (Y1s-- 1+ Yn) Z kﬁy Zk+1 inJ{H(@D] y1<isn,i#)
(27) i k>v -
Zilyr,e .o um) = P (@) + ), ¥EZ5(H).

kZv+1

Luego es posible asociar a J§(Z), el primer jet no nulo de Fz en 0, un polinomio
homogéneo P,_; de n variables, de grado v — 1 tal que:

J(Z) = P,1R

donde R(z) = Z z, es el campo radial.
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El polinomio P,_; define una hipersuperficie algebraica S sobre el espacio proyec-
tivo E71(0) = CP(n — 1):

8=l cuznhie TPl Fosilziy oon v2) 550}

Ohserve que S contiene todas las singularidades del transformado estricto F7. La
hipersuperficie S tiene la siguiente interpretacién geométrica: Si p € S — Sing (f“z)
entonces la hoja L de Fy que pasa por p es tangente al espacio proyectivo E~1(0) y
sip € E7'(0) — S entonces L es transversal a E~1(0).

Un caso importante ocurre cuando Sing (.7-:3) = (), es decir, cuando el transfor-

mado estricto de F no tiene singularidades en M". Denotaremos por Dy al conjunto
de tales foliaciones. Observe que, en este caso, cada p € E~!(0) es un punto regular
de F. z. Por lo tanto, es posible definir el indice de interseccion zO(E 1(0), L) entre la
hoja L de Fz que pasa por p € E~1(0) y el espacio proyectivo E~ 10).

3. EL INDICE DE INTERSECCION

Sea Fz € Df generado por el campo vectorial holomorfo Z, sin pérdida de genera-
lidad, podemos suponer que la singularidad aislada dicritica es el 0 € C". Sabemos
que cualquier punto p € E~ 10) = CP(n — 1) es un punto regular de la foliacién
Fz. Sea L la hoja de F; que pasa por p. Desde que E71(0) vy L son subvariedades
analiticas de C" de dimensiones complementarlas (ver [6]) YyDPEET 1(0)N L, podemos
definir el indice de interseccidn i;(E~'(0), L) de la hoja L con el espacio proyectivo
E~1(0) en el punto p. En efecto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
estd en la carta de blow-up en donde E se expresa como:

E(ylr' e ryn) = (ylyna s 1yn—1ynayn) = (21} ce ,Z”)

Desde que p = (39, ...,y2_,,0) es un punto regular, la hoja L puede ser localmente
parametrizada por una funcién analitica

& = (ay,...,a,) : (D, 0) - (L,p)
donde D, = {T € C: |T| < €}, tal que
&(T) = Z(&(T)), YT €D,
&(0) = p.
Desde que £~1(0) = {y, = 0}, podemos definir:

'iiﬁ(E_l (U)’ -E/) = OT’d{J(dn)
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es decir, i5(E1(0), L) = m <= a,(T) = T™&,(T) donde & es una funcién analitica

y £,(0) # 0. Es claro que i3(E~'(0),L) > 1, Vp € E~1(0).

El indice de interseccion puede ser geométricamente interpretado como el nimero
de puntos de interseccion de L con una pequeiia traslacién del espacio proyectivo
{y, = 6}, con 0 # 0. Para mayor informaciéon sobre las propiedades del indice de
interseccion entre subvariedades analiticas de dimensiones complementarias, el lector
debe consultar [6].

Observe que si p € E71(0) entonces &/,(0) = P,_y(y¥,...,34%_,,1) entonces con-
cluimos que i;(E~'(0), L)=1siysolosipe E-1(0)— S siysolosi L es transversal
a E71(0) en p.

En [3] se prueba que el indice de interseccion es un invariante topodgico. En
efecto, sean Fz y Fz dos elementos de Df tales que Fz y Fz son topoldgicamente
conjugados por un germen de homeomorfismo h (i. e. si L € Fz entonces h[L] € Fz).
Sea p € E~1(0)— S, donde S es la hipersuperficie de tangencia de Fz, desde que L, la
hoja de Fz que pasa por p, es transversal al espacio proyectivo E~'(0), tenemos que
is(E~'(0), L) = 1. Consideremos U vecindad de j tal que LL_} NEYN0)={p}yU

vecindad de 0 € C* tal que E-'[U—-{0}] CU. SiL=E [fL| - {13}] entonces L— {0}
es una hoja de Fz y L es una subvariedad analitica, irreducible de U, mvarlante por
Z y dimeL = 1.

De la definicién de h, se sigue que h[L — {0}] es una hoja de Fz. Sea U’ = h[U]
y L' = h[L — {0}], se sigue del teorema de Remmert-Stein que L’ es una subvariedad
analitica, irreducible de U’, con singularidad aislada en 0 € C" y dim¢L’ = 1. Desde
que L' — {0} € Fz entonces E~'[U — {0}] € Fz: Por lo tanto I/ = E-1[U — {0}]
esta contenido en una hoja de Fz y L’ N E~'(0) = {p'}. Bajo estas condiciones,
tenemos el siguiente resultado:

Teorema. (ver [3]) La multiplicidad algebraica de una foliacién de D y el indice de
interseccion, son tnvariantes topoldgicos. Mds especificamente, sean Fz, Fz € Dy,
p, ¢, L y L' como antes. Si Fz y Fz son topolégicamente conjugados entonces

(i) mo(Z) = mo(Z)
(ii) iz(E'(0), L) =

i (E~(0), £).

4. EL INDICE DE INTERSECCION A LO LARGO DE UNA
COMPONENTE IRREDUCIBLE DE S

0
Sea Fz € Dy la foliacién generada por Z = ZZ con Z; = Z Z;, en donde
k>v

los Z} son polinomios homogéneos de grado k y mg(}'z) =v. Sean J§(Z) = P, -
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(Z z,;a%) el primer Jet no nulo de Z y
i=1 3
=zl €ECRn = 1} Bz -y %) =0}

la hipersuperficie de tangencia de F;. Sabemos que la foliacién Fz es generada por
el campo Z el cual, en la carta U, of C", se expresa como:

4.1 Z = Z,-—
(4.1) ; a0,
donde:
y!:-- yn zy Zk+1 ytZk+1( )]: lgiffl—l
k>v
@2 { .
Zn(yly-'-yyn)* v—1 TJ Z Uz uAn

k>v+1
y yA = (yls"'ay‘n—lu 1)

Dado p = (1°,...,4°_,,0) € E'(0) N U,, consideramos L la hoja de F; que pasa
por P, la cual puede ser parametrizada por la curva analitica:

&= (a,...,a) : (D.,0) — (L,p)
donde
(43) &(T) = Z (&(T)), ie &(T)=2Z;(&(T)), V1i<i<n
) &@(0) = p.
Por lo tanto &,(0) = A, (39,...,4%_1,0) = P,_1 (1, ...,32_;,1). Concluimos que:
i (E-”l(O),E) >1¢=pes
Dado € S, vamos a calcular &"(0). De (4.3): dy( Z ay(T),

¢9y1
luego

O = Y50 6) 40)

= 3 (3}0) [ y+1(y0) u+1(y0)]

1
n—1 Lot n—1
aP,_ o . apP,_,
= — (o) Zp41(G0) — Z Z 0—= (ijo)

i'/+1 C)
Zi
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donde §p = (v¢,...,%9_;,1). Por lo tanto:
% ajjv—l

(4.4) a,(0) = Z Bz (@ ¥ 1) Zop () - 0800, 1)
i=1 s
Definimos el polinomio homogéneo Qo,,_; de grado 2v — 1 como:
" 9P,_,
(4.5) Qa1 =dP1[Z,41] = jnglzuﬂ

§=1

y denotamos por S* a la-hipersuperficie algebraica generada por Q,,_1, i.e.
(4.6) 5 = {5y okl € CPn—1) 1 @su- 38 3. 20 ). =0}
de (4.4) deducimos que:

is (E-l(()),f,) >2e=HESNS

Note que los puntos singulares de la hipersuperficie de tangencia S are contained
in S*, sin embargo SN S* contiene otros puntos p los cpales no son singularidades de

S pero iz (E*I(U),f;) 2l
Ejemplo.- Considere el campo vectorial holomorfo
Z(z1, 22, 23) = (2123, 2023 + 2}, 25 + 2320 — 23)

Claramente Fz € D3, mo(Z) =2 y el polinomio homogéneo de grado 1 asociado a Z
es Pi(z1, 29, 23) = z3. Entonces, la hipersuperficie de tangencia S of F viene dada
por: :

S = {[z1; 23; 23] € CP(2) : z3 = 0}

En la carta U; de C* en donde el blowing-up es expresado por E(yt,y2,y3) =
(ylx y1y23y1y3) = (ZI)ZZ}ZL’:)? tenemos que:

Z(ylayQayli) = (yB, 1:3/2 ~ yg)

Sea p = (0,49,0) € S and L € F5 la hoja que pasa por p. No es dificil ver que L
esta localmente parametrizado por &(T") = (61 (T), &2(T), @3(T)), donde:

0 0y3 042
- Yo — (1) o, 1-3(13) s 1 gou
i N G o et
al('{") 5 T + 5 T 4y2T 50
(4.7) ao(T) =T + v
1—3(ys

2
1
a3(T) = [yg_(ygﬂ T+—3 ) Tz—y3T3—1T4
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(T T2E,(T), con £(0) #0; si yJ #0,—1.1.
@ = Y~ -
‘ T3\(T), con £(0) #0; si g3 =0,~1,1.
Concluimos que:

5 (E_I(OJ,E) _ {2, sipé¢ {[1;1;0],[1;—1;0],[1;0;0]}.

3, en otro caso.

De otro lado Q3(21, 22, 23) = dP; [Z3] (21, 20, 23) = 2325 — 23, luego:

o= {[31;22; 23] € CP(2) : 2i23 — 23 = 0}
}r
§NS* = {[1;1;0], [1;-1;0], [1:0; 0} .
Por lo tanto, en los tres puntos de SNS* el indice de intersecciéon es 3y sip € S—S*,
entonces i; (E“l(O), IZ) 2 O

El ejemplo anterior nos muestra que el indice de intersecciéon es constante en casi
todo punto de cada componente irreducible de la hipersuperficie de tangencia S. Mas

especificamente, sea Fz € Dj con mo(Fz) = v tal que J5(Z) = P,_; (Z zz—d—)

i=1
Desde que P,_; es un polinomio homogéneo de n variables, puede ser factorizado:

(4.8) B b sl
donde los F; (1 < j <) son polinomios hamogéneos irreducibles de grado deg(F;) =

g;- Esta factorizacién es tnica salvo factores constantes no nulos. De acuerdo a la
factorizacion (4.8),podemos escribir la hipersuperficie de tangencia

8 = e o L] & GPUR— Y11 Pt (B ove ) =00}
como:
(4.9) S=rS1+--+n5
donde:
(410) SrEdlas sl €GPl — 1) § il seiza) =0} 1 € § <0

Las hipersuperficies algebraicas S; son llamadas las componentes irreducibles de S,
mientras que los nimeros enteros positivos g; y r; son llamados respectivamente el
grado v la multiplicidad de S; in S. Es claro que el grado y la multiplicidad de S; in
S satisfacen la ecuacion:

y =

(4.11) Y rigi=v-1

i=1

De manera andloga a (4.5). definimos los polinomios homogéneos:



Renato Benazic Tomé 63

"\ 9F;
(4.12) G;=4dF;[Z,1] = EZU-H
T 0%

y denotamos por S a la hipersuperficie algebraica:
(413) S ={[z1;...:2a) €CP(n = 1): Gj(z1,...,20) = 0} (1 < j < ).

Note que los puntos singulares de la hipersuperficie S; estdn contenidos en Sj.
Estamos listos para enunciar y demostrar nuestro principal resultado:
Teorema. Con las notaciones anteriores, sea p € S; — S5 tal que p ¢ S;, 1 < i <
l,i+# j. Entonces iz (E“l-(O), f,) =r;+1
Demostracién. Considérese 1 < j <1 (5 fijo) y denotemos:

(414) Py =FP donde P=FJ* ... FP{'Fiit ... Ft

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que p = (3?,...,4°_,,0) € U,. El
Teorema es consecuencia de la siguiente férmula: ,

n—1 k-1
a0(T) =G£I§:T)TF;J—HI (&(1)) P (a(T))'L; &;(T)Z—i (&(D)| +

(4.15) i i
+ 3 FTH&(T)) Hio(T) + ) &(T)hea(T)
i=0 i=0
donde 2 < k < r; + 1, &T) = (&(T),...,80-1(T),1) y Hrs, ¥x; son funciones
analiticas de la variable T. En efecto, sabemos que &, (0) = &,,(0) = 0. Por induccién,
suponga que &4 (0) =0, V1 < i <r; — 1 entonces:

r, " 5 n_l.-’ aF ~ rj_l
&i;)(g) = 151 F} (o) P (fo) Z%(O) Bz: (90) il

=1
n2 _ r,—1
+ 3 FP T (0) Heyal0) + ) 6009, 4(0)
i=0 i=0

donde §o = (y3,-..,40_1, 1). Por lo tanto, &gj)(O) = 0. De otro lado:

r.—1

n—1 i af‘:} ,\ TJ' J rj—i A
> a(0) a5 o)+ D F (o) Hrj414(0) +
% =0

6 "(0) = rlP (o)

il

o4 Z a® (0)1/Jrj+1,i(0)

i=0
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De (4.2) y desde que p € S, tenemos:

(r,+1) = oF; 4
G’ (0) = it P () Z(Zﬁ+1 (90) = i Z0n (@o)a—;(@o))]
_i—l .
n—1
- - G . Ea OF,
= 1,1 P (f0) ZZ.,H J(yo ) = 20 @0) D W05
L i=1
A - N
= 13! P(do) ZZu+1 (yo)gz(yo)
Li=1 ®

Por lo tanto &’ (0) rl P (39,...,40_,,1) - G‘;j e |

Desde que p ¢ S;, V1 < ¢ < n, 1 # j, tenemos que P (y),.. ,yn_l,l) =t ).

Mis atin G; (39,...,90_1,1) # 0 (recuerde que p ¢ S;). Luego ai ( ) #0yla

demostracion del Teorema esta lista. .

Prueba de la férmula (4.15): Procediendo por induccién sobre k, para k = 2 la
formula se cumple trivialmente. Suponiendo que es vélida para k, debemos probarla
para k4 1:

) ==L Py (6(1) P(E(T) ] 3(T)32 (a(T))
o G g [P () ( 3152 (am))”
n tf(rj —)F T (B(T) B D) s (EP ™ (6(T)) +
+2F;J (4(7)) Hy(T) +Za“*” TAT) + 3 80T
Definimos: —
HunenlT) = o [P (@(7)) (Z )P (a(T)))TJ
+r, = b+ 2) Heo (1) 7 (5 (6(T)
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Hinni(T) = (r; —i+1) Heia(T) % (Fj (&(T)) + Hi (T); 1<i<k-2
Hi10(T) = Hio(T)

"Pk+1,k(T) = %[’k,k(T)- )

Uet1i(T) = i1 (T) + l/);c,i(T); 1€<i<k=1.

Yre1,0(T) = P o(T).

Luego, tenemos que:

k
- r;! ™ R = 8F
a*(T) = (?i—k),ﬂj (@) P (D) ZGQ(T)B—J (&(T))| +
b | P Zi
k-1 _ koo
+ 3 F T G(T) Hin o(T) + Y G4 (T o(T).
i=0 =0 .
Por lo tanto, la férmula esta probada. a
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