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OBSERVACIONES SOBRE LA EXISTENCIA GLOBAL DE LAS
SOLUCIONES DE UNA ECUACION DE KIRCHOFF NO LINEAL
VIA EL METODO DE TARTAR

E. Cabanillas, J. Bernui & Z. Huaringa®

ABSTRACT. En el presente trabajo investigamos la existencia global de las
soluciones de una Ecuacion no Lineal, prescindiendo del “Potential well Method”
y aplicamos el método del Tartar

1. INTRODUCCION -

En este trabajo estudiamos la existencia global y el decaimiento de la enegia del
Sistema no Lineal:

v — M /[Vu|2d9: Au+a(z)y'—uvP=f en Q=0Qx]0,T[
)

(P)
u=0 en Y =TIx]0,T(

u(‘r‘l 0) = 'U'O(m)v %u?(m, 0) = U1(I) en ()

donde © es un abierto acotado de R3, bien regular, de fronteraI', T > 0, M (s) = 1+s,
Ys >0, A es el operador de Laplace; a y f son funciones dadas.

La existencia global para el Sistema (P) en el caso a(z) = ¢ (constante positiva)
ha sido investigado por diversos autores: Ono [3], Matsuyama-Ikehata [2], Feitosa-
Dueifias [1], etc. Todos ellos usaron el método del “Potencial Well” en su anélisis;
nosotros usaremos el método de Tartar [4]. Nuestro estudio fue motivado al investigar
la estabilizacién del Sistema (P) cuando el coficiente disipativo estd localizado en una
vecindad de la frontera por lo que creemos nuestro resultado es de importancia.
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2. PRELIMINARES

Con (.,.) , | - | denotaremos el potencial el producto interno y la norma de L*(2)
respectivamente, H™(Q) es el espacio de Sobolev usual. Dotamos al espacio Hj ()
con la norma del gradiente

lull = |Vul, Vu € H(Q)

Lemma 1.1. (Sobolev). Sea 1 < ¢ < 6. Entonces se verifica

[ulg < Collull , Yu € Hg()
donde | |, representa la norma usual de L?((2)

3. EL RESULTADO PRINCIPAL

Teorema 3.1.. Sea a € L*®(2) N CY(N) tal que:
(3.1) - afz) > a >0,z € Q; |Aa(z)| € Coa(z), |Va(z)[? < Cra(z)

donde Cy y C, son constantes positivas.

1
Si uo € H}() N H2(%) , con [Juoll < -, w € HY(Q), f € L*(0,T; HY(Q))

T 1/2
_gny V2 L
a=oiy 2 If(s)lds<(4M4)

donde

1 1 1 1
Bi=sigy Jus|? + 5 lluoll® + 1 lluoll* — i |uols ¥

1 |C4—].|
S T i (P S
pAN=3 y

entonces existe un nimero positivo € tal que si:

lurll + 1Aug| < €0

entonces existe una funcién u : 2 x |0, T[— R, tal que
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(32)  we L= (0.T: H{(Q) N HX(Q))
(3.3) o € L>(0,T; H: ()
(34)  u” € L=(0,T; L))

(3.5) %(u’(t). w) + (14 |[Vu(t)|*)(=Au(t), w) + (a(z)d/(t), w)

—(u*(t),w) = (f(t),w)Vw € HI(), en el sentido de D'(0,T)

(3.8) w{0) =1, w'(0) =1

.
Demostracion. Usaremos el método de Faedo-Galerkin.

Sea {wy.wsy,--- ,wj, -} una base Hilbertiana de Hj(€2) N H?(2) formada por los
vectores propios de —A esto es:

—Aw; = Ajw; en (2
w; =0 enl’

Consideremos V,, = [wi,wa, -+, wy,] el subespacio de H}(S2) generado por {w,
Wa, -+ , Wy, }. Buscamos una solucién u,,(t) de la forma:

m

’U.m(t) . Zgjm(t)wj

=1

donde g;,, estan determinadas por el sistema:

"

(3.7)  (up(t),w) = (L4 [Vum(t)|*)(Aun(t), w) +
(a(@)um (t), w) = (up,(t), w) = (f(t), w); Vw € Vi

-

(3.8)  Um(0) = ugm — up en HY(Q) N H3(Q)

(3.9) 1, (0) = upm — uy en H ()
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Por el teorema de Caratheodory existe una solucién local u,,(t) en [0,T,,[. Las
estimativas a priori permiten extender la solucién al intervalo [0, T'| independiente de
m

Estimativa a Priori 1

Para w = u,,(t) en (3.7) se tiene:

310) {5 HOF + 5l + B = § im0

+ f a(@) ' (8)]? dz = (£(8), u (1))
Q
Ahora

Si Cy <1 entonces |uny(t)]s < |lum(t)]| v asi:
0 < flum(®)|* = lum(t)[3
Aplicando entonces el lema de Gronwall obtenemos:

|um(8)] < My, JJum(2)]] < M

Primero veamos un resultado previo.
Si Cy > 1 entonces |u(t)|* < C§ [lu(t)]|* v se tiene:

611 2 )l - (Co- D@ <

(o) + 3 o)~ § o)

B2 =

Sea M* =.C’4 — 1> 0. Entonces el polinomio

M*
p(a) 2}\ 1 A

1
tiene raicesen A =0, A = ;};%, los puntos de médximo son (:I:m, —4;4\),
V2 V2

. 1 1
ANTE v p(A) es creciente en }ﬁoc, ——-—2] U [0 }

> = AR
p() > o,vm[ — U0,
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De (3.11) resulta en particular para ||u(t)| € [[}, EJ}B—} que:

1 1 1
(312) 0 <p(@l) < 5 W@ + 7 @I - 7 O
Vayamos ahora a la obtencion de la estimativa. Por hipotesis

s

4M4

‘ 1
Asi, de la continuidad de p , existe 0 < [ < e tal que
1

S0 = 18 =p(8) = o

También p (Jluel|]) = 0y

(3.13) lum(0)|| < L7 , para m suficientemente grande.
M2
Probamos que:
1
(314) “um(t)“ < "M"g' , VI € [OaTm[

Supongamos que existe tg € [0, Thn[ tal que:

1

lem@l 2 775

Sea entonces:

t* = inf {t/[tum(t)ll 2 j,%}

De (3.13): t* > 0y de la continuidad de las soluciones aproximadas obtenemos

(3.15) lum@ = 372
(3.16) lum()]| < %,w e [0,t"]

Hagamos

71
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1 1 1 1
Zun = 5 lwaml® + 5 fuomll® + 7 lluonll* = 7 fuoml4

De (3.8) y (3.9)

(3.17) T — 0

| 11
Ahora de (3.10), (3.12), (3.16), (3.17) y p(A) > O en [-——A—/ﬁ, —M—E} -

FHn®F < Gl OF +2lun®D + [ [ alo) i (s)? dads
Q

(3.18) < Zu+ [((5), up(o))ds
< ifAE+ / 6(8)| |1, (8)| ds = @(t),¥e> 0
0

De la definicién de la ¢ se sigue que:
2 T
©2(t) < VO+e + —g / |f(s)|ds, Ve>0
0

lo que implica usando la hipétesis que:

(3.19) p(t) <a? < vVt e [0,

1
4 M4
De (3.18) y (3.19) se obtienen:

p(lum®) < @?, VYt € [0,t*]

De esto se sigue que

lum@®l < B, Vte [0,t"]

1
”um(t*)n 5 6 < W
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lo que contradice (3.15), por lo que vale (3.14).
De (3.14) y (3.18) resulta:

V2
| [l
En resumen hemos mostrado que:
(3.20) lum' (8)] < Mo y |lum(t)|| € My, Vte[0,Tn], My >0

Estimativa a Priori 11

Poniendo w = —2Aw,, (t) en (3.7) se tiene:
& (VU (OF + (1 -+ [Fun()) | Aum (D} + 210"V (1) =

= —2(u,()Va, Vuy(t)) + 2(Vul(t), Vuy(t)) + 2(VF(), Vu,(t)
+ (F1TmOF ) 1un(e)?

*

En adelante las letras «; y 3; representan constantes positivas.

Integrando de 0 a t obtenemos:

(322) |Vu,, () + (1 + |va(t)|2j|Aum t? + a“[ |V, (t)|? ds
< |V l? + (1 + |Vuol?) lAﬁgF + ag /0 lat?u, (s)|*ds +
o [ 18un(o)F Dl + 2 [0 de + s [ 15un(o)Pas
< Va2 + (1 + [Vaol2)| Auol? + a%fot 1()]1%dt + a0+
" /0 | Bt (5) |V, (5)]ds + g /0 | Aun(s)ds
Por otro lado haciendo w = —Auy,(t) en (3.7) resulta:

4 {in(®), ~Bum(®) + 310 Vum@P} + (1 + [Vun() | (O

= [Vun ) = (un(t)Va, Vun(t)) + (Vul(t), Vun(t) + (F(£), —Lun(t))
Ahora integrando de 0 o ¢
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i 1 :
(Vu,(t), Vun(t)) + QlaWVum(t)I“r f | Aum(s)ds < Jlug ||]|uoll+
0
1 2 ‘ ! 2 ‘ 1/2, ' 2 1/ 2
+'2'|a'loo"uﬂ” + [ |Vu, (8)ds+ 6 [ [au,,(s)|?ds + 2 | Aum(s)|*ds
0 0 0

+t [ 10un(s)tds + [ 17O+ 5 [ 1Bun(s)las

(323)  (Vup(t), Vun(t)) + % "/ *Vunm (8)]* + % /0 tiAum(s)|2ds
< ool + lolalal? + [ [9u(o)Pas + e+ [ et
+6, /0 | Dtm(s)]ds

Pero notemos que para ¢ < min{ay’?, ao}.

(324)  [Vun (O + |Aum(s)| + (ag* —¢) / [Vup () €(Tuin(®), Vum(®)
0
+50 Vuml? 2 B0l (®)] + | Sum (8)]%)

para algin 6 > 0.
Luego de (3.22) , (3.23) y (3.24) se obtiene:

(335) QI Vun (O + [Bun(®)?) < Jullluoll + 3lokolluoll* + re?
T T
+ [ 1rOF e+l + 1+ fualPl Al + = [ 1]
tO 0 Jo
] (0| VL (8)[d5 + 2] Atim(8)|* + £Ba| At ()] — )] Aum(s)[2ds
0
Sea:
1 T
Fo = ol + 5lalelull* + Br0® + [ 17(0)Fat
3 .07 X
= [CIROPdt+ funl? + 1+ ol Suol
0 Jo

Impongamos la condicién:

(3.26) 01|V | + oo Augl* + €8] Aug|? < i
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N B\ "2 Fo\? Fo
(32?) v (9—0> + (g 9—0 + € < 5
De (3.26) y (3.27), existe un t* € [0, T3, tal que:

(3.28)  aq|Vuy(t*)] + ag| At (t)|* + €82 |Aun(t%)? < %, YVt € [0,t7]

(3:29) o1V, (t)] + ol Sum () + € By | Dum(t)]? = 2

Seguimos de (3.25) con ¢t = t* y (3.29) que:

F
(3.30) [V (t*)? + |[Aum ()| < 9_0
' 0

Pero, entonces de (3.27) y (3.28) se sigue que:

1|V, ()] + az| Aun()|* + €8 | Aun()? <

F\ "2 \? F
<o (b—q) —|—a2(9—;’) +Eﬁ2§3 <§
0

Lo que contradice a (3.29).

La estimativa para |u,,(t)|, se obtiene acotando primero |u,,(0)|, derivando la
ecuacién aproximada (3.7), substituyendo aqui w = 2u, (), y finalmente aplicando

el Lema de Gronwall.

Todas la anteriores estimativas permiten el pasaje al limite, verificando la existencia

de la solucion.
La verificacién de las condiciones iniciales es de manera standard.
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