PESQUIMAT Revista de la Fac. CC. MM. de la
Universidad Nacional Mayor de San Marcos

Vol. VI, N° 1, pag. 1-15, LIMA-PERU. Julio 2002

SOLUCION GLOBAL Y DECAIMIENTO DE LA ENERGIA
DE SOLUCIONES PARA UNA CLASE DE ECUACIONES
ABSTRACTAS ASOCIADAS A LA ECUACION NO-LINEAL

DE LA VIGA CON TERMINO DISIPATIVO

Radl Izaguirre Maguifia Eugenio Cabanillas Lapa

RESUMEN.- En este trabajo estudianos la existencia, unicidad y el de-
caimiento de la energia asociada a la solucion débil para el probleina
abstracto :

u"+M(IA”2uI2)Au+Bu'=f

u(0)=u0 ; u'(O):u, :

+

(*)

El operador lineal A, esta definido por la terna {H A ))} , donde H
y Vv, sonespacios de Hilbert, la inmersion de V en H es densa y compac-

ta. La funcion no - lineal M (s) es una funcion real derivable, estricta-

mente positiva, - [ — [ es un operador lineal positivo.

1. INTRODUCCION

Sea Q un abierto de R" con frontera regular; Q el cilindro
Qx ] 0, T [, 0 <T <, con frontera lateral Z . La siguiente ecuaci6n diferencial
parcial no-lineal

fu"+M(IQ|Vul2dx)(—Au)+k(x)u'=f en Q

en pX

u=0
u(0)=u0 : u’(0)=u, en Q

~

es un modelo n-dimensional con término disipativo lineal, de la ecuacién que
describe las vibraciones no-lineales de una cuerda elastica de extensién finita,

que para dimensién n=1, tiene la forma (ver [17])

2 L 2 2
(2) s “-(EJA; [a”J de ok (x) =0

orr | & 2£L ) \ox dx
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donde E es el médulo de Young del material, I el momento de inercia, & y 4
representan la densidad y el area de la seccién recta, respectivamente.

Asimismo, desde el punto de vista de los métodos abstractos en espacios de
Hilbert, la ecuacion (1) puede ser considerada como un caso particular de

w'(e) + M(|4"u(@) ) du()+ Bu()=1() e H

(3)

donde A es un operador autoadjunto, no acotado y positivo, definido por la
terna { H, V,(( , ))} . H,V son espacios de Hilbert, la inmersion de ¥ en H es

densa y compacta y B es un operador simétrico y coercitivo .

Variantes de la ecuacién abstracta (3), son por ejemplo:

(4) u"+M(|A”2u|2)Au+A" ‘=
(5) u"+M(|A”2u|2)Au+'u'|p 's ff
(6) Ku"+A2u+M(|A”Zu|2)Au+u'=f.

La ecuacion (4), es estudiada entre otros por Medeiros, L. A. y Milla, M. M.
[12], quienes prueban la existencia de soluciones globales para M (s) >my >0,
A un operador estrictamente positivo y a € (0, l]. Soluciones globales para
ecuaciones del tipo (6), son estudiadas por ejemplo por Izaguirre, R. y Pereira, D.

[6], quienes obtienen una solucién global tnica, y donde la funcién K (x,1) es no

negativo. Pereira , D. [14] y Mufioz, ]. [13] estudian la existencia, unicidad y
decaimiento de la energia para la ecuacién (6). Izaguirre, R. y Veliz, V. [7] obtie-
nen el decaimiento de la energia, haciendo las siguientes hipotesis sobre el opera-

dor acotado K vy la funcién no-lineal M :

i) M(s)z-0,Vs20,y 0<o<4;4 esel primer auto valor de 4.
(i) K es un operador simétrico en H , tal que (Ku, u) 20; Yue H.

En la referencia [2] A’assila demuestra la existencia , unicidad y decaimien-
to de la energia para soluciones de los tipos anteriores.

Soluciones globales con datos analiticos “suficientemente pequefios” son estu-
diadas en [8].
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El caso degenerado de la ecuacion (6) es tratado también en la referencia
[7], donde se determina la existencia y unicidad de una solucién local débil. Asi-
mismo en Izaguirre, R. y Cabanillas, E. [6'] se trata la ecuacion abstracta

u"+A€u+M(]A“u]2)Aﬂu+u'=f en H
u(0)=w, , (0)=1

: ; 1 G
donde la funcién no lineal M es de clase C' y acotada inferiomente; el operador
A es no negativo y los exponentes no negativos a, /, &; verifican ciertas condi-

ciones técnicas.

2. PRELIMINARES

Sean (V Al ))), (H,(,)) espacios de Hilbert, la inmersion de ¥ en H densa
y compacta. Sea también 4 el operador definido por la terna { V,d ,(( , ))} )
Entonces, D(A) es un subespacio denso en H; 4 es un operador no acotado, auto

adjunto y positivo de H con espectro discreto

Aw, = 4w, Vv=12,...; 4, © cuando v — ®

donde { W, } es un sistema ortonormal completo de H de modo que :

2
< o0

(u,w,)

D(Ad)={ueH; ) A
Au= )Y A2(uw,)w, ueD(4).

12

Asimismo, el operador 47" esta bien definido; es decir

2
<=V

(u,w,)

D(A") =4u e H;i/lv
v=I

A% = Z}L‘lfz (u,w,)w, uev.
v=1
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Definiendo

o

Jul, =" 22 |(w,w,)

v=]

2, ue D(A")

se tiene que:

1) (D (Aa ), -] OL) es un espacio de Hilbert .
2) Si a>pg, D(A“) e D(Aﬂ) y la inmersion de D(A“) en D(Aﬁ) es
compacta.

Bajo estas consideraciones tedricas de los métodos en espacios de Hilbert
para tratar ecuaciones diferenciales parciales, establecemos el primer teorema
sobre unicidad de la solucién para el problema planteado.

La funcion (no lineal) M satisface las siguienfes condiciones :
H1: M e C'(R)
H-2: M(s)2m,>0; VseR
H-3: a1 (s)= jM (A)dA < msM(s)
0 .
H-4 : El operador lineal lineal B:H — H es simétrico y coercitivo :

ko lu|2 < (Bu, u)
(e o]

H-5: Existen operadores lineales simétricos 4; :¥ — H, B, H — H ; tales que:

n

b(u, v) = (Au, Kv)= Z(KA u, Av)+ Z(K,. u, A,.v_)_

v o\ > 2
a,|A ul < E ‘Alul SaZIA,.u|
i=1

i=1

Observacion 1. De la condicion H-5 obtenemos:

n

b(u,u)2k, a | 4; u|2 + Z(K,. u, A,.v)

i=1

R

Z(K,-u,A,.v) <a, |u[|A”2v|.

i=1
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TEOREMA DE E)Z{ISTENCIA GLOBAL. Sean y, € D(A), u, € D( A’IZ) tales que,
IAuC,]2 + lA”zull < R?; donde la constante R seri determinada posteriormente. Su-
pongamos que la funcion: M y el operador B satisfacen las condiciones H-1, ..., H-5,
entonces existe una funcién vectorial u: [O, T ] - D(A), tal que :

(5

6

) u e L”(O,T;D(A))‘
(6) u' e °(0,7;0(4"))
(7) u"e L'(0,T; H)

)

)

8

e

u" +M(|A”2u|2)Au+Bu'mf en [2(0,T; H)

(9

u(0)=u, , u'(0)=u,.

Demostracion . Sean V,, = [ W W, :I, el subespacio generado por los prime-

*

ros "m" vectores propios del operador 4 y
(10) um (t) = gim (I) Wi € V;n

Donde las funciones &;,, son determinadas por la solucién del siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales :

(11) (u,':, (1), wj)+ M(i/f”2 u, (t)lz)(Aum (1), wj) + (Bu:" (1), wj) =0, j= I,'2, e
(12) u,(0)=u,, >u, en  D(4)
(13) u',(0)=u, —>u, en D(A”z)

Luego de un andlisis y aplicacion del Teorema de Caratheodory sobre
existencia local de solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, el
sistema anterior admite solucién en un intervalo [0, L, ) , de donde se sigue la
existencia de las soluciones aproximadas u,, para m >1. A continuacién, debe-
mos obtener estimados apriori (acotaciones), para la sucesion {um} , de modo

que, podamos prolongarlas uniformemente a un intervalo de existencia.

ESTIMADO APRIORI 1. Es facil comprobar que la ecuacién (11) se verifica,

reemplazando W; por v € ¥, . Entonces, haciendo v =2u', (t) € V,,, obtene-

mos:

(14) %{[u;ﬂ (O + 01 (| 4", (:)|2)} 2| 8", (1) = 0
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Entonces integrando en la desigualdad (14), sobre [0, t) se obtiene

(15) |u;,,(:)|2+M( u, (1) |)+zﬂ3”2 u, (s)[ ds <

Slu,m|2 +A2[([A”2uo,"| )S|u,| +M(|A”2uolz).

ESTIMADO APRIORI 2.- Haciendo v=2A4u, ( ) en la ecuacién aproximada

obtenemos,
(16) = {47 (O + w0 ()[40, (O} = = 25, (1), w5 (1) + i (6)] iy ()
<-2ay | 4", ()] + Z( ity (1), Aty (8)) + o (1) | A ()]

donde

(7 va()=d(]4", (] )
(18) w0 =2 M, (O ) (470, (0), 4, (1))

Ahora teniendo en cuenta el estimado (15) y la continuidad de la funciéon M ob-

tenemos

(19) v (t) |=‘2M’(

=IZM'(

1/2
A u, (t

)4 0410
A (O ) (Au (), ,,,(;))|
|

<C|du,,(1)||u, (1)

Integrando en (16) , utilizando la desigualdad de Cauchy - Schwarz , (19), y la

condicion H-1, obtenemos

(20) IAHZ r'u I + ¥ )IAIH u, )l !Allzulm + %11(0)|Au0m| i

+C£ {I/I”zum(.s l +lAum st)l }d¢<C+CJ {IA”2 " (5) l +|Aum l }ds.

Aplicando el lema de Gronwall en (20) obtenemos la acotacién

(21) 1(6)=|us, (6)] +] 4, ()] <C vie[o,T].

n l

ESTIMADO APRIORI 3. Haciendo v=2Au

L (t) en la ecuacion aproximada

obtenemos
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(22) %{(A”zu;l(t) A”zum ZIBUZ u, l } |A”2 | —y, |A |

+Z( 1 m( ) Al m IAHZ o I i m \AW m I +C| Uy, “A Uy, I

Definimos :

Eo(’)z

uy () + 9 (] 4", (O )
E, (1) = A" (1) + M (|42, () t|2)!Aum(t)’2
H (6) = (4", (6), 4", (1)) + Z|B“2A, W (O -

i=1

(Para simplificar las notaciones, en lo sucesivo, prescindiremos de los simbolos
"’Jz " y “t " ).
Por los estimados previamente obtenidos tenemos que :
2
E,=-2|B"/|
[ ! ] 2
El ==2b(u',u')+ /(1) Au|

5 n
H'= |A”2u'l 40 [Aurl2 - Z(B,-u', Au).
i=1
Para a, f positivos , hacemos :
S=E,+akE + fH
Proposicién 1. Existen constantes y,, y, nimeros reales positivos tales que :
Vo B SSSnHE Yy <n

Demostracion. Tenemos que,

’
n

+ﬂ(A”2 ' (t Auz ﬁZIBuz u,

S=E,+aE, + pH =|u

P+ M (]A”zum Iz) + a:lA”’u,'" lz +aM (IA”’um |2 )|Aum|2 +
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Por el estimado apriori 1 :
(23) E, =|u] +M (lA'”‘ulz) <d, |4 + mM (IA”zur)lA”zur
<d, |4 +md,M (}A”zur)[,qur S 0%
donde

C,=d, Max{l,m}. Ademas,

(24) pH = p(A"u', 4"u) + L ilb’”z/{iur <
i=1
Lo + L uf B S <

< 2| +£d_'M(] )| duf + ELEEE (| 4% )| auf <

2m, 2m,
$§ Max {I,i,w} []A’“’u'r M (IA”ZuIZ) |Au]2} =C,E,
m my
Luego :
(25) S<(Ci+Cy+a) E <y E,

7, =3 Max{C;,Cy,a}

Por otro lado,

(26) pH = f(u', Au) + Z|B”2A >

>~ |u'f +ﬂ uf - L85 b (| ) au <
2my,

>—|u'f —[ £ s i ‘]M(l/l”zur)l/lu[z >
4m, 2m, :

2 2
> E, —( £ oak )M(|A”2ulz)|/1u|2

4m, 2m,

d,a,k .
Haciendo C (/)= {ﬁl ﬂz;:: ') y a=2C(f), obtenemos
(i} 0

(27) S=E,+2C(B)E,+pH>C(H)E, YA >0
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Considerando B suficientemente pequefio, 7, = C(f) <.
Proposicién 2. Existen constantes positivas p, q tales que,
(28) S'"(t)<-pS(1)+qE"(1)S(1)
Demostracién. Tenemos
Ey==2|B"%| <2k, |u'f
2C(P)E/ =—-4C(B)b(u'u') +2C(B) M (| 4] )(A"u, 4"u")| Au)’

ﬁf]!?ﬂ|Al.’2ulz

- pM (| A"u)| Aul - B E Bu', A
Entonces

§' <~ 2k |u'[

/ N ‘A”zul +4C aJu’HA”2 'I

+4C(f) a, |A”2u'

]Au|+ﬂ|/l”2 '| ﬂM(lA”ZumAul + Pay |u'| ~A”2u!$
~ 2k |u'[' ~ 4C(B)ky ap| A" (') +2C(f) a [ 'l +— A”Zu'|]
+4C(ﬂ)a

m

L EY + plA | - (| 4"u]) | Auf +ﬂa{—|u| + |A”2 |J

k, ' 2k,

Haciendo & =2C( A)a, y 6= fa ’ obtenemos

<(B-h(2¢( ﬂ)))|A”‘*u'|2 +[gj§id_._ ﬂJM(lA”Zu|)|Au|2 +f£@7"_c3 Efs

4leym, my .
donde

h(2¢(p))=2C(p )2%2—4k a, C(p)

0
Debemos hallar Z tal que:

(29) - h2e(P)>p

4k m,
30
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Para f suficientemente pequefio se cumplen las condiciones C ( ﬂ) =V <Ny
(30). Para verificar la condicién (29), tenemos por hipétesis que:

_ kya,ad, S 1

m, 2

(31) A=ea

>1

Sea 77 namero real positivo tal que 7>

24-1

a

Consideramos 4, >0 talque C(ﬂ ) = ?ib; entonces h(ZC(ﬂ,,)) >0.

La condicion :

2 .
(32) Lo =i(2c(8)> =)

es equivalente (desde que C y C™' son crecientes) con la condiciéon

a’ 7-1 a
(33) C(j 7 ]>m%c (4,)

Ahora (33) es consecuencia directa de (31). En efecto;

/1(!/-1)>l
7 2
3 2
d a (7-1) +/”L(17—1)>l
b ... 7 2
afd @@= A(n-1)] a
b\ b 7 7 2nb
a' (7]—1) ea (77-1) an—1 a
d T - Pt B -y
77 77 b 7 217b

Para k suficientemente grande tenemos que

a 4k m
= =——< min{ y,,——2
7o (ﬁ;) 20 {71 Cid }
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Luego
S'<-pE +qE!"S
donde
4c(4,) 1S
9= ——
m,
—c(g) mnlL2 g g p G
“ ; gt IR T e

Proposicién 3. Si los datos iniciales verifican la condicion

(34 ) L5 r=E"(0)
q
Entonces
(35) #(t)=p—qE"(1)>0, Vie[0,0)

Demostracién. Razonando por el absurdo, tenemos que la funcién f](t) es con-
tinua y 7](0) >0 por la condicion (34). Luego existe 7> 0 tal que:

(36) El(t)<(§y:go, vie[0,7) y

(37) E[(Z')=¢E‘O

Desde que S'(¢1)<-¢(¢)S(¢)<0, Vte [0,7). Entonces
5(1)-5(0) = [5'(z)ds <0, luego S(r)<S(0).

Por otro lado,
E(7)<7;'S(2)<7'S(0)< 7' 7 E (0)< E (0)< 5, .

Esto es una contradiccion , luego la proposicion 3 estd demostrada.

Acotacién para #. En la ecuacién aproximada (11), obtenemos

2)(Aum,u,',',)-—(Bu;,u;)s

) lu g )

e —M(lA”zu

u "
m

< (M (lA“zum
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de donde
(38) (up) esacotadacn L*(0,00,H).

Con los estimados obtenidos y procediendo de forma estandar para pasar al liimite
obtenemos una funcién u que satisface los requerimientos del teorema 1.

3. DECAIMIENTO DE LA ENERGIA

En esta seccion demostraremos que el funcional de energia

(39) £ () = (Of 484 (|40 ) a0}
decae exponencialmente cuando ¢ — .

Sea 0<§S<T<w. Entonc;zs,
T T .
[Ei(r)de=E,(T)- £, (S)=-2 [|B"'(t) [ dr=<0.
S s

Luego,

(40) E(S)z E(T)

Por otro lado,
(u",u) +M(I/I”2u 12) (Au,u) = %(u',u)—[u'r +M(|A”2u |2)|A“2u[2 =—(Bu',u).

De donde,

T T

(41) [| w'(e) [ e (1) (@) - ! M(|A“2u |2)'|A”2u(;)|2 dt = j(b’u'(t),u(t))dt.

S
También,

2
’

E, () =|u' () + 47 (|A”2u(r)r) <lu' () + M (|A”?u(:)[2) |4 (1)

de donde,
(42) = jM(iA"zu(t)lz) |42 (o) dt < j(u'(l)r ~E, (1))
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de (41) y (42) tenemos

(43) 0< jr(]u(t)l2 ~E; (D)~ (Bu’(:),u(z)))dt ~ (u'(t),u(t))’:

de (43)

T

(1 (O = (B (0)0 ()~ a0 e,

A,

(44) [ £y (¢)dt <

Entonces
(45) f |u' (6)]at <-C ng (t)dt =—-CE,(T)+CE, (S) < CE, ()
también,
|(Bu'(£),u(2))| < ko ()] (8) < e o (8] 420 (1) <
< 2“2 { ' (o) + IA”Zu(t)IZ} <CE,(t)
de donde

T

(46) [(Bu'(¢),u(t))de < C [E,(£)at
S

Asimismo, tenemos el siguiente estimado

(47) —-(u'(t),u (t))lz =(u’(S),u (S))—(u'(T),u(T))Slu’(S)I |u (S)I+Iu'(T)| |u(T)|S

<CEy(5)+C E,(T)<2C E,(S)
Por lo tanto de (44), (45), (46) y (47) obtenemos finalmente
T
(48) [E,(e)de<C E,(S)

S

Con lo cual se demuestra el decaimiento de la energfa en forma exponencial.
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