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RESUMEN.- En este trabajo estudiamos la existencia, unicidad y el de-
caimiento de la energía asociada a la solución débil para el problema
abstracto:

(*) {U'+M(IA'l2uI2)AU+,BU'"f
u (O) = uo ; u (O) = u¡ .

El operador lineal A, esta definido por la terna {H, v,((, ))}, donde H
y V , son espacios de Hilbert, la inmersión de Ven Hes densa y compac-

ta. Lafunción no -lineal M ( s) es una función real derivable, estricta-
mente positiva, B: H ~ H es un operador lineal positivo.

1. INTRODUCCIÓN

Sea Q un abierto de R" con frontera regular; Q el cilindro
Q x ] 0, T [, °< T < 00, con frontera lateral L . La siguiente ecuación diferencial
parcial no-lineal

u=O

u (O) = uo

en L

nen

es un modelo n-dimensional con término disipativo lineal, de la ecuación que
describe las vibraciones no-lineales de una cuerda elástica de extensión finita,
que para dimensión n =1, tiene la forma (ver [17])

(2)
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donde E es el módulo de Young del material, 1 el momento de inercia, t y A
representan la densidad y el área de la sección recta, respectivamente.

Asimismo, desde el punto de vista de los métodos abstractos en espacios de
Hilbert, la ecuación (1) puede ser considerada como un caso particular de

(3)

en H

u (O) = Uo u'(0)=u1

donde A es un operador autoadjunto, no acotado y positivo, definido por la
terna {H, V, (( , ))}, H, V son espacios de Hilbert, la inmersión de Ven H es
densa y compacta y B es un operador simétrico y coercitivo.

Variantes de la ecuación abstracta (3), son por ejemplo:

(4)

(5)

(6)

u" +M (IA1
/
2uI

2
) Au + Aau' = f

u" +M (IA1
/
2uI2) Au + lur u' = f

Ku" + A2u +M (IA1
/
2uI2) Au + u' = f.

La ecuación (4), es estudiada entre otros por Medeiros, L. A. Y Milla, M. M.
[12], quienes prueban la existencia de soluciones globales para M (s) ;:::mo > O,
A un operador estrictamente positivo y a E (0,1]. Soluciones globales para
ecuaciones del tipo (6), son estudiadas por ejemplo por Izaguirre, R. y Pereira, D.

[6], quienes obtienen una solución global única, y donde la función K (x, t)' es no
negativo. Pereira ,D. [14] YMuñoz, J. [13] estudian la existencia" unicidad y
decaimiento de la energía para la ecuación (6). Izaguirre, R. y Veliz, V. [7] obtie-
nen el decaimiento de la energía, haciendo las siguientes hipótesis sobre elopera-
dor acotado K y la función no-lineal M:

(i) M (s) ;:::- 0", Vs ;:::O, Y O< O" < "tI ;"tl es el primer auto valor de A.
(ii) K es un operador simétrico en H, tal que (Ku, u) ;:::O; VU E H.

En la referencia [2]A'assila demuestra la existencia, unicidad y decaimien-
to de la energía para soluciones de los tipos anteriores.

Soluciones globales con datos analíticos 11 suficientemente pequeños" son estu-
diadas en [8].
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El caso degenerado de la ecuación (6) es tratado también en la referencia
[7], donde se determina la existencia y unicidad de una solución local débil. Asi-
mismo en Izaguirre, R. y Cabanillas, E. [6'] se trata la ecuación abstracta

(8)
u(O) =Uo ,u'( O) =«

donde la función no lineal M es de clase e' y acotada inferiomente¡ el operador
A es no negativo y los exponentes no negativos a, jJ, e; verifican ciertas condi-
ciones técnicas.

2. PRELIMINARES

Sean (V, (( , ) ) ), (H ,( , )) espacios de Hilbert, la inmersión de Ven H densa
y compacta. Sea también A el operador definido por la terna {V, H, ( ( , )) } .
Entonces, D( A) es un subespacio denso en H¡ A es un operador no acotado, auto
adjunto y positivo de H con espectro discreto

donde {wv} es un sistema ortonormal completo de H de modo que:

00

Au = LA; (U'Wv) Wv

v=l

u ED(A).

Asimismo, el operador A1
/
2 esta bien definido; es decir

00

A1
/
2

U = LAy2 (u, wv) Wv
v=l

U E V.
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Definiendo

00

IUI!= ¿1;a/(U,WV)/2, ¡, E D(Aa)
v=1

se tiene que:

1) (D (Aa ), 1.1 a) es un espacio de Hilbert .

2) Si a > jJ, D ( Aa) e D ( AP) Y la inmersión de D ( Aa) en e D (AP) es

compacta.

Bajo estas consideraciones teóricas de los métodos en espacios de Hilbert
para tratar ecuaciones diferenciales parciales, establecemos el primer teorema
sobre unicidad de la solución para el problema planteado.

La funcion (no lineal) M s~tisface las siguientes condiciones:

H-1: M E el (R)

H-2: M (s):::::mo > O; Vs E R
s

H-3: Al (s) = f M (A) d A ~ mi sM (s)
o

H-4: El operador lineal lineal B: H ~ H es simétrico y coercitivo:

ko IU 1
2
S (Bu, u)

/(Bu, v) /S k, 1 u 11 vi
H-5: Existen operadores lineales simétricos A¡: V ~ H, B¡ H ~ H ; tales que:

11 11

b(u, v) = (Au, Kv) = ¿(KA¡ u, A¡v) + ¿(K¡ u, A¡v),
¡=I ¡=I

11

al / A1/2U/
2

~ ¿IAIUI2 ~ a21 A¡ u 1

2

¡=I

Observacion 1. De la condición H-5 obtenemos:

11

b(u,u):::::ko alIA¡ ul2 + ¿(K¡u,A¡V)
¡=I

11

¿(K¡u,A¡v) sa~ lul/AI/2v/.
¡=I
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TEOREMADEE~ISTENCIA GLOBAL. Sean Uo E D(A), u) E D(AI/2) tales que,
1Auo 1

2 + IA1
/
2
U) I ~ R2

; donde la constante R será determinada posteriormente. Su-
pongamos que la función M y el operador B satisfacen las condiciones H-l, ..., H-5,

entonces existe una función vectorial u: [0, T] ~ D( A), tal que

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

U E Loo(O,T;D(A))

u I E LOO (0, T; D( A1
/
2
))

u" E L2(0,T;H)

u" +M(IAI/2UI2)AU+BU'=f en L2(0,T;H)

u (°)= Uo ' u' (°)= u) .

Demostracion. Sean 11,,, = [ w)' ... , w'" J, el subespacio generado por los prime-
ros "m" vectores propios del operador A y

(10)
m

»; (t) = ¿gim (t) Wi E v,,,
i=)

Donde las funciones &11' son determinadas por la solución del siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales :

(11) (u;"(t)'Wj)+M(lAII2u",(t)n(AU,,,(t)'Wj)+(Bu~,(t),Wj)=O' j=I,2, ... .m

(12) u",(O)=uom ~UO en D(A)
(13) «; (o) = u1", ~UI en D(A"2)

Luego de un análisis y aplicación del Teorema de Caratheodory sobre
existencia local de solución de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, el
sistema anterior admite solución en un intervalo [O, 1m ), de donde se sigue la
existencia de las soluciones aproximadas u", para m ¿ l. A continuación, debe-
mos obtener estimados apriori (acotaciones), para la sucesión {um}, de modo
que, podamos prolongarlas uniformemente a un intervalo de existencia.

ESTIMADO APRIORI 1. Es fácil comprobar que la ecuación (11) se verifica,
reemplazando w¡ por v E '11,,,. Entonces, haciendo v = 2u 'm (t) E 11,11' obtene-
mos:

(14)
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Entonces integrando en la desigualdad (14), sobre [O, t) se obtiene

I

(15) IU;', (t)12
+ M(IA1

/
2UIII (t)12) + 2 ~BI/2U;', (s)12 ds ~

o '

~ lullIJ + M(I A1
/
2UOIII 1

2
) ~ I uI1

2
+ M(IA1

/
2UO 1

2
).

ESTIMADO APRIORI 2.- Haciendo v = 2Au:,; (t) en la ecuación aproximada
obtenemos,

11

::; - 2 a31 A'/2u;', (t)12 +L (B¡u;', (/), A¡u;', (t)) + 1//;', (t) IAum (/)1
2

;=1

donde

(17) YVIll(t)=M(IA1
/
2UIII(t)1

2)

(18) YV'm(t)=2 M'(IAI/2Um(t)12)(AI/2Um(t),AI/2u;,,(t)).

Ahora teniendo en cuenta el estimado (15)y la continuidad de la función M ob-
tenemos

(19) lyv;,,(t)I=12M'(IAI/2Um(t)12)(AI/2UIIl(t),AI/2u;,,(t))I=

= 12 M' (1 AaulIl (t )12) (AulIl (t), U;/l (t))1

~e IAum (t)11 U;II (t)l·

Integrando en (16) , utilizando la desigualdad de Cauchy - Schwarz '. (19), Y la
condición H-1, obtenemos

(20) IA1
/
2U;,,(t)( +!f/m(t)IA1

/
2um(t)12 ~ IAI/2ulml2 + !f/m(O)IAuoIlJ +

+c 1{IA1
/
2U;,,(s)1

2 +IAUm{st)nds~C+C f~{IAI/2U:Il(s)12 +IAUIII(st)ndS.

Aplicando el lema de Gronwall en (20) obtenemos la acotación

(21 )

ESTIMADO APRIORI 3. Haciendo v = 2Aum (t) en la ecuación aproximada
obtenemos
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11

+2)~U:Il(t),A¡U:Il(t)) sIA/2u:ll(t)1
2

- V,1l(t) 1 A/2um(t) 1
2
+Ct lu~,(t)IIAum(t)1

i=1

donde

Definimos:

Eo(t)=IU:II(t)1
2 +M(IA1

/
2
UIll(t)1

2
)

El (t) = 1AI
/
2
U:1I (t )12 +M (1 AI

/
2
UIII (t )12) 1A U 111 (t )12

(Para simplificar las notaciones, en lo sucesivo, prescindiremos de los símbolos
" " "t")m y .

Por los estimados previamente obtenidos tenemos que:

E; = -2IB"2U'12

E{ =-2b(u',u')+v'(t)IAuI2
1/

H'=IA"2U'1
2

-v(t)IAuI
2

- :2)B¡U',A¡u).
i=1

Para a, jJ positivos, hacemos:

S=Eo +aE, +jJH

Proposición 1. Existen constantes Yo' Y¡ números reales positivos tales que:

Demostración. Tenemos que,

s = Ea + aE, + JlH = lu;,J +M (IAI/2UIII r) + aIAI/2u:.J + aM (IAI/2Um r )IAUm 12
+

+ Jl( AI/2U;1I (t), Al/2um) + Jl ~]BI/2 A¡U111 12
2 ¡=I
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Por el estimado apriori 1 :

(23) s, = lu'12 +M (IAI/2Ur)::; di IA1/'2uf + mlM (IA1/2U12 )IA1/2U12

::;di IA1/2U'1
2
+ m.d.M (IA1/2U12 )IAuI2 ::; CsEI ,

C, = di Ma.x {l, 1111} • Además,

(24) jJH = jJ( AI/2U', AI/2U ) + jJ tlBI/2 A¡u12 <
2 ¡=I

.::; jJIAI/2uf + jJdl IAuI2 + jJko tlA¡ul2 <
2 2 2 ¡=I

::; jJ IA1/2U'12 + jJdl M(IAll2uI2) IAul2 + jJdl aalko M(IAll2uI2) IAul2 ::;
2 2mo :.2111

0

::; jJ Max {1,~,ko al di} {IAI12u'12 + M (IAI/2UI2) IAuI
2} = C

6
EI

2 1110 !no

Luego:

(25) s ::;(e,+e,+a) s.s 11 El

11 =3 Max{CS,C6,a}

Por otro lado,

(

2 J ', jJ jJd al k,
Haciendo C(jJ) = -+ I ya=2C(jJ),obtenemos

41110 21110

(27)
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Considerando B suficientemente pequeño, Yo = e (p) < Jí .

Proposición 2. Existen constantes positivas p, q tales que,

(28) S'(t) ~ -p S(t) + qEII/2 (t )S(t)

Demostración. Tenemos

E; =-2IS'/2Uf ":;;-2kolu'12

2C(p)E; = -4C(J1) b( u',u') + 2C(J1) M'(lAI/2UI )( A1/2U,AI/2U') IAul2
"

PH' ~ p1A1/2U'1
2
- J1M(IAI/2UI) IAul2 - P :¿)S;u',A;u)

;=1

Entonces

S':$ - Zk¿ lu'12 - 4C(J1)koao IA1/2U'12 (u',u') + 4C(J1) a3Iu'IIAI/2u'l +

+ 4C(P) aslAl/2u'll Aul + ,8IAI/2U'( - ,8M(IAI/2UI) IA¡,¡Y + ,8a3Iu'll A1/2UI..:;;

< - 2k, 1u'l' - 4C(JJ) k, a, 1A"'u' l' (u', u') + 2C(JJ) a,(-" 1u'l' + ~,1A'''u' l' J+
+ 4C(J1)as E~/2 + J1IAI/2Uf _,8M(IAI/2UI) IAul2 + ,8a3(éZlu'12 + -1-IAI/2uI2J

1110 2 2é2

Haciendo 6j = 2C(J1)a]
u,

é2 = J1~ r obtenemos

donde

h (2C (J1)) = 2C (p/ C; - 4ko ao e (,8)
ko

Debemos hallar J1 tal que:

(29)

(30)
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Para jJ suficientemente pequeño se cumplen las condiciones e (jJ) = Yo < YI Y
(30). Para verificar la condición (29), tenemos por hipótesis que:

(31) A=ea

2,,1
Sea 77 número real positivo tal que 77 > 2,,1-1 > 1

Consideramos /3" > O tal que e (jJ) = 2~b; entonces h (2e (/3,,)) > O.

La condición :

(32)
2 1 •~~ - (2 ( )) > - -1 ( )b 2 -h e /3" /3,,-e /3"

77 .

es equivalente (desde que e y c' son crecientes) con la condición

(33) c(~ lJ-1) > .E:= c' (/l,)
b 7l 2lJb r

Ahora (33) es consecuencia directa de (31). En efecto;

A(lJ-1) 1----'-----'- > -
277

d a3(lJ-1)2 ,,1('1-1) 1_-'----:---'--+ > -
b 7/ 77 2~(d a

3 (lJ-l)2 + A(lJ-l)J > .s:
'lb b 1/ 77 2lJb

d a
4
('1-1)2 + ea (lJ-l) = e(~lJ-l) > ~.
b2 1/ b 1/ b 7/ 2'lb

Para k suficientemente grande tenemos que
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Luego

donde

Proposición 3. Si los datos iniciales verifican la condición

(34 ) P > R ¿ EI
I/2 ( O)

q

Entonces

(35)

Demostración. Razonando por el absurdo, tenemos que la función q(t) es con-
tinua y lJ(O)> O por la condición (34). Luego existe r > O tal que:

(36)

(37)

E,(/)«:)' ~&o' V'/E[O,r) y

El (r) = &0

Desdeque S'(t)~-~(t)S(t)~O, 'íltE [o.r]. Entonces

r

S(t)-S(O)= fS'(z)dz~O, luego S(r)~S(O).
o

Por otro lado,

Esto es una contradiccion , luego la proposicion 3 está demostrada.

Acotación para u;,. En la ecuación aproximada (11), obtenemos

I u;J =-M(IAI/2u",n(AUm,U:')-(BU:,u:,):s:
~(M(IAI/2Umn IAUml+IBu:,I) lu:,1
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de donde

(38) ( U;;,) es acotada en L2 ( 0,00; H) .

Con los estimados obtenidos y procediendo de forma están dar para pasar alliímite
obtenemos una función u que satisface los requerimientos del teorema 1.

3. DECAIMIENTO DE LA ENERGÍA

En esta seccion demostraremos que el funcional de energía

decae exponencialmente cuando t -+ 00 .

Sea o::;; S ::;;T < co . Entonces,

T T

fE~(t)dt=Eo(T)-Eo(S)=-2 fIBI12U'(t) 1

2 dt::;;O.
s s

Luego,

(40) E(S)2.E(T)

Por otro lado,

De donde,

T T, T

(41) fl u'(t) 12dt-(u'(t),u(t))[ - f M(IAI12u nIAI12u(t)12 dt = f(Bu'(t),u(t))dt.
s s s

También,

de donde,
T T

(42) - fM(IAI/2u(t)n IAI12U(t)12dt s: J(lu'(tt -Eo(t))dt
s s
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de (41) Y (42) tenemos

T

(43) 0$ f (Iu' (t)12 - s, (t) - (Bu' (t),u (t)) )dt - (u' (t),u (t))I:
s

de (43)

T T

(44) fEo (t )dt $ f(lu' (t )1
2

- (Bu' (t ),u (t n)dt - (u' (t ),u (t ni:
s s

pero,

IU'(t)12 ::::(~'(t),u'(t)):::: (W'u'(t),Bu'(t)) s k~'IB'/2u'(t)12 ::::- kf E~ (t):::: -CE~ (t)

Entonces

T T

(45) flu'(t)ldt $-C fE~(t)dt=-CEo(T)+CEo(S)$CEo(S)
s s

también,

I(Bu'(t ),u (t ))1~ k,lu'(t )1/u(t)1 ~ k, a2/u'(t )/IA'12u (t)1 ~

~ k, 2a2 {IU'(t)/2 +IA1
/
2U(tt} ~ C Ea (t)

de donde

(46)
T T

f(Bu'(t),u(t))dt$Cg fEo (t)dt
s s

Asimismo, tenemos el siguiente estimado

(47) - (u' (t),u (t) )1: = (u' (S),u (S)) - (u' (n,u (r)) s lu' (S)I lu (S)I + lu' (ni lu (ni s
~CEo(S)+C Eo(r)~2CEo(S)

Por lo tanto de (44), (45), (46) Y (47) obtenemos finalmente

(48)
T

fEo (t)dt $ C Ea (S)
s

Con lo cual se demuestra el decaimiento de la energía en forma exponencial.
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