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ALGUNOS INV ARIANTES TOPOLOGICOS
DE FOLIACIONES POR CURV AS EN LA VECINDAD

DE UNA SINGULARIDAD AISLADA

Renato Benazic Tomé1

RESUMEN.M En el presente artículo, proporcionamos algunos invariantes
topológicos defoliaciones analíticas por curvas definidas en una variedad
compleja de dimensión 3 en la vecindad de una singularidad dicrítica
aislada.

1. INTRODUCCION

La finalidad de esta sección es dar algunas definiciones y establecer las no-
taciones necesarias útiles para el desarrollo del presente trabajo.

Sea Mn una variedad analítica compleja de dimensión n y consideremos
en ella una foliación analítica singular por curvas. Esto significa que en cualquier
punto p E Mn, la foliación es generada por el campo vectorial holomorfo:

(1)

y m.c.d. (ZI' Z2"'" Zn) = 1, donde 0n,p es el anillo de gérmenes de las funcio-
nes analíticas en p. En lo sucesivo, denotaremos por :Fz a esta foliaciación,
diremos que el campo Z genera la foliación :Fz y las funciones Z¡ serán llamadas
componentes o coordenadas de Z. El lector interesado en conocer detalles de la
teoría de funciones analíticas de variables complejas, deberá consultar [10] y para
los que deseen profundizar en la teoría de las variedades analíticas complejas,
recomendamos [13]. Sea p E Mn y consideremos una carta (U,;) de Mn
alrededor del punto p tal que ;(p) = O E en, claramente Z¡ o ;-1 es una
función analítica de varias variables complejas definida en una vecindad del ori-
gen y por lo tanto, ella tiene un desarrollo en series de potencias

Z; o ;-1 = LZ;k, 1::;; i s n ,
k:l:O

donde los Z¡k son polinomios homogéneos de grado k en n variables complejas.
El orden de Z¡ o ;-1 en el O E en es, por definición, el menor número entero v¡
tal que Z¡k •• O, para todo k < Vi Y Ati ¡;t O. No es difícil probar que el número
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v¡ es independiente de la elección de la carta (U, ~), por esta razón el entero v¡
es llamado el orden de Z¡ en p y lo denotamos por ord p ( Z¡) . La multiplicidad
algebraica de la foliación :Fz (o del campo Z) en el punto p E Mn, denotada
por mp ( Fz) (o simplemente por mp ( Fz ) ), es definida como el mínimo de los
órdenes ordp (Z¡). Un punto p E Mil es llamado punto singular de la foliación
Fz (o del campo Z) si y sólo si n1p (Z) ¿ 1, en caso contrario, decimos que p es
un punto regular. El conjunto de todos los puntos singulares de la foliación :Fz
será denotado por Sing(:Fz). Un purnto p E Mn es llamado singularidad aisla-
da de Z si y sólo si P E sing :Fz y existe una vecindad abierta U e Mil de p tal
que todos los elementos de U - {p} son puntos regulares de Z .

Un punto p E Mil es llamado irreducible su y sólo si n1p (Z) = 1 Yla parte
lineal de Z en P (i. e. DZ (p)) tiene al menos un autovalor no nulo.

Sea E: )V{'I ~ Mn el blow-up centrado en el punto p E Sing (:Fz ). En-
tonces existe una única manera de extender E * (Fz - {p}) a una foliación ana-
lítica singular :!; sobre una vecindad del espacio proyectivo
CP (n - 1) = E-1 (p ) e Mil , con conjunto singular de eadimensión mayor o igual
a 2. En este caso decimos que :li es el transformado estricto de :F;, por E. Ellector
interesado en mayores detalles sobre el tema, puede consultar las referencias [9],
[12], [3] Y [7].

Decimos que p es una singularidad no dicrítica de :Fz si y sólo si E-1 (p) es
invariante por ~, es decir, E-1 (p) es unión de hojas y singularidades de:!;.
En caso contrario, p es llamado singularidad dicrítica. El conjunto de las foliaciones
analíticas por curvas sobre Mil con una singularidad dicrítica aislada, será de-
notado por VII.

Sea Fz E VII generada por el campo vectorial holomorfo Z, tal que
mp (Z) = v. En [1] se demuestra que es posible asociar a J; (Z), el primer jet
no nulo de :Fz en p, un polinomio homogéneo Pv-I de n variables de grado
v - 1, tal que:

(2)
11 a

donde R (zp ... , zJ =Lz¡ - es el campo radial.
¡=I az¡

El polinomio Pv-1 define una hipersuperficie algebraica S sobre el espacio
proyectivo E-1 (p) ~ CP( n -1):

(3)

Observe que S contiene todas las singularidades del transformado estricto :!;.
La hipersuperficie S tiene la siguiente interpretación geométrica. Si
p E S - Sing (:Fz) entonces la hoja L de ii que pasa por p es tangente al
espacio proyectivo E-1 (p) Y si P E E-1 (p) - S entonces L es tranversal a
E-1 (p).
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Un caso importante ocurre cuando Sing(:Fz) = 0, es decir, cuando el trans-
formado estricto de :Fz no tiene singularidades en M n. Denotaremos por Von
al conjunto de tales foliaciones. Observe que, en este caso, cada P E E-1 (p) es
un punto regular de i;.. Por lo tanto es posible definir el indice de intersección
ip (El (p), L) entre la hoja L de i;. que pasa 'por p EEl (p) y el espacio
proyectivo E-1 (p). El índice de intersección tiene la siguiente propiedad:

ip(E-I(p),i) > 1 ~ L es tangente a E-1(p) <=> p ES.

El objetivo principal del presente trabajo, es estudiar los invariantes
topológicos de las foliaciones :Fz E rt' cuando n = 3 .

2. ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES

Sea :Fz E V; generado por el campo vectorial holomorfo Z, sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que la singularidad aislada dicrítica es el
O E C". Sabemos que cualquier punto p E E-1 (p) = CP(n -1) es un punto
regular de la foliación i;. Sea L la hoja de i; que pasa por p. Desde que
E-1 (O) Y i son subvariedades de C" de dimensiones complementarias (ver [8])
y P E E-1(0) n i,podemosdefinirelíndicedeinteersección ip{E-I(O),i) de la
hoja L con el espacio proyectivo E-1 (O) en el punto p. En efecto, podemos
suponer sin pérdida de generalidad, que p está en la carta de blow-up en donde
E se expresa como:

E(YI""'YII) = (YIYII, ... ,Yn-IY,,'Y,,) = (zl"",zn)

Desde que p = (l ,...,y~_P O) es un punto regular, la hoja i puede ser
localmente parametrizada por una función analítica

donde lIJ)E = { r E C : It I < 5}, tal que:

a'(r) = i(a(r)), VrElIJ)E

a'(O) = p.(4)

Desde que E-1 ( O) = {y n ;:: O}, podemos definir :

(5)

es decir, ip (E-1 (O), L) = m<=> an (r) = T" 8n (r) donde 8 es una función ana-
lítica y 8" (O):;t: O. Es claro que ijí (E-1 (O), L) ~ 1, V P E E-1 (O).
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El índice de intersección puede ser geométricamente interpretado como el
número de puntos de intersección de i con una pequeña traslación del espacio
proyectivo {Y n = o}, con 6 ::;:.O. Para mayor información sobre las propieda-
des del índice de intersección entre subvariedades analíticas de dimensiones com-
plementarias, el lector debe consultar [8].

Observe que si P E E-¡ (O) entonces a~ (O) = Pv-¡ (y?, ... , y~_p 1), con-
c1uimosque ip (E-1 (O), i) = 1 si sólo si P E E-1 (O) - S si Y sólo si i estrans-
versal a E-1 ( O) en p.

Una propiedad importante es que el índice de intersección es un invariante
topológico. Más específicamente, sea Z un germen en O E en de un campo
vectorial holomorfo y L un germen en O E e" de una subvariedad analítica
irreducible invariante por Z y de dim-L = l. Si B es una bola suficientemente
pequeña centrada en O E e" tal que B n L es conexo, entonces B n L es
homeomorfo a un disco bidimensional II»E = { T E e :IT I < E} . Tal
homeomorfismo puede ser realizado, por ejemplo, mediante una parametrización.
de Puiseaux

a : (II» E' O) --+ (B nL, O)
de BnL, donde a(T) = (a¡(T), ... ,a,,(T)), aj(T) = Tflljcj(T) con
cj(O)::;:. O Ó cj =0 y mj E Z+, Vl~j~n.

Bajo estas condiciones, la restricción Z lB n L puede ser considerado como
germen de un campo vectorial real con singularidad aislada, luego su índice en
O E en esta bien definido.

DEFINICION 1. Sean Z, L y B como antes. Definimos la Multiplicidad de Z a
lo largo de L en O, mo (Z, L) como el índice de Z lB n L en O E en, considerado
como un campo vectorial real en B n L .

La siguiente proposición, cuya demostración se encuentra en [6] establece
que el número mo (Z, L) puede ser calculado en términos de una parametrización
de Puiseaux a de L .

PROPosrCION 1. Con las notaciones anteriores, existe un único campo vectorial
hotomorfo X en II»E con X (O) = O tal que:

Z(a(T))=X(T)a'(T), VTE II»E

Además, si X (T) = r:jJ( T) :T (m E Z+ ), con jJ( O) ::;:.O, entonces

mo(Z,L)=m'
DEFINICrON 2. Sean :.Fz y Fz. dos gérmenes de foliaciones en O E en. Decimos
que :.Fz y Fz. son topológicamente equivalentes, lo cual será denotado por
:.Fz_ IOp Fz. (o simplemente por Z-top Z') si y sólo si existe h germen de homeomorfismo
en O E en tal que h * (:Fz. ) = :Fz. Es decir, L E :Fz => h [L] E :Fz .. El germen de
homeomorfismo h es llamado conjugación topológica.
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Sean :Fz Y :Fz. dos gérmenes de foliaciones con singularidad aislada en
O E ([11, tales que :Fz_ lop :Fz. por un homeomorfismo h :U ~ U' donde U y U'
son vecindades abiertas del O. Sea Luna subvariedad analítica, irreducible,
invariante por Z con singularidad aislada en O E ([11 Y dim.. L = l. Podemos
suponer que L nU es conexa. Bajo éstas condiciones, se sigue que L - {O} es
una hoja de :Fz y por el teorema de Remmert-Stein (ver [lO]), tenemos que
L'=h[L] es una subvariedad analítica, irreducible, invariante por 2' con
dinc. L ,= 1. Por lo tanto, mo(Z', L ,) está bien definido. Tenemos el siguiente
resultado.

PROPOSICION 2. La multiplicidad de 2 a lo largo de V es un invariante topológi-
co. Más especificamente, sean L y L' como antes. Si :Fz <top :Fz. entonces
1110 (Z, L) = 1110(Z', L ,) .

El lector puede encontrar la prueba de la Proposición 2 en [6].

Retornando a las foliaciones dicríticas, probaremos que existe una relación
entre el índice de intersección y la multiplicidad a lo largo de una subvariedad
invariante. En efecto, siguiendo [2] sea :Fz E V;, con 1110(Fz) = v y

€ =t: (O) = 0([-\(11 -l)~ pod~mos sup~ner, sin p_érdida ~~ general~dad, que
p - ~Yl , ... , Y/I-l)' Sea U vecindad de p tal que L 1_ n E (O) = {p}, donde_ _ u
L es la hoja de :Fz que pasa por p. Si s > O es suficientemente pequeño,
entonces L lü puede ser parametrizado por la función analítica

la cual satisface
a'(T) ::::Z(a(T)), V T E]]))E

a'(O) =p.

Si al! (T) = TIIl ill (T) con il! (O):¡; O Y 111 E Z+, se sigue de la definición de
índice de intersección que ip (E-1 (O), L) ::::m . Sea U vecindad de O E ([/1 tal

que E-'[U -{O}J~ (j y El Llü -{p}J= L-{O}. Entonces L es una
subvariedad analítica, irreducibte de U, invariante por Z, con singularidad
aislada en Oy dim.. L ::::1. Definimos a: (]j))E' O)~ (L, O) como:

a(T)={Ea(T)=Z(a(T)), T:¡;O
O, T=O

- E*Zse sigue que a es una parametrización de Puiseaux de L. Desde que 2 = --
Y/lv(ver [1]), tenemos que:
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a'(T) = i(a(T)) = DE-lo E(a(T))Z o E(a(T))
an(Tr

= DE-1 (a(T))Z(a(T)) = X(T) (E-loa)' T
a, (Tr a,; (Tr ( )

X(T) a'(T)
a,,(Tr

=

donde X es el campo vectorial holomorfo de la Proposición 1 y
TE II»E - {O} .

Concluimos que X(T) = an (Tr =T'" jJ(Tr, con jJ(O):;f: O. Resumi-
mos éstos resultados en el siguiente:

LEMA. Si :Fz E V~l , jJ E E-1 (O), L Y L como antes. En las condiciones menciona-
das, tenemos que

mo (Z, L) = mo (Z) ip ( E-1 (O), L)

Ahora podemos probar que la multiplicidad algebraica de una foliación en
V; ,y el índice de intersección son invariantes topológicos. En efecto, sean :Fz y
:Fz,dos elementos de V; tales que Fz _ top :Fz,por un germen de homeomorfismo
h. Sea p E E-1 (O) - S, donde S es la hipersuperficie de tangencia de Fz'
desde que L, la hoja de :Fz que pasa por jJ, es transversal al espacio proyectivo
E-1 (O) , tenemos que ip (E-1 (O), L) = 1. Consideremos Ü vecindad de p tal
que L lü 0- !-I (O) = {f} y U vecindad de O E<en tal que E-1 [U - {O}] ~ Ü.
Si L = ~lL lü - {p} J. entonces L - {O} es una hoja de :Fz y L es una
subvariedad analítica, irreducible de U, invariante por Z y dim.. L = 1.

De la definición de h, se sigue que h [ L - {O}] es una hoja de F¿,. Sea
U' = h [U] Y L' = h [ L - {O}J, se sigue del teorema de Remmert-Stein que L' es
una subvariedad analítica, irreducible de U', con singularidad aislada en O E en
y dimcL'=l. Desde que L'-{O}E.Fz. entonces E-1 [U-{O}JEFz .. Por lo
tanto i' = E-1 [U - {O}] esta contenido en una hoja de :Fz, y
L' n E-1(O)={p'}.

Bajo estas condiciones, del lema anterior tenemos que mo (Z, L) = mo (Z) y
de la varianza topológica de la multiplicidad a lo largo de L' (Proposición 2), se
sigue que:

mo (Z) = mo (Z', L') = mo (Z') ip (E-1 (O)~ L).
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Por 10 tanto 1110 (Z) es divisible por 1no (Z,) . Análogamente, si
q E E-1 (O) - S', donde S' es la hipersuperficie de tangencia de :iz·, tenemos
que mo (Z,) es divisible por 1110 (Z) y por lo tanto, 1110 (Z) = 1110 (Z ,) .

Más aún, si p E E-1 (O) n S, de la Proposición 2 y del Lema anterior, tene-
mos que:

i_(E-1(0),L)=mO(Z,L) =l11o(Z',L') =i_.(E-1(0),L')
p 1110 ( Z) 1110 ( Z ,) p •

De esta manera, hemos demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 1. La multiplicidad algebraica de una foliación de V; y el índice de in ter-
seccion, son invariantes topológicos. Más especificamenie, sean
Fz, Fz. E V¿', p, P " L y L' como antes. Si:Fz - top :Fz" entonces

Nótese que, de la construcción anterior, podemos definir la función j:
E-' (O) ~ E-' (O) por la regla de correspondencia:

(6) J(p) = p'

Desde que h es un germen de homeomorfismo en O E C". usando h-' es
fácil demostrar que J es biyectiva. Más aún, tenemos el sigueinte:

TEOREMA 2. Lafunción J definida por (6) es un homeomorfismo tal que J[ S] = S',
donde S y S' son las hipersuperficies de tangencia de las joliaciones Fz y :Fz" respec-
tivamente.
Demostración. Desde que J es una función biyectiva, es suficiente probar que
j es continua. Primeramente, probaremos que J es continua sobre E-' (O) - S
Yluego extenderemos J a una función continua sobre E-' (O) .

Sea p E E-1 (O) - S , de la definición de J y la parte (2) del Teorema 1,
deducimos que j(p)=p'EE-1(0)-S'. sea {p,,} una sucesión en E-'(O) tal
que Pn ~ p, probaremos que j (Pn) ~ j (p) = p'. Desde que p y p' son pun-
tos regulares de Fz y :Fz" respectivamente, por el Teorema del flujo tubular
complejo, existen a, a' >O; V ~ U, 0eu' vecindades de p y p' (respectivamen-
te) y difeomorfismos holomorfos Ij/ y Ij/', donde:

1j/:J]J)a,xBa ~ V,Ij/':J]J)a,xBa. ~ V', Ba={UECn-I:lul<a}

son tales que, Ij/(O,O) = p, Ij/'(O,O) = p' y Ij/ (resp. v') es una conjugél§ión analí-
t~a local en!,Ee 2 (resp. 2') y el campo vectorial c0r:,stante a' donde
a(T,U)=(l,O). Más aún, tenemos que 1j/-'[E-'(O)nvJ={O}x~a (resp.
vJ,-1 [E-' (O) n V'] = {O} x Ba,). Si h es una conjugación topológica entre Fz y :Fz.,
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se sigue que ií = E-' o h o E es una conjugación topológica entre Fz y :Fz, sobre
V - E-' (O), donde V es una vecindad de E-' (O). Por lo tanto:

iílv :V - E-' (O) ~ V'- E-' (O)

es un homeomorfismo y J- = 111 .
vnE-1(0)

Definiendo f¡ = (Ij/'T' o h o Ij/ y F = (Ij/'r' o j o v . se sigue que
ñ • n, x s, ~ lIJ)a' x Ba, y F: {O} x s, ~ {O} x s, tenemos las siguientes pro-
piedades:

• f¡ es continua en lIJ)a - {O} x Ba.
• i!(T,!!):(f¡~(T,u),f¡2(U)).
• H (0, °)- (O, O) .
• I!.¡ (0, u) = º, V U E B a'

H =F
• {O}xBa .

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesión, {¡\} está
contenida en V n E-' (O), luego ZII= Ij/-I (PII)' es una sucesión de la forma
zn =(O,un) con un EBa Y u" ~ O. Si 1'0 ElIJ)a -{O} entonces (1'o,un)~(1'o,0) y
por la continuidad de ñ • f¡ (1'0, un) ~ f¡ (1'0,O), tenemos ñ, (un) ~ H2 (O) = O .
Se sigue que:

F (ZII) = F (O, Un) = f¡ (O, Un) = (0, f¡ 2 (Un)) ~ ( 0, O) =F (0, O) .

De esta forma, j es contuinua sobre E-' (O) - S. Con la finalidad de
extender 1continuamente a E-' (O), usamos el criterio de Cauchy: Sea P E S,
debemos probar que V c>0,3c»0 tal que P"P2 EE-1(0)-S con
Ipl - pl<c> y Ip2 - pl<c>~ll(p,)- J(P2)I<c.

Para p E S Y P 1= j(p) E S' sea a, a' > 0, V. V', Ij/ y t¡/ como antes, to-
mando a ya' suficientemente pequeños tales que:

V'nE-'(O)~{ q'EE-1(0):/q'- j(p)/<c}

y considerando s > ° tal que {q E E-' (O): Iq - pl < <:>} e V nE-' (O), la hipóte-
sis del criterio de Cauchy se verifica. Así finaliza la demostración del Teorema 2.

Otro resultado que usaremos es que el índice de intersección es constante

(salvo en un conjunto de medida de Lebesgue cero) a lo largo de cada componen-
te irreducible de la hipersuperficie de tangencia. Más específicamente, sea

:Fz E 'D~I la foliación generada por el campo vectorial Z =t z,~ con
8z.

j;1 I

Zj =¿Z!' en donde los Z; son polinomios homogéneos de grado k y
k?;v

mo ( :Fz ) = v. Sean
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el primer Jet no nulo de Z y

s = { [ ZI;"'; Zn] ECP( n -1): Pv-I (z""., Zn) = O}

la hipersuperficie de tangencia de ;:;. Sabemos que la foliaci{on r. es generada
por el campo Z el cual, en la carta Un de en (estamos usando las notaciones de
[1]), se expresa como:

(7)
- ..¿..- a
Z = L..JZ¡-

¡=I ñy¡

donde:

(8) {

Z¡ (y" "., Yn) = ¿Y;-v [ Z!+I (y) - y¡Z;+1(y) ]
k?;v

Z¡ (YI"" , Yn) = Pv-I (y) + ¿ Y;-V Z; (y)
k2:v+1

Dado p=(y~,,,.,y~_,,O)EE-'(O)nÜn,consideremos i la hoja de ~ que
pasa por p , la cual puede ser parametrizada por la curva analítica:

a = (al, ••.,an): (JI])e» O) -; (i, p)
donde

(9)

{
al(T) = Z(a(T)), i.e.a;(T)=Z¡(a(T)),
a(O) = p.

que:

Dado P E S , calcularemos

a:(T)= :t~ZII(a(T))a;(T), luego
¡=I y,

a"(O). De (9) tenemos que:
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11-1 -

a;; (O) =¿~Zn (jJ) ti (jJ)
i=1 y,
n-

18ft
=L 8:~1(Yo) [ Z~+I(Yo) -l Z~+I(Yo) ]

i=1 '

11-1 8ft n-18ft
~ v-I (- ) z' (-) z: (-) ~ o v-I (- )= L,..¡& Yo v+1 Yo - v+1 Yo L,..¡Yi & Yo
i=1 I i=1 I

donde Yo = (y~, "" Y,~_I' 1), Por 10 tanto:

(10)

11-1 ::¡p
-" () ~ u v-I ( o O) i ( o O)a" O = L,..¡-::¡- YI' .. " Yn-I' 1 ZV+I YI' .. " Yn-I' 1oz.

i=1 I

Definimos el polinomio homogéneo Q2v-1 de grado 2v -1 como:

(11)

y denotamos por S* a la hipersuperficie algebraica generada por Q2v-l' Le,

(12)

de (10) deducimos que:

Note que los puntos singulares de la hipersuperficie de tangencia S están
contenidos en S *, Sin embargo, S nS * contiene otros puntos p los cuales no
son singularidades de S pero ip (E-1 (O), i) > 2, En efecto, si consideramos por
ejemplo el campo vectorial holomorfo

Z (ZI' Z2' Z3) = (ZIZ3' Z2Z3 + z¡ ,z: + z~Z2 - z;),
se tiene que ~ E V¿,mo (Z) = 2 Yel polinomio homogéneo de grado 1asociado a
Z es P¡ (ZI' Z2' Z3) = Z3' Entonces, la hipersuperficie de tangencia S de ~ viene
dada por:

S = { [ ZI; Z2; Z3] E <CP (2) : Z3 = O}
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y

sn S * = {[ 1; 1; O], [ 1; - 1; O] ,[ 1; O; O]} .

Como se prueba en [4], en los tres puntos de S nS * el índice de intersec-
ciónes3ysi pES-S*, entonces ip(E-'(0),i)=2.

El ejemplo anterior nos muestra que el índice de intersección es cons-
tante en casi todo punto de cada componente irreducible de la hipersuperficie de

tangencia S. Más específicamente, sea :Fz E V¿' con !no (:Fz ) = v tal que

v (" 8 Ji; (Z) = Pv-I ~Z¡ 8z¡ .

Desde que Pv-I es un polinomio homogéneo de n variables, puede ser
factorizado:

(13) P F.r¡ F.'i
v-I = 1 ••• I

donde los 0 (1:::; j :::;1), son polinomios homogéneos irreducibles de grado
deg (Fj ) = gj' Esta factorización es única salvo factores constantes no nulos. De
acuerdo a la factorización (13), podemos escribir la hipersuperficie de tangencia

S = {[ ZI; ••• ; Zn] E CP( n - 1): PV-1 (z" ... , z,,) = O}

como:

(14) S r¡SI + ... + ¡¡SI

donde:

(15) Sj = {[ z,; ... ; ZII] E CP(n -1): 0 (ZI"'" z,,) = O}

Las hipersuperficies algebraicas Sj (1:::; j :::;1) son llamadas las componen-
tes irreducibles de S, mientras que los números enteros positivos S¡ y 1j son
llamados respectivamente, el grado y la multiplicidad de Si en S. Es claro que,
el grado y la multiplicidad de Sj en S satisfacen la ecuación:

1

¿1jgj = v-l
j=1

(16)

De manera análoga a (11), definimos los polinomios homogéneos:

(17) [ ]
~ 8Fj i

= dFj ZV+l = L.,..¡-- ZV+l
i=l 8z¡
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y denotamos por S; a la hipersuperficie algebraica:

(18)

Note que los puntos singulares de la hipersuperficie Si están contenidos en
S;. Bajo éstas condiciones, tenemos el siguiente resultado, cuya demostración
puede ser encontrarla por el lector en [4]:

TEOREMA 3. Con las notaciones introducidas anteriormente, sea p E Sj - S; tal que
p ~ 8;, 1s i s 1, i j:. j. Entonces ip (E-' (O), L) = r¡ + 1.

3. EL RESULTADO PRINCIPAL

Todos los resultados dados en la sección anterior son válidos en cualquier
dimensión n . Sin embargo, cuando n = 3, podemos detectar la existencia de
otros invariantes topológicos los cuales, como veremos, están fuertemente rela-
cionados con el primer Jet no' nulo de campo Z que genera a la foliación.

3 a .
Sea :FzE vg generada por Z = L z, - con z; = "Z~, (1s i s 3) don-

8z. ~
i=l 1 k z:v

de los z1 son polinomios homogéneos de grado k, Z~ = z¡~-l Y 1110 (Z) = v. En

este caso, la hipersuperficie de tangencia S es una curva a1gebraica en CP(2)
definida anteriormente por S = { [ZI; Z2; Z3] E CP (2) : P"-I (z" Z2' Z3) = O}. Usan-
do las notaciones de la sección anterior, si P"-I es un polinomio no irreducib1e,
entonces puede ser factorizado por

p =F,'i ... F,'í
v-I 1 I

y
S=1j.5; +"'+r¡S¡

donde Si ={[ZI;Z2;Z3]ECP(2):F¡(Z"Z2,Z3)=0}, (lsjsl) son las compo-
nentes irreducibles de S. Empleamos las siguientes notaciones:

#(S) = 1 : número de componentes irreducibles de S.
r(S) {lí, ,'í}, donde'} es la multiplicidad de S¡, V lsjs/.
g (S) = {g" , g,}, donde gi es el grado de s., V 1s j si.

Para cada componente irreducib1e Si de S , asociaremos la curva algebraica:

donde Gi es el polinomio homogéneo de grado g + v definido por

~aFj i
Gj = ~--ZV+l

i=l az¡

Es claro que los puntos singulares de la curva Si están contenidos en S;.
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Del Teorema 3 se sigue que, si p E Sj nS;, entonces ip (E-1 (O), L) > rj + 1,
donde L es la hoja de ~ que pasa por p. Una propiedad importante de las
curvas Sj y S; es que ellas no tienen componentes comunes. Más aún, tenemos
la siguiente:

PROPOSICION 3. En las condiciones anteriores, tenemos que para todo
1:::;j :::;1, Sj n S; es un conjunto finito que tiene gj (gj + v) elementos.

•DEMOSTRACION. Procediendo por contradicción, suponga que Sj y Sj tie-
nen una componente en común. Desde que Sj es irreducible, tenemos que:

+3Fj i
Gj = L..,¿-- Zv+1 = FjQ

;=1 3z;(19)

donde Q es un polinomio homogéneo de grado v. Consideremos el siguiente
sistema de ecuaciones homogéneas:

(20)

P"-I (z) = O

Z2Z~+1 (z) - ZIZ:+I (z) = O

Z3Z~+1(z) - ZIZ:+I (z) = O

Z3Z:+ I ( Z ) - Z2Z~+1(z ) = O

Sea Zo = (z~, z~,zn un punto de (:3 tal que F¡ (zo) = O Y

z~Z~+I (zo) - z~Z:+I (zo) = O. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que

Zo es un punto regular de F¡, más aún, 3F¡ (zo) "F-O. De (19) y la fórmula de
3z3Euler, no es difícil probar que:

y

De este modo Zo "F-O E e3 es una solución de (20), pero ésto implica (ver
[1]) que :Fz € ~ lo cual es una contradicción. De esta manera, la Proposición 3
sigue del Teorema de Bezout.
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Consideremos Fz Y Fz. E vg tales que, Fz _ top F'z.. Por la parte (1) del
Teorema 1, tenemos que mo (Z) = mo (Z ,) = v. Sea S (resp. S') la curva de
tangencia de:Fz (resp. F'z. definida por el polinomio homogéneo P,,-, (resp.
P"-,) el cual es factorizado como P,,-, = F¡li ... F/ (resp. r: = (F'¡ f' ...(F~.t)
donde deg (0) = g}, 15,) 5,I (resp. deg(F~) = g~, 15,) 5,['). Entonces
S = 'íS¡ + ... + 'íS¡ (resp. S' = r', S'¡ + ... + r'; S',.). Estamos en condiciones de
enunciar y demostrar nuestro resultado principal:

TEOREMA. Consideremos Fz y Fz. E vg. Con las notaciones anteriores, si
:Fz - top F'z. entonces

(1) #(S) #(S').
(2) r(S) = r(S').
(3) g(S) = g(S').
En donde # (S) es el número de elementos del conjunto S.

Demostración. Desde que :Fz _ top ':Fz. del Teorema 4, existe un homeomorfismo

1: F'(O)~F'(O)(F'(O) = CP(2)) tal que 1[s]=s'· Primero,conside-
remos el caso cuando S es irreducible. Afirmamos que S' también es irreducible.
En efecto, suponiendo por contradicción que S' = S', U S'2' del Teorema de
Bezout se sigue que S'¡ n S'2 consiste de un número finito de puntos
{p'¡, ... , p'~} (N = deg(S'I)' deg(S'2))' Denotemos p} = ¡-' (p'}), 15,) 5,N Y
consideremos S = S - {A, ... , PN} Y s' = S' - {p'l> ... , P'N} con la topología
inducida de C1\ 2). Bajo estas condiciones, tenemos que 11s : f; ~ f;' es un
homeomorfismo entre espacios topológicos, donde S es conexo pero f;' no lo es,
lo cual es una contradicción. Para el caso general, aplicamos el argumento ante-
rior a cada componente irreducible Sj de S. Concluimos que S y S' tienen igual
número de componentes irreducibles, es decir # (S) = # (S '), lo cual prueba la
parte (1).

Denotemos f[ Sj ] = S'j' V 15,) 5,t . Desde que Sj nS; es finito

\:j :Fz. E vg, (ver Proposición 3), podemos ele&ir un punto

pESj -(S; U (U;=l.i •.j 8;)) tal que, p'=1(p)ES'j -((S;) U (U;=I.i"j S'i))'

Sea L (resp. L') la hoja de :Fz (resp. :Fz.) que pasa por p (resp. p'). De la

parte (2) del Teorema 1 y el Teorema 3, tenemos que:

entonces 'j =r'j: "115,)5,[. Por lo tanto r(S)=r(S'),locualpruebalaparte

2).
Finalmente, desde que tenemos un homeomorfismo de CP( 2) en CP( 2)

tal que S es homeomórficamente mapeado en S', técnicas usadas en [5], pode-
mos probar que s, = g 'j' V 1 5, ) 5, t . Esto finaliza la prueba del Teorema C.
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Finalmente, debemos mencionar que el teorema anterior generaliza los re-
sultados obtenido por M. Klughertz (ver Teorema 1.2 de [11]), en dimensión
compleja 2, al caso 3-dimensional.
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