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ALGUNOS INVARIANTES TOPOLOGICOS
DE FOLIACIONES POR CURVAS EN LA VECINDAD
DE UNA SINGULARIDAD AISLADA

Renato Benazic 'I'omé1

RESUMEN.- En el presente articulo, proporcionamos algunos invariantes
topoldgicos de foliaciones analiticas por curvas definidas en una variedad
compleja de dimension 3 en la vecindad de una singularidad dicritica
aislada.

1. INTRODUCCION

La finalidad de esta seccién es dar algunas definiciones y establecer las no-
taciones necesarias ttiles para el desarrollo del presente trabajo.

Sea M" una variedad analitica compleja de dimensién n y consideremos
en ella una foliacién analitica singular por curvas. Esto significa que en cualquier
punto p € M?", la foliacién es generada por el campo vectorial holomorfo:

)
) Z”ZZ"E’ Lo Dl €00
i=1 !

y m.c.d. (Z], Zoiiuig Z,,) =1, donde O, , es el anillo de gérmenes de las funcio-
nes analiticas en p. En lo sucesivo, denotaremos por F, a esta foliaciacién,
diremos que el campo 7 genera la foliacién JF, y las funciones Z; seran llamadas
componentes o coordenadas de 7. El lector interesado en conocer detalles de la
teoria de funciones analiticas de variables complejas, debera consultar [10] y para
los que deseen profundizar en la teoria de las variedades analiticas complejas,
recomendamos [13]. Sea p € M" y consideremos una carta (U, ¢) de M"
alrededor del punto p tal que #(p) = 0 € C", claramente Z; o ¢! es una
funcién analitica de varias variables complejas definida en una vecindad del ori-
gen y por lo tanto, ella tiene un desarrollo en series de potencias

Zo¢' =z, 1sisn,

k20

donde los Z} son polinomios homogéneos de grado k en » variables complejas.
Elordende Z; o ¢~' enel 0 € C" es, por definicién, el menor nimero entero v,
tal que Z* = 0, paratodo k < v; y A" = 0. No es dificil probar que el niamero
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v; es independiente de la elecci6n de la carta (U, ¢#), por esta razén el entero v
es llamado el orden de Z; en p y lo denotamos p:or ord, ( Z;). Lamultiplicidad
algebraica de la foliacion F, (o del campo z) en el punto p e M”", denotada
por n, (FZ ) (o simplemente por m, (.7:2 ) ), es definida como el minimo de los
oérdenes ord, (Z,.). Un punto p € M" es llamado punto singular de la foliacion
F; (o del campo z)siy sélosi m, ( Z ) 21, en caso contrario, decimos que p es
un punto regular. El conjunto de todos los puntos singulares de la foliacion F,
serd denotado por Sing(F;). Un purnto p € M" es llamado singularidad aisla-
dade Z siysoélosi p € sing F, y existe una vecindad abierta U c M" de p tal
que todos los elementos de U — { p} son puntos regulares de 7 .

Unpunto p € M" es llamado irreducible su y sélosi m, (Z )=1yla parte
lineal de 7 en p (i.e. DZ ( p)) tiene al menos un autovalor no nulo.

Sea E: M" - M" el blow-up centrado en el punto p € Sing(fz). En-
tonces existe una tinica manera de extender £ *(Fz = { p}) a una foliacién ana-
litica singular ffz sobre una vecindad del espacio proyectivo
CP(n-1)=E™'(p) = M", con conjunto singular de codimensién mayor o igual
a 2. En este caso decimos que j—zz es el transformado estricto de JF, por E. Ellector
interesado en mayores detalles sobre el tema, puede consultar las referencias [9],
[12], [3] y [7].

Decimos que p es una singularidad no dicritica de F, siy s6lo si E & ( p) es
invariante por JEZ, es decir, E ot ( p) es unién de hojas y singularidades de .7-;
En caso contrario, p esllamado singularidad dicritica. El conjunto de las foliaciones
analiticas por curvas sobre M" con una singularidad dicritica aislada, sera de-
notado por D".

Sea F, € D" generada por el campo vectorial holomorfo 7, tal que
n, (Z ) = v. En [1] se demuestra que es posible asociar a J, (Z ), el primer jet
no nulo de F, en p, un polinomio homogéneo £,_; de n variables de grado
v — 1, tal que:

@) Jy(Z) = PR

donde,R(z,...,2,) = ) iy campo radial.
1=1 i
El polinomio F,_; define una hipersuperficie algebraica § sobre el espacio
proyectivo E™' (p) = CP(n-1):

3) S = {[z-32.] € CP(n-1): B (250002,) = 0]

Observe que § contiene todas las singularidades del transformado estricto }-;
La hipersuperficie § tiene la siguiente interpretacién geométrica. Si
P& Sz Sing(ﬁ'z) entonces la hoja j de JEZ que pasa por p es tangente al
espacio proyectivo £7'(p) y si p € E"'(p)-S entonces f es tranversal a
E™ ( p).
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Un caso importante ocurre cuando Sing (.7:}: ) = 0, es decir, cuando el trans-
formado estricto de J, no tiene singularidades en A{". Denotaremos por D
al conjunto de tales foliaciones. Observe que, en este caso, cada p € E il ( p) es
un punto regular de J"j"z Por lo tanto es posible definir el indice de intersecciéon
iy (E‘ (p), L) entre la hoja f de F, que pasapor peE ' (p) y el espacio
proyectivo E™ ( p). El indice de interseccién tiene la siguiente propiedad:

i(E"(p).L)>1 & L estangentea E™'(p) < p e s.

El objetivo principal del presente trabajo, es estudiar los invariantes
topologicos de las foliaciones F, € T cuando n=3.

2. ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES

Sea F, € D, generado por el campo vectorial holomorfo Z, sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que la singularidad aislada dicritica es el
0 e C". Sabemos que cualquier punto p € B ( p) = CP(n = l) es un punto
regular de la foliacién f'z Sea L la hoja de Jj'z que pasa por p. Desde que
Bl (0) y [ son subvariedades de " de dimensiones complementarias (ver [8])
y B € E7(0) N L, podemos definir el indice de inteerseccion iy (E‘ : (0),i) de la
hoja L con el espacio proyectivo E~ (0) en el punto p. En efecto, podemos
suponer sin pérdida de generalidad, que p esté en la carta de blow-up en donde
E Se expresa como:

E(yl""!yn) =2 (ylyn:'“) Wit y,,,y,,) = (21,...,2")

Desde que p = (ylo rees )’2_1, 0) es un punto regular, la hoja L puede ser
localmente parametrizada por una funcién analitica

&= (&,,---,é,,)=(ﬂ1’e,0)—>(i’ p)

donde D, = {TGC:[T| < 5},talque:

'(T) = Z(@(T)), VYTeD,
'(0)

QA

(@ 5.

RN

Desde que £ (0) = { y, = 0}, podemos definir :

(5) is(E7(0),L) = ordy(a,)

es decir, i (E_] (0), ~) m<e a, (T)

=T"g, T ) donde 2 es una funcién ana-
litica y &, (0)#0. Es claro que i; ( '(0),

) , ¥ peE(0).
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El indice de interseccion puede ser geométricamente interpretado como el
namero de puntos de interseccién de L con una pequefia traslacion del espacio
proyectivo { Y, =0 } ,con J.# 0. Para mayor informacién sobre las propieda-
des del indice de interseccion entre subvariedades analiticas de dimensiones com-
plementarias, el lector debe consultar [8].

Observe que si p € E”' (0) entonces a',, (0) o (}’1 yeens y,?_p 1), con-
cluimos que i. ( E (0) ) = ] sisolosi p € E~ (0) S siysolosi  estrans-
versala E~ ( ) en p.

Una propiedad importante es que el indice de interseccién es un invariante
topolégico. Mds especificamente, sea 7 un germen en 0 € C" de un campo
vectorial holomorfo y 7 un germen en (0 € C" de una subvariedad analitica
irreducible invariante por 7 y de dim:L =1. Si B es una bola suficientemente
pequefia centrada en 0 € C" tal que B[] L es conexo, entonces B[)L es
homeomorfo a un disco bidimensional D = {TEC:|T| < e} . Tal
homeomorfismo puede ser realizado, por ejemplo, mediante una parametrizacién
de Puiseaux ’

a:(D,0)—(BNL,O)
de BNL, donde a(T)= (afl (T)s- (T)), a;(T) = Tm"aj (T) con
£(0)#06&=0ymeZ, Vi<j<n.

Bajo estas condiciones, la restriccion Z IB G puede ser considerado como
germen de un campo vectorial real con singularidad aislada, luego su indice en
0 e C"esta bien definido.

DEFINICION 1. Sean Z,L y B como antes. Definimos la Multiplicidad de Z a
lo largo de L en 0, my(Z, L) como el indice de Z |, ., en 0 e C", considerado
como un campo vectorial real en B[ L.

La siguiente proposicién, cuya demostracién se encuentra en [6] establece
que el namero (Z 5 L) puede ser calculado en términos de una parametrizacion
de Puiseaux o de L .

PROPOSICION 1. Con las notaciones anteriores, existe un unico campo vectorial
holomorfo x en D, con X (0)=0 tal que:

Z(a(T))=X(T)a'(T), VTe D,
Ademds, si X(T)= T’”ﬂ(T)%(m € Z+), con 3(0)#0, entonces
m, (Z, L)=m

DEFINICION 2. Sean F, y JF, dos gérmenes de foliaciones en 0 € C". Decimos
que F, y J, son topolégicamente equivalentes, lo cual serd denotado por
F; - 10p Fp (0 simplemente por Z_,,, Z") si y solo si existe h germen de homeomorfismo
en 0 e C" tal que h*(F,.)=F,. Es decir, L € F, = h[L]e F,.. El germen de
homeomorfismo h es llamado conjugacién topologica.
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Sean F, y JF; dos gérmenes de foliaciones con singularidad aislada en
0 e C", tales que F7 . top Jz por un homeomorfismo #:U — U' donde U y U’
son vecindades abiertas del 0. Sea L una subvariedad analitica, irreducible,
invariante por 7 con singularidad aislada en 0 € C" y dim: L =1. Podemos
suponer que L[ U es conexa. Bajo éstas condiciones, se sigue que L —{0} es
una hoja de JF; y por el teorema de Remmert-Stein (ver [10]), tenemos que
L'=h[L] es una subvariedad analitica, irreducible, invariante por Zz' con
dime L'=1. Por lo tanto, m,(Z', L") est4 bien definido. Tenemos el siguiente
resultado.

PROPOSICION 2. La multiplicidad de Z a lo largo de V' es un invariante topoligi-

co. Mis especificamente, sean L y L' como antes. Si Fz_,, F, entonces
mo(Z,.L) =my(ZL.L").

El lector puede encontrar la prueba de la Preposicion 2 en [6].

Retornando a las foliaciones dicriticas, probaremos que existe una relacion
entre el indice de interseccién y la multiplicidad a lo largo de una subvariedad
invariante. En efecto, siguiendo [2] sea F, € D, con my(F,) =V y
pe 0( ) (C ( ) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
p= 1(‘;1 soees Yo_1 ). Sea {7 vecindad de p tal que L| N E£7(0) = {p}, donde
L esla hO]a de F, que pasapor p. Si &> 0 es ‘suficientemente pequeiio,
entonces L IG puede ser parametrizado por la funcién analitica

la cual satisface

Si @,(T)=T"¢,(T) con &,(0) %0 y meZ", se sigue de la definicién de
indice de intersecci6n que i; (E '(0), L) =m . Sea [y vecindad de 0 ¢ C" tal
que E- [U— 0:|CU y E[i| {ﬁ}}=L—{O}.Entonces L es una
subvariedad analitica, irreducib e [/, invariante por 7 , con singularidad
aislada en 0y dimg L =1. Definimos @ : (]D)E, 0) — (L, 0) como:

E&(T)=Z(a(T)), T#0

0, =0
; s 5 = (E*Z
se sigue que ¢ es una parametrizacién de Puiseaux de L. Desde que Z =
(ver [1]), tenemos que: Yn
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#(r) = 2(a(n)=2 °E(c‘;(fé?){°E(&(T))

» DE”] (a(T))Z(a(T)) i X(T) (E-l A a')'(T)
Gy &)

&" (T)V

donde Y es el campo vectorial holomorfo de la Proposicién 1 y
TeD, - {0} .

Concluimos que X (T)=&, (T) =T"" A(T)", con A(0)#0. Resumi-
mos éstos resultados en el siguiente:
LEMA. Si F, €Dy, pe E™! (0), Ly L como antes. En las condiciones menciona-
das, tenemos que

my(Z,L)=m,(Z)i; (E"1 (0), f)

Ahora podemos probar que la multiplicidad algebraica de una foliacién en
Dy ,y el indice de interseccién son invariantes topol6gicos. En efecto, sean F, y
. doselementosde D] tales que F7 - ,,, . por un germen de homeomorfismo
h. Sea p € E™' (0) —§, donde § es la hipersuperficie de tangencia de F,
desde que L, lahojade F, que pasa por j, es transversal al espacio proyectivo
E™(0), tenemos que i;(E™'(0),L)=1. Consideremos {7 vecindad de j tal
que EIU E'(0)={p} y U vecindad de 0 e C" talque E™'[U-{0}] = U.
5i L = E f‘|g —{p} | entonces L —{0} es una hoja de F; y L es una
subvariedad analitica, irreducible de {/, invariante por 7z y dimc L=1.

De la definicién de h, se sigue que h[L - {0}] es una hoja de F;.. Sea
U'=h [U ] yL'= h[ L~ {0}] , se sigue del teorema de Remmert-Stein que 7' es
una subvariedad analitica, irreducible de {/', con singularidad aisladaen 0 ¢ C"
y dimz L'=1. Desde que L'- {0} € J,. entonces z! [U = {O}:l € ;.. Por lo
tanto L'=E™ [: B {0}] esta contenido en wuna hoja de X, y

L'NE(0)={p'}.

Bajo estas condiciones, del lema anterior tenemos que 1, (Z, L) =m,(Z) y
de la varianza topoldgica de la multiplicidad a lo largo de L' (Proposicién 2), se
sigue que:

my(Z)=my(Z, L'} =my(2") i (E7 (0);:8):
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Por lo tanto m,(Z) es divisible por my(Z g ¥ Anélogamente, si
GeE™ (0)-S', donde §' es la hipersuperficie de tangencia de #7', tenemos
que 7y (Z") es divisible por m, (Z) y por lo tanto, my (Z) = m, (Z ) ;

Mas atin, si p € E”' (0)N S, de la Proposicién 2 y del Lema anterior, tene-
mos que:

my(Z,L) m, {E%LY

iy (B (0), £) == o == S =i (£ (0), 1),

my(Z) my(Z")

De esta manera, hemos demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 1. La multiplicidad algebraica de una foliacion de Dy y el indice de inter-
seccion, son invariantes topolégicos. Mas  especificamente, sean
T, Fou & T0 B, P i y L' como antes. Si -7:2_,01, F;., entonces

(1) my, (Z) =m, (Z ')
@ i (E7(0),L)=iz(E(0), L)

Notese que, de la construccion anterior, podemos definir la funcién f:
= (0) —> E7'(0) por la regla de correspondencia:

(6) f(p)=p'

Desde que / es un germen de homeomorfismo en (0 € C", usando j~' es
facil demostrar que f es biyectiva. Mds aun, tenemos el sigueinte:

TEOREMA 2. La funcién f definida por (6) es un homeomorfismo tal que f[S]=
donde S y S’ son las hipersuperficies de tangencia de las foliaciones F, y JF,., respec-
tivamente.

Demostracién. Desde que f es una funcion biyectiva, es suficiente probar que
/ es continua. Primeramente, probaremos que f es continua sobre E By (0) -5
y luego extenderemos f a una funcién continua sobre E™'(0).

Sea peE'(0)-S, de la definicién de f y la parte (2) del Teorema 1,
deducimos que f ( p) p'ek” (0) S'. sea { ,5,,} una sucesién en E™ (0) tal
que p, — p, probaremos que f(p,)—> f(p)=p'. Desdeque p y ' son pun-
tos regulares de F, y J,., respectivamente, por el Teorema del flujo tubular
complejo, existen @, @' >0; ¥ cU, V' U’ vecindadesde p y p' (respectivamen-
te) y difeomorfismos holomorfos ¢ y ', donde:

w:D,xB, > V,p':DuxB, > V', B,={ueC":|u|<a}

son tales que, ;V(O 6) =P, ;.//'(0 6) =p'y ¥ (resp. ') es una conjugaéién anali-
tga local entre 7 (resp. 7') y el campo vectorial constante L donde
(T,u)= ( ) Més atn, tenemos que ¥~ (E (O)HV} { } 53'” (resp.
" I:E ] {0} x B). Si h es una conjugacion topoldgica entre F, y F.,
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sesigueque 1= E ' oho E esuna conjugacion topol6gica entre F, y . sobre
V-E"' (0), donde J es una vecindad de £ (0) Por lo tanto:

il ¥~ E(0) 7'~ E7(0)

es un homeomorfismo y f = f;] NED)’

(y')' o foy, se sigue que

Definiendo H = (;{/) ohoy y F=
H:D,xB, > D,xB, y F:{0 } — {0} x B,, tenemos las siguientes pro-
piedades:

¢ 7 escontinuaen D, —{O}XBQ.

o H(T,u)=(H,(T,u),H,(x)).

. H(O 0)=(0,0).

¢ H (0, u) 0, YueB,.

¢ loyxs,

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesion, { ,5,,} esta
contenida en ¥ [ E'l( ) luego z, = y/"( ﬁn) es una sucesion de la forma
z,=(0,u,) conu, € B, yu,—0.Si T,eD, - {0} entonces (T;,u )-—)(TO,O)
porla continuidad de H: H( S, ) = H(T},, 0) tenemos H, (u, )—) H, (O) =4,
Se sigue que:

F(z,)=F(0,u,)=H(0,u,)=(0, H,(u,))->(0,0)=F(0,0).

De esta forma, ]7 es contuinua sobre E~' (0) — 8. Con la finalidad de
extender f‘ continuamente a £’ (0) usamos el criterio de Cauchy Sea pe S,
debemos probar que V¢>0,36>0 tal que p,p,€E (0)— S con
|Bi=p|<dy|B,- p|<§:>|f B)- f(pz)|<£

Para peSy p'= f( )ES’ sea a,a'>0,V,V, v y ' como antes, to-
mando @ y ' suficientemente pequefios tales que:

f'ﬂE“‘(O)g{q'eE"(O):]c}'—f(ﬁ)|<£}

y considerando &> 0 tal que{ G & E™'(0):|§ - p|< 5} =¥ N E™(0), Ia hipote-
sis del criterio de Cauchy se verifica. Asi finaliza la demostracion del Teorema 2.

Otro resultado que usaremos es que el indice de interseccién es constante
(salvo en un conjunto de medida de Lebesgue cero) a lo largo de cada componen-

te irreducible de la hipersuperficie de tangencia. Mas especificamente, sea

F, €Dy la foliacién generada por el campo vectorial Z= » Z — con
Z

Z ZZ;‘ , en donde los Z' son polinomios homogéneos de grado f y
kzv

my(F,)=v. Sean
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el primer Jet nonulode Zy

S={[z,;...;z"]e(CP(n—l) » (z,, z,)= 0}

la hipersuperficie de tangencia de ,. Sabemos que la foliacifon ¥, es generada
por el campo 7 el cual, en la carta U, de ¢ (estamos usando las notaciones de
[1]), se expresa como:

~ ~ 0
=) 7 —
@ Yi

donde:

Z (D)= 29 2k (9) - 2200 ()]

kzv

(8) Z (Y ) =B (P)+ D2 V22 (D)

kzv+l

e )"f=(y,,...,y"_,,l).

Dado p = (ylo, sin Mg 0) e E"(0)NU,, consideremos J lahoja de F, que
pasa por j, la cual puede ser parametrizada por la curva analitica:

donde

) {&'(T) = Z(&(7)), ie.&(T)=Z(a(T)),
@(0) = p.
Por lo tanto @, (0) = 3,, (y,o, il 0) =P (y?, il 1). Concluimos
que:

i,(E'(0),L)>1< pes

Dado pe§, calcularemos @"(0). De (9) tenemos que:

&(T):Z?j( a(T))a(T), luego

i=1 :
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donde Y, :(ylo,..., Ve, 1). Por lo tanto:

) -l 81"1* _
(10) a (0)=Z az.l (yf’,...,y,?_,,l) zl. (yf’,...,yf}_,,l)

i=1

Definimos el polinomio homogéneo Q,,_, de grado 2v —1 como:

0P,
(11) Qi =de-L|:ZV+1]= Z‘f Zou

i=1 L

y denotamos por S* a la hipersuperficie algebraica generada por @,,_,, i.e.

(12) §* = {[z;..32,]eCP(n-1):0,,,(z,..45,) =0}

de (10) deducimos que:
i,(E7(0),L)>2¢ peSNS*.

Note que los puntos singulares de la hipersuperficie de tangencia § estdn
contenidos en §#*. Sin embargo, S (]S * contiene otros puntos p los cuales no

son singularidades de § pero i, (E 7(0), E) >2. En efecto, si consideramos por
ejemplo el campo vectorial holomorfo

= 3 .2 v B e
Z(z,,.zz,zl)—(z,zpzz:zs+zl,z3+z|:»:2 22)1

se tiene que F, € D, , m,(Z) =2 y el polinomio homogéneo de grado 1 asociado a
7 es B (z, i zj) = z,. Entonces, la hipersuperficie de tangencia § de F, viene

dada por:
S={[ZI;22;Z3]€(CP(2)223 =O}

ademds Q,(z,2,,2,)=dFR, [23] (2 235 2) z}z, - z;, luego:

S*-—-{[z,;zz;zj]eCP(Z):zf‘zz—25’:0}
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SNSs*={[110],[-1;0],[10;0]}.
Como se prueba en [4], en los tres puntos~de S S* el indice de intersec-
cibones3ysi peS—S*, entonces i; (E"I (0), L) =2.

El ejemplo anterior nos muestra que el indice de interseccion es cons-
tante en casi todo punto de cada componente irreducible de la hipersuperficie de

tangencia S. Mas especificamente, sea F, € D) con my(F;)=v tal que

JJ(Z)=PV_{ZZ.- %]

i=1 i

Desde que F,_, es un polinomio homogéneo de n variables, puede ser
factorizado:

*

(13) b G Ayl

donde los Fj(l s Sl), son polinomios homogéneos irreducibles de grado
deg(F:,.) = g, . Esta factorizaci6n es tinica salvo factores constantes no nulos. De
acuerdo a la factorizacién (13), podemos escribir la hipersuperficie de tangencia

S={[zl;...;z,,]E(CJP(ne—1):P‘,_i (z,,...,zn)=0}

como:
(14) S = KS +..+5S,

donde:

(15) S, ={[z;...;2,]eCP(n=1):F,(z,...,z,) =0}

Las hipersuperficies algebraicas S; (1 < j <l) son llamadas las componen-
tes irreducibles de S, mientras que los niimeros enteros positivos g y I son
llamados respectivamente, el grado y la multiplicidad de S, en §. Es claro que,
el grado y la multiplicidad de §; en § satisfacen la ecuacién:

I
(16) | ergf = v-1
J=1

De manera andloga a (11), definimos los polinomios homogéneos:

" OF, .
(17) (?_; = dﬁ}[zu+l:|zza—;z:z+l

i=] J
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y denotamos por S: a la hipersuperficie algebraica:

(18) S; = {[zl;...; z,]eCP(n-1): G (zy.ers z,,)=0} .

Note que los puntos singulares de la hipersuperficie S, estan contenidos en
S;. Bajo éstas condiciones, tenemos el siguiente resultado, cuya demostracion
puede ser encontrarla por el lector en [4]:

TEOREMA 3. Con las notaciones introducidas anteriormente, sea p € S; — S; tal que
peS,1<i<l,i# j. Entonces if,(E*’(O),L)=rj +1.

3. EL RESULTADO PRINCIPAL

Todos los resultados dados en la seccién anterior son validos en cualquier
dimensién n. Sin embargo, cuando n =3, podemos detectar la existencia de
otros invariantes topolégicos}os cuales, como veremos, estan fuertemente rela-
cionados con el primer Jet no nulo de campo Z que genera a la foliacion.

Sea F, € D03 generada por Z = ZZIai con Z, =ZZ,';,(1 s:‘s3) don-
LA
i=l ' . kzv
de los Z, son polinomios homogéneos de grado &, Z, =z F,_; y m, (Z ) =v. En
este caso, la hipersuperficie de tangencia § es una curva algebraica en CP (2)
definida anteriormente por S = { 143 252 | e CP(2)a B 5: 2002 ) =0 } . Usan-
do las notaciones de la seccién anterior, si £,_; es un polinomio no irreducible,
entonces puede ser factorizado por
B =R -F
¥
S=hS + 41§
donde S, :{[zl;zz;z3]e(CP(2):P}(q,zq,z3)=0}, (1= j<I) son las compo-
nentes irreducibles de §. Empleamos las siguientes notaciones:
#(S) = [ : ntmero de componentes irreducibles de S.
r(S) {r,...,n}, donde r, esla multiplicidad de §,, Vv 1< j</.
g(S) {&,..»g}, donde g, esel gradode S;, V1< j <.

Para cada componente irreducible SJ de §, asociaremos la curva algebraica:

S; = {[zl;zl;zj]eCP(Z) : Gj(q,zz,a)=0}, (ISjSl)

donde G; es el polinomio homogéneo de grado g, + v definido por

2 6F,

Es claro que los puntos singulares de la curva S; estdn contenidos en S; ;



Renato Benazic Tome 29

Del Teorema 3 se sigue que, si peS; (S}, entonces i; (E"' (0), I:) >r, +1,
donde L es la hoja de F, que pasa por p. Una propiedad importante de las
curvas S; y .Sj es que ellas no tienen componentes comunes. Mas aun, tenemos
la siguiente:

PROPOSICION 3. En las condiciones anteriores, tenemos que para todo
1<j<t, 8N S; es un conjunto finito que tiene g; (gj + V) elementos.

DEMOSTRACION. Procediendo por contradiccion, suponga que S; y S; tie-
nen una componente en comin. Desde que S; es irreducible, tenemos que:

(19) G, = Z‘— v = 50

donde @ es un polinomio homogéneo de grado v. Consideremos el siguiente
sistema de ecuaciones homogéneas:

B (z)=

1(2) Zi o (z)

(20) Z,(2)- 32, (z)=
(

s 5 e (1

v+l
Sea Zo—(Z?,Zg,zg) un punto de (* tal que F.( )=O y

0

0
0
0

Zalfﬂ( ) ZEH( ) 0. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que
F:" (Zo) £0. De (19) y la férmula de

0z,

z, es un punto regular de Fj, mas ain,

Euler, no es dificil probar que:

oF,

—(2)(32.1(2)-42(2)) =

0z,
oF,

=-—H(2)(22.1(2) - 42 (a)) =0

2

oF,

oz, ( 0)( an( ) Z2Zv+1(zu)) -

oF,

=——( )( ZL"#[( )"ZIUZ:n(Zu)):O

0z,

De este modo z, # 0 € C’ es una solucién de (20), pero ésto implica (ver
[1]) que Z ¢ D) lo cual es una contradiccion. De esta manera, la Proposicién 3
sigue del Teorema de Bezout.
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Consideremos F, y F,. €D, tales que, F;_,, F,.. Por la parte (1) del
Teorema 1, tenemos que m, (Z ) =m, (Z') =v. Sea § (resp. §') la curva de
tangencia de J, (resp. F, definida por el polinomio homogéneo F,_, (resp.
F_,) el cual es factorizadocomo B,_, = F' -+ F" (resp. P_, = (F'' ---(F}.)")
donde deg(F}):gj, 1</j<I (resp. deg(F})zg'j, 1<j<Il'). Entonces
S=r§ +--+r5S§ (rtesp. §'=r| S| +--+r}.S). Estamos en condiciones de
enunciar y demostrar nuestro resultado principal:

TEOREMA. Consideremos F, y F,. € D,. Con las notaciones anteriores, si
Fz - op F entonces

(1) #(S) = #(s).

@ r(s) = r(s).

3 g(s) = g(s).

En donde #(S) es el namero de elementos del conjunto § .

Demostracién. Desde que F; . e F,. del Teorema 4, existe un homeomorfismo
f: E! (0)— E'(0) (E‘l (0) = (CP(Q)) tal que _f[S] = §'. Primero, conside-
remos el caso cuando § esirreducible. Afirmamos que §' también es irreducible.
En efecto, suponiendo por contradicciéon que S' = §\ US",, del Teorema de
Bezout se sigue que S| []S§', consiste de un nimero finito de puntos
{,5',, o~ f)'N} (N =deg(S',)-deg(S'2)). Denotemos p; =7 (ﬁ'j), l1<j<Ny
consideremos S =S ~{p,..., oy} y S'=S'={p},..., 'y} con la topologia
inducida de CP(Z). Bajo estas condiciones, tenemos que [ ]S :§—> 8" esun
homeomorfismo entre espacios topologicos, donde § es conexo pero §' no lo es,
lo cual es una contradiccién. Para el caso general, aplicamos el argumento ante-
rior a cada componente irreducible S; de §. Concluimos que § y §' tienen igual
nimero de componentes irreducibles, es decir #(S) = #(S"), lo cual prueba la
parte (1).

Denotemos fl:Sj:|=S'j,V 1<j<!l. Desde que Sj ﬂS; es finito
YV F,.e€D;, (ver Proposicion 3), podemos elegir un punto
pes; _(S; U (U:'=l.f=w' Sa)) tal que, p'=f(p)eS", "((S;) U (U='=l-f=f S'f))-
Sea j (resp. [') la hoja de F, (resp. f'z.) que pasa por p (resp. p'). Dela

parte (2) del Teorema 1 y el Teorema 3, tenemos que:
r+1=i;(E"(0), L) =i (E'(0), L") =r', +1

entonces 1, =r';; V1< j</. Por lo tanto r(S)=r(S"), lo cual prueba la parte
2}

Finalmente, desde que tenemos un homeomorfismo de CP(2) en CP(2)
tal que § es homeomérficamente mapeado en §', técnicas usadas en [5], pode-
mos probar que g; = g'j, V1< j<I, Esto finaliza la prueba del Teorema C.
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Finalmente, debemos mencionar que el teorema anterior generaliza los re-
sultados obtenido por M. Klughertz (ver Teorema 1.2 de [11]), en dimension
compleja 2, al caso 3-dimensional.
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