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SOLUCION LOCAL PARA UNA CLASE DE ECUACIONES
NO-LINEALES DEGENERADAS ASOCIADAS A LA

ECUACION DE KIRCHHOFF-CARRIER

Raul Izaguirre Maguifia

RESUMEN.- Sea A el operador definido por la terna
{7.v.((.))},donde H, V. son espacios de Hilbert, In inmer-

siondeV en H esdensay compacta. Consideramos el proble-
ma :

u”(r)+M(\Aau(r) 4% (c) r)A?u(t); £(0)
u(0)=u, ; u'(0)=y4

donde M (s,r)es una funcién real derivable en las dos varia-
bles y no negativa. Se demuestra la existencia y unicidad de Ia
solucién local para « , nimero real positivo y [,y mniimeros
reales no negativos.

1. INTRODUCTION

Un sistema propuesto por Lions [ 10 | para estudiar un modelo desarrollado por
Kirchoff, en el afio de 1895, sobre las vibraciones de pequefia amplitud de una
cuerda fija en sus extremos y cuando la dependencia de la tensién no puede

dejarse de lado en el modelo, es dado por
(o) +m (|47 (ef ) Au(r)=£ (1)

u(0)=w, ; w(0)=n

donde, A representa un operador auto-adjunto y positivo de un espacio de Hilbert

1/2 .
H y A’ representa su raiz cuadrada.
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Variantes importantes de la Ecuacion Abstracta (1) son por ejemplo
)+ M (|4 (0f ) (0)= 1 0) ®

u(1)+M (1A”2u (r)r)Au (1)+ A" (r)= £ (2) (3)

Para diversos valores de los exponentes ¢ y 3, la ecuacién (2) permite es-
tudiar ecuaciones del tipo Kirchhoff-Carrier, ver por ejemplo Arosio-Spagnolo
[2], Cousin-Frota, Larkin-Medeiros [4], Crippa [5], Ebihara-Medeiros-Milla [6],
Izaguirre-Véliz [8], Medeiros-Milla [11], Pohozaev [18], [19], Perla [17], Rivera
[20] y Yamada [21].

Para el caso de la ecuacion (3) considerar Alves - Oliveira [1], Ikehata [7], Medeiros
- Milla[12], Nakao - Ono [13], Nishihara - Yamada [14] y Ono [15], [16] .

Nosotros estudiamos en el presente trabajo un modelo de la forma

»

W (1) + M (yA“u(z) "4t (1) 'Z)A"u(t)=f(t)

donde la funcién no-lineal M (s,r)es no negativa de clase C'en las dos varia-
bles.

2. PRELIMINARES

Sean (V,a(u,v)), (H,(u,v))espacios de Hilbert, V — H , la inmersionde Ven H
es densa y compacta. Sea también A, el operador definido por la terna

{V,H ,a (uv)} Entonces, D(A)es un subespacio denso en H; A es un operador

no acotado auto adjunto y positivo de H ,con espectro discreto;

Aw =Aw, ; O0<A<AL<...SAvs.. ;7 A——>e

{w, }V21 es un sistema ortonormal completo de H de modo que

p@)=fuct : 5 [umf <= |

Au-—-Z&(u,wa; Vue D(A)

v=1

Asimismo, para todo « >0, el operador A" estd bien definido por
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D(Aa)z{ue ' 2/1‘2'1 |(u,wv)2<oo}
Aau=2)f(u,m)m Vue D(A)

uf, = | f = S )

2

se tiene que (D (Aa ) J - L)es un espacio de Hilberty si a < f3 la inmersion de

D(A")c D(A") es compacta Vo, e R.

Hipétesis Sobre la Funcién M

H-1 Me C‘([O,I},]X[O,i’;] . R+),d0nde 1, es un nimero real positivo.
H-2 Si 5,<s,, rn<r, entonces M(Sl,?l')SM(Sz,}ij

H-3 M(0,0):O; Si s>0 entonces M(s,r)>0 : Vr2=20

Definicion de Constantes

En esta parte definimos diversas constantes que aparecen en el desarrollo del

trabajo.
C1 |A%|<d, 4% Py Vve D(4%)
c2 |ah<q, |A°’*B+W2v| Vve D(A%#+112)
c3  [anPrh <a|a Py vve D(A™PT)

c4 |aPTv|< g APy

Vve D(Aa+'ﬁ+”)

C-5 Arx+ﬁ+yv

Sd4‘Aa+B+3y/2v‘ Vve D(Aa+ﬁ+3y/2)

C6 a=M(dK d4K)
C-7 Desde que por continuidad M (s,r)—0 si (s,r)—(0,0), podemos elegir

un k suficientemente pequerio tal que
a <1/6d’

Para k seleccionado de esta forma consideramos:
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C8 b=Sup|M (s,r)| V s5,rel0,dik*]|x[0,d}k ]
C9 b, =Sup|M,(s,r) ¥ s,re[0,dik®]x[0,d}k]
C-10 b =2d,{hd,+b}

Para datos iniciales O # u,,u,, f convenientes consideramos

2 2 2
C-11 Cl :] u1|o:+,8+y +al| uﬂ‘a+,6+3y/2 +| f |L°“(0,75;D(A‘”ﬁ”’)]

Por la H-3, podemos definir

v P
C12  0<m, :M[@,O]

e Max{dj,dj}

C-13
min{l, my}
Aa

cu r=22
24,k

- 1
C'15 T;] =min<T VR
bk
Consideremos el siguiente conjunto

Ive (07 p(a*)) Ve £ (0.5;D(4**")), ve L (0%:D(4))
P L

1(0)=14 #0; v'(0)=u; [A“v"(t)|2 +| AP 2v’(r)!2 +

Ao <K vie[og]

av(e) [ |ave)),

Lemal. Si vEG y l/f(r)=M(

entonces

(1) 0<m,<y(r) Vte[o,f]
@) () s5¥

Demostracion. Sea ve G, entonces

I

I[A“v’(s)ds

@) rv(@ || slav()- 4v0)]=

SﬂA"‘v'(s)l ds<d,tk
0
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De esta desigualdad obtenemos

)|-dy kt<|A®

Luego;
AQ:

0 < —=<|AUy| - dy kT <|A%|-d, k2 <|A™V(¢)| Vie[0T"]

Por la hipétesis H-2

y(t)=M (|A"‘u(t)|Z ,\Aﬂu’(t)f)z M[ Aa:"r ,0]=mo >0

lo que demuestra (1).

Debemos ahora obtener estimativas para ¥’ (). Tenemos que
v (t)= 2M, (IA“v(r)r,IAﬁv (1) [2) ), AV (£))+

+2M, (!A“v(t)r,|Aﬁv' ‘ r)(Aﬂv’(t),Aﬁv’(z))

25

donde M, M, representan las derivadas parciales con respecto a las variables s

yr.
Entonces,

(o) 2|

F Jatv @ (v o) v )+

w2, (jaev o) Jatv (o ) (4 (0. 4097 (1) <
<2hd,dk* +2bdk* =b'k’

Problema Lineal. Sea entonces ve G. Nos planteamos resolver el problema si-

guiente

u”+M(

av () ,|A3v’(t)|2)A”u =f
u(0)=1 ; u'(0)=x

Teorema 1. Sean
0+ 4y c D(Aa+ﬁ+3y/2)
= D(Aa+ﬁ+y)

fer (O,TQ,‘D(AM'S” )), f'e EQ(O,IE,;D(AMMWZ))

(4)
(5)

(6)
7)
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que satisfacen las siguientes condiciones

G<KC, )
donde
e I N
’ 3de 6d2d’c (10)
Entonces para todo ve& G, existe una tinica solucién u € G del problema (4) tal
que
wel (o, ,D(A“*ﬂ”)) 11)
er (05D MW)) )
u'e L (0.1, D(4)) (13)

(u'(:),z)+M(IA“v(z)F,lAﬂv'o)F)(zfu(r),z)=(f(r),z) (14

Vze P ([OJE}] ; D(Aa+ﬂ+r ))

Demostraciéon . Sea V,, = [wl, Anns wm] , el subespacio generado por los primeros
vectores propios del operador A. Luego V,, es unsubespacio de V de dimensién

finita m, e invariante bajo la accién del operador A’ V8e R, es decir

A (V,,)c V,,. Sea entonces
u, (1)=&, (1) €V, (15)
i=1

Donde las funciones g;,, son determinadas por la solucién del siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales

(u0),w )+ 1 (Ja v (o o2 VO (& w(@).9)=(7():2) a9

mn

um (0)=u0m zzol(uﬂ’ wj)wj m—_m>u() (17)
MJ,(O):%ﬁg(%.W)W —=L 5 (18)

Luego de un andlisis y aplicacién del Teorema de Caratheodory sobre existencia
local de solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales este sistema

admite solucién en un intervalo [0 tm) de donde se sigue la existencia de las
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soluciones aproximadas u, para m 2 1. Seguidamente, debemos obtener

estimativas a pl‘lOl‘l para la sucesion {

un intervalo uniforme de existencia.

ESTIMATIVA A PRIORI I

u,, } de modo que podamos prolongarlas a

Haciendo w=2A""**y/ (1) € V,, en la ecuacién aproximada (16), obtene-

mos una relacion de la forma

L0 R0

Aa+ﬁ+3y/2um (f)r}: Z(Awﬁwf(t)’ Amﬁ”u,; (r))-'l‘
+ vt (of

m

donde nuevamente

y(t)= (

Por el Lema 1, obtenemos

OF ] ().

%{| AP () (o) | AP 2, (;)r}s | a2 £ (o) +| AP, (o) +

+ B2 1Aa+ﬂ+3wzum (t)r

Sea
o (1) =|au, (1)f +m |4

Entonces, integrando en la ecuacién (14) de 0 a 7, obtenemos

a+ﬁ+3y/2 " (l‘ )l

19)

(20)

21

(22)

t S|Aa+ﬂ+}'uf (t)IZ‘HI/(l‘ |Aa+.6+3y/2 (f)lzSlAa+ﬂ+Y"‘imr+W(O)lAa+ﬁ+3w2%m|2+ (23)

+I

glAaJrﬁ_ﬂull +w(0)|Aa+,ﬁ+3y/2uO|2+Jo‘lAa+,6+yf(s)rdg+
+I

Por lo tanto hemos obtenido una desigualdad de la forma siguiente

AP f (s [st+ j |A"‘+ﬂ“’ /(s )|2ds+b*kzj|A“+ﬁ*3mum(s)|zds
0

AP '(-)lzds+b kzj

Aa+f3+3y/zum (S)I2 dsl. |

o(t)< G+ [p(s)ds

(24)
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Por el lema de Gronwall concluimos que

p(t)< C]e”z’.

ESTIMATIVA 2. A continuaciéon obtendremos una acotacién para la sucesiéon

(u,:) Tenemos que la proyeccién ortogonal P, : H —V dada por

es un operador acotado y con norma " P” =1|P ” 3 || <lyademas B,u=u YueV,.

Aa+,8+;v/2

Reemplazando w; por w; en la ecuacién aproximada (16) , multiplican-

do por 2l vector w; y sumando desde j=1a j=m, obtenemos

(P17 1)y o ) (7, (1) o= S AP 1), o

j=t =l =

Analizando cada uno de los términos que aparecen en la ecuacién (25).

(AP (1), w, ) w, = B AT (1) = AP (1) 29

m m
j=

W(Z)zm:(Aa+'B+3W2Mm (t),vg,-)wj = &Aa+ﬁ+3?/2um (I) = A%+B+Ir/2, (r) 27)

m
j=l

2( a+ﬂ+y/2 Wj ) W, = EﬂAﬂ+ﬁ+}'/2f (f) (28)

=
Por lo tanto
AP (1) =y (1) AP (2) + B, AP 1 (1) (29)
luego
AP (2 <y (e)
<aq k+C, |f|E, (o oar72)) <

Aa+B+y/2um (l‘)| +|ﬁ1Aa+ﬁ+y/2f (I)[ < (30)

E <2{a1k2+C2|f|E. 0% DA(H—_BW.’ ))}

Teniendo en cuenta las estimativas 1 y 2 deducimos que

(u) esacotadaen E"(O,T;;D(A‘_”ﬁ”’z)). (31)
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ESTIMATIVA 3. Derivando formalmente en la ecuacién aproximada con rela-

cion a la variable ¢ obtenemos
(@), )+ w () (A (), w, )+ w' () (A (0).wy )= (£ (1)ow,). - 32)

Reemplazando en la ecuacién (32) w; por A w,, multiplicando por el vector W,

ysumandode j=1 a j=m y procediendo como en la Estimativa 2 obtenemos

A (1) ==y () 47, ()-v () A, )+ R AS (@) @
de donde

|2 (1) <w () |47, (1) + o ()] |47, (0)| + [B.A% £ (1)) <

<ad, k+bdK +d, f’|r(ﬂg%‘_D(Aﬂn (34)
Luego :
() esacotadaen L (0,7,;D(4° )) (35)
3. CONVERGENCIA DE LAS SOLUCIONES APROXIMADAS
Por las estimativas 1, 2 y 3, tenemos que
(u,) esacotadaen L (0,7;; D(4™#*?)) (36)
() esacotadaen L (0,7;;D(4™")) 37)
(1) esacotadaen I~ (0,7,; D(A™#7"2)) (38)
(1) esacotadaen I (0,7, D(A")). (39)

Por las inmersiones compactas: D(A™**""*)c D(A*?")c D(A**"*)c D(A")

las estimativas 1, 2, 3 y aplicando el Lema de Aubins-Lions, existe una funcién

ue I (0,%; D(A**)) tal que,

u, —22=y fuerteen L (0,1’5; D(A“+‘B i )) (40)
W, —"2= 5y fuerteen I’ (0,7; ;D (A”“"H i )) (41)
u, —">=y" fuerteen L (O,l’;;D(A‘6 )) (42)

Procediendo de forma estindar obtenemos que la funcién u es solucién fuerte
del problema (4) - (5).
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Ahora probaremos que para numeros suficientemente pequefios y una conve-

niente constante k la solucién u del problema (4) pertenece al conjunto G.
En efecto, por (40), (41) y (42) tenemos
o+ f+y 2 m—yee o+ f+y 2 2
IA uml ——)IA ul fuerteen L (O,T{,) (43)

A”‘*ﬁ”’”u,:,lz——-":)f“——)ir‘nmﬁﬂ/z“' " fuerteen Lon) 4

IA"“;r L}]Aﬂu” IZ_ fuerteen L (0,T;) . (45)

por otro lado,

l AﬁM;Z +! Aa+.8+r/2 u’;r + Aa+ﬂ+7’uml25 (46)
nglAuﬁw/zu';z_i_dzz Aa+ﬁ+rltf;2+dlea+ﬁ+3Wsz|zs
L2 d K +2d°C| fif._,, - D(MW”))Jrf Ger®
Por las condiciones {C-7), (9), (10) obtenemos
| APurf |t At [ < p (47)

Entonces pasando al limite, m — oo, teniendo en cuenta (43), (44) y (45)
B..” a+P+y/2, 7 o+ f+y 2 2
|| +|ae P | 4 |airaf <@, (48)
lo que demuestra el teorema 1.

PROBLEMA NO-LINEAL. En esta parte demostraremos la existencia de solu-

cién del problema no-lineal

u”+M(

Au(e) ,|A’8u'(t)|2)A”u = f (49)
u(0)=uy; u'(0)=1y (50)

utilizando una técnica de aproximaciones sucesivas aplicado al conjunto G defi-

nido anteriormente.

 En las condiciones establecidas en el teorema 1, se tiene que para todo ve G

existe una tnica solucién del problema
u'+M (1A“v (t)[2 ,IAﬁv'(t)Iz) Au=f (51)

u(0)=1w; u'(0)=1 (52)
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La idea es resolver una sucesién de problemas de la forma

M (s, (o [0 0f )are, = 1 (5)
2,(0) =137, (0)=4
P22 9
donde z, es la tinica solucién del problema,
” a, P B P\ ar, —
o M (|auf |auf )z, = 1 (55)
%(0)=1 ; 7(0)=u. (56)

Desde el teorema 1 podemos definir una funcién §:G— G tal que

B Loy ™ Z

,» P23, donde z, es la tinica solucién del problema (53).

La dificultad principal es demostrar la convergencia

N(z,) Az, —"2=>N(z) A’z en L(0,T;;D(A")) (57)
donde |
V)= (s t ) -mle o). o
En primer lugar probaremos que,
N(z,)— N(u) fuerteen L (0,7;;). (59)

En efecto, la sucesion (zp) , € G y con argumentos de compacidad similares a
pz

los utilizados en la demostracién del Teorema 1, obtenemos que existe una fun-
cién

ze (O,T[),'D(A“J"BW )) tal que

lA“zP|2J——L>|A“z |2 fuerteen L' (0,1;) (60)
IABu;Iz——"i"-L)[Aﬂu' |2 fuerteen L (0,T;). (61)

Ahora, por la hipétesis H, sobre la funcién M

(1’1) M(Sz'z) (1:1)(51 2)+Ms(51’92)(fi_rz)

Vs,s5.5.5€ R 6€ls,s].6,€[r 5]
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Entonces,

T 2

-f M( "2 (t)r ’IAﬁZ;-l (’)l)‘M(AaZ(f)r ,’Aﬁz'(1)|)’ dr <
< (|m, (6,.]4°2,, (r)|)| A

M,

[ (r)[2 - ]zﬁl”‘z(ir)r”2 dt +

2
2, (1) - |47 ( |z” dt <

+ A"‘zl|)

-

|
f

)|z” dr +

2, (1) - |4

|/\
S ey Y Q'—'aa‘"]

2
+C |Aﬁ’ r—lAﬂz’(z)f" dt —2= 0.

Luego,

)

|

< [ V(e )50 (- 2+

N (s () (42, () w(0)) = N (=(0)) (A 2(0) (1)) e =

+ I|N(Zp-1 (1))~ N (z(2))| |4 2 (t)] w(2)| de —==0.

(62)

(63)

Utilizando (62) y (63), obtenemos finalmente que la funcién z verifica la ecua-

cién (49).
UNICIDAD
Sean Ju, z dos soluciones de (49) y (50). Entonces se verifica que

u,ze L' (0,,; D(A1))
w',2'e I (0,7,; D(4**))
u',2"e I (0,T,; D(A#7%))
«(0)=2(0)=14
u'(0)=2'(0)=1

Sea, y=u - z.Entonces,
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ye L (0.T;; D(A=#+%)) (69)
yer (0,7;,-D(A“+ﬂ“' )) (70)
y'e L (0.1;; D(4"172)) (71)
y(0)=0 (72)
¥'(0)=0 (73)

satisface la ecuacion
(Y (). w)+ N (u(0)) (& (0)w) = (N (2()) - N (u(:))) (A1), w) 74

Haciendo v=A"Y'(t) en (74) obtenemos,

8 0 + Nl 75 = (V0 N ul0) (£7520) 5 () 0
+ N (u(e))| 47 (o)

Tenemos,

‘M (|A°‘z (o) ,|Aﬁz’(:)|) -M ([A“u (o) ,lA‘Bu'(t)I)I (76)
<o, (o= )| ]2 0 - aru o

+| ur (a2 (e) 0. |42 (0 - |4t |

402 0) +[aeu )] a2 (0) - acu o)

+ ||t (1) + |4 ()| | 4P (1) - |4Pw (2)

<c{lay (@) +|4y ()}

<C

Reemplazando en (75) obtenemos

%{lAﬁw’(g‘)r + N(u(t))l Aﬁ”’zw(l‘) |2}5‘(_;'{|Aaw(t.)l+‘A’3W’(I)|}|AﬁW’(I)\S 77)
< ClAaw(t)r + C|A’6w'(t)|2 <

<cla™ 2 w(e) +claw (1) .

Integrando de 0 a ¢y teniendo en cuenta que w(O) = w’(O) =0 obtenemos
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t
n(t)= iAﬁw’(r)‘2 +d, !'i" w1 ‘;: 2¢ jn(s}ds (78)

0

y por el lema de Gronwall A’w'(¢)=A""""w(t)=0 V te [0,,]. Luego

U=

Z.
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