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SOLUCION LOCAL PARA UNA ECUACION
HIPERBOLICA NO LINEAL

Oswaldo Ramos Chumpitaz

RESUMEN.- Probamos la existencia de una solucién local débil
para el problema

u'—M(u)Au-i’ = f
u(0)=1
u'(0)=u
donde M (u)=1+Ja(u) siendo a(u)=a(u,u) donde
a(u,v):fVu.Vvdx es la forma de Dirichlet’, QCR? es
2

abierto acotado de frontera bien regular.

1. INTRODUCCION

En este trabajo probamos la existencia de una solucién débil local para el proble-
ma asociado a la ecuacién hiperbélica no lineal

2
TU M ()i = f M
ot
donde
M (u) =1+ a(u)
siendo

a(u)za(u,u), a(u,v):iVu . Vvdx

la forma de Dirichlet, V vy A son los operadores gradiente y laplaciano, respecti-
vamente.

Si en la ecuacion (1) se tuviera término no lineal +1’, entonces se puede
resolver aplicando el método de la energia por el comportamiento monétono del
término no lineal, sin embargo debido al signo negative del término cibico este
método no es aplicable, motivo por el cual hacemos uso del método «pozo de
potencial» introducido por Sattinger [9], combinado con el método de Galerkin.
La ecuacién (1) describe las vibraciones transversales de una cuerda elastica.
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Problemas similares fueron estudiados por Pohozaev [8], Lions [4], Medeiros
[5], Dickey [2], Ebihara [3] y Medeiros - Milla[6 ]y [ 7 ].

2. PRELIMINARES

Sea Q R’ abierto limitado de frontera " bien regular, [

” norma en

H'(Q);

-‘q norma en L7 (Q)

LEMA 1 (Sobolev).- Si 15q<6=> Hy(Q)c, I’ (Q) es continua. Definimos las
energias cinética y potencial asociadas a nuestra ecuacién por:

K()=4of , 0e (@)

T(2)=thlf + 42l =4l ze (@)

Ademas, definimos el nimero d por

d= inf {max J(ﬂ,u)}
ueH(Q) L 420
u+0
d es la profundidad del «pozo de potencial», A, (u) el primer valor para el cual
J (Au) posee un méximo.

LEMA 2.- Sea d estrictamente positivo, esto es, d >0. Definimos ahora nuestro
pozo potencial W por:

W ={ue Hy (Q)/J (Au)<d,V0< A <1}
Observacién.- si ue W, se tiene que J (Au)20 y A, (u)>1.
LEMA 3 (Sattinger).- W es un conjunto abierto acotado de Hy(Q).

TEOREMA 1.- Sea Q abierto acotado bien regular de R, T > 0. Ademds,
i) feL(0,T:Hy(Q))NL(0,T; L (Q))

i) uy€ Hy(Q)NH>(Q)NW

iti) u € Hy(Q)

i) E +2JE0 +([o1r @) dt]2 Jo b O] dr <d: By = K (1) + (1)

Entonces existen 1 real tal que 0 <7, <T y una funcién u que satisfacen:
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u'e L(0,7,; £ (Q))

y u es solucién débil de

u”—(l+m)ﬂ.u—u3:f
u(0)=1u,
' (0)=1

Demostracion

Etapa 1.- Soluciones aproximadas
e {wl’ W } base de Htl) (Q) NH’ (Q) formada por las funciones propias de
—A ., esto es —Aw; = ;tjwj

1

um(t)=2gim(t)m ’ Wn:[m"“"“fn]l mz1 (2)

i=1

subespacio finito generado por {w,...,w, }.

Las funciones g,, (t) son determinadas por el sistema de ecuaciones dife-

renciales ordinarias no lineales

(”:1 (t), wj)+ (l + ,fa(um (t)))a(um.(t), wj)— (u,?,’z (t) wj): (f(t) wj-),
(S.A) 1<j<m
u, (0)=1u, >uy en Hy(Q)NH*(Q)

uf;l (0) = ul.’?l =¥ ul en Hé (Q)

La existencia de las funciones g, (t) en un intervalo [0,7, ] esta garanti-

n

zada por el Teorema de Caratheodory.
Las estimativas a priori que haremos permitirdn extender estas funciones a

un intervalo [0, T] independiente de m .

Etapa 2.-
Estimativa a priori (i):

Como J y g son funcionales continuos, entonces k), — E,. Luego

m
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T 2 T
E0r11+2JEOm+(J‘0|f(t)]dt) Iolf(f)ldf<d (3)
para m grande multiplicando la ecuacién de (S.A) por g}m (t) y sumando de 1

a m obtenemos

d

S (o (1)) + 9 (i (1))} = (£ 2). 1, ()

luego
K(u,; (t))+ J(um (t))= K () + T (g )+ J-;(f (s kou,, (s))ds_ (4)

Probaremos que u,(1)e W, Vt €[0,].

Por reduccién al absurdo, supongamos que 3 f € [0 7,] tal que u, (1)eW.

Sea 1* =inf {t/u, ()¢ W}, siendo u,, (¢) continua tenemos que u, (£*)€ W , esto
es,

J (u, (1%))=d )

Por otro lado, sea N = sup
e[ 0,r%]

u (r)| , entonces (4) implica

1
ENz <E, + Nj-(jlf(t)’ dt

de donde sigue que

2
N =< 2\!EOMI o (lef (t)1 dt) . (6)
Ahora por (6) y (3)

J (um (s *)) =K (ur;: (r*)) ol (um (t*)) =Ep, + J‘:(f (£), un (t)) dt
<E, +N j:|f(t)| dr<d

Asi J (u, (1*))<d contradiciendo (5) luego u,, (t)e W, Vre[0,,

m

] , entonces
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” thy ( u<C independiente de m, Vte[0,t,].

ni

También
1 ’ 2 ’ !
it O <K (1) + (1 (0) < B+ [ £ 5) (5)]
SC+% u (S)lz ds,
luego por el lema de Gronwall
uy, (t)|< C independiente de m, V1€ [0,1,] (8)
asi podemos extender la solucién u,, (t) al intervalo [0, T] y
lu. ()| <C. [u, (1)< € Veelo,T] 9)

Estimativa a priori (ii):

Multiplicando (S.A.) por g, (t)4;, sumando de 1 a m, y usando el Lema 1

tenemos
%%luf:«r)lf+%(1+Ja<um<r‘»)§;lﬂum<f>'z=l(§%“ﬂ<f)a—if“4")]m
+ a(f (z‘ u,; (1‘))

m ||2 m

Tenemos entonces la desigualdad

B0+ u(t)y =] rOF +c{B()+v (1)}

de donde obtenemos

B0 o)<l (0f +c{m+m}

u(t)

Sean ,u l+||um ” ﬁ

Si h(t):;%t'j ﬁ(t)+y(r):>h’(r)=}u% B'(1)+7(7) W (t)B()
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Luego

W)+ 20

FATIOS HOREEI0

W) (@) +Crir)+

(1)

tenemos

3
H ()< £ @ +calr)+Gr (1)
Multiplicando por ¢, ¢ >0, transponiendo y simplificando se tiene

r 3
h()S K, + K, j K (s)ds,
0

donde
. :
K =h(0)+e‘f‘"j IF () ds . K, =GeT.
0
Sea
0(1)=K + K, [[12 (s)ds
0(1)= K, (t)ds y como h (1)< ¢ (1)
entonces

o ()= K0 (t)-

Luego transponiendo e integrando, sigue

(p_%(t)=¢_%(0)—%K2t20 vie|0,——|
KZK,

Sea 5 tal que
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luego
%w(t)g&, asi y(t)=|Au, (t)|2£K3, vie[0,T;].
También
Bl <k )< ()= OF <5, 1+ I s, 01+),

u(t)

asi

Etapa 3.- Pasaje al limite.

(| <Ky ()] <K VrE[0.T] (10)

De las estimativas (9) y (10) tenemos que

m

1
u, — u débil estrella en L”[O, T:H? (Q))

u, —>u débil estrellaen L (0, T: (Sl))

u, — u débil estrellaen L~ (0, 15 2 (Q))
u, —u’ débil estrellaen L~ (0,7;; Hy(Q)).

m

Como las inmersiones H?(Q)"» H'(Q)s 12 (©) son compactas, por el Teo-
rema de Lions - Aubin se sigue que

u, — u fuerte en F(O,]’E); H, (Q))
u, —u’ fuerte en E”(O,IE,;I,Z(Q)).

Luego podemos pasar al limite en la ecuacién aproximada y obtener la solucién
del problema. Las condiciones iniciales se verifican en forma estdndar.
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