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ESTRUCTURA LOCAL DE LOS PUNTOS DE TANGENCIA
DEL TRANSFORMADO ESTRICTO DE UNA FOLIACION

POR CURVAS EN DIMENSION 3

Renato Benazic Tomé'
RESUMEN.- En el presente trabajo, considerar campos
vectoriales holomorfos de dimension compleja 3 definidos en
una vecindad del origen tales que Oe C° es una singularidad

aislada del tipo dicritico y después de una explosion, su trans-
formado estricto no presenta singularidades en el divisor. En
estas condiciones, probaremos que en una vecindad de los pun-
tos de tangencia, la foliacion transformada estricta admite una
forma normal.

*

1. INTRODUCCION

Sea U un subconjunto abierto de C'(n>2) tal que 0eU y consideremos

n

Z= ZZ oz un campo vectorial holomorfo definido en U tal que Z,7,,...,Z

no tengan divisores comunes. El Sistema Lineal de Ecuaciones Diferenciales Or-

dinarias Complejas asociado al campo Z es dado por:

dz

dT — Z|(ZI’Z'2’”"Z“)

dz: -l > vl

2 (g2 ®
d

;i%i — Z”(Zl’ Zg:"”:lr)

en donde 7€ C. Las soluciones de (1) definen una foliacion singular por curvas
complejas de U , la que denotaremos por F,, cuyas singularidades son los ceros

de 7.

Como cada Z es una funcion de varias variables complejas definidas en

una vecindad abierta del punto p=(p,,..., P, ) e C", entonces ella admite un de-
sarrollo en serie de Taylor
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7=y 2
k=0

en donde los Z' son polinomios homogéneos de grado X en las variables comple-
jas g = p,-.-, 5, — p,- Elordende Z enelpunto pe C", denotado por ord, (ZJ
es, por definicién, el menor nimero entero v, tal que Z‘ =0 para todo k <v, y
Z" =0. La multiplicidad algebraica de la foliacién F, (o del campo Z) en el
punto p, denotada por m, (Z) es definida como el minimo de los érdenes
ord, (Z) Decimos que, p es un punto singular de %, (o de Z) si y sélo si
m, (Z ) 21, caso contrario p es llamado punto regular. El conjunto de todos los
puntos singulares de F, o Z sera denotado por Sing (f ) o simplemente por
Sing (Z) ;

En el presente estudio, asumimos que 0 C" es el tnico punto singular de
Z en U. De esta manera la foliaciéon %, es regular en U excepto en cero.

Si E:U —»U es el ‘blow-up” centrado en 0e C" (ver [2], [10], [12], [14])
entonces existe una tinica manera de extender el ‘pull-back’ E* (7, —{0}) a una
foliacién singular analitica ]:; sobre una vecindad del divisor excepcional
D=CP(n-1)=E"'(0)cU de tal manera que su conjunto singular sea de

codimensién mayor que o igual a 2. En este caso, decimos que . es el transfor-

mado estricto de F, por el “blow-up” E. Decimos que, 0c C" es una singulari-
dad no dicriticade F, (ode Z)siy sélosiel divisor D es invariante por ]-: , es
decir D es unién de hojas y singularidades de F,. Caso contrario, 0 C" es

llamado singularidad dicritica.

Sea my(Z)=v (ve VA ) , entonces las componentes Z, del campo Z tienen

desarrollo en serie de Taylor Z = ZZ* (ISi<n),en 0e (", donde cada Z' es

kzv
un polinomio homogéneo de grado k. Si denotamos 7' = ZZ:‘ 5&_) (Observe
i=l G
que Z' es un campo polinomial homogéneo de grado k =v), entonces los si-

guientes enunciados son equivalentes (ver [1]):

1. 0e C" es una singularidad dicritica de Z.
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2. z,Z, —zZ =0,V1<i<j<n.

3. Z=F_R,donde R= 247 g es el campo radial y £_; es un polinomio

i=l ﬂT
homogéneo de n variables de grado v —1.
Mas atin, si cualquiera de las condiciones anteriores se cumple, entonces

Sing (]—' ) es el conjunto de puntos [z, ..., 7, |€ D; los cuales son soluciones del

siguiente sistema de L(”_f_l) +1 ecuaciones homogéneas:
2
R.(2)=

Z1'+1 _ vz!‘+l . 0 1 =it | < (2)
32" (:)-3Z"(2)=0, 1Si<jsn

Jl

Se sigue que Smg( ) 0 siysélosi z=0e C" es la tinica solucién del
sistema (2). ¢
Denotaremos por D' al conjunto de todos los campos vectoriales holomorfos Z
definido en U tales que Qe C" es la tinica singularidad dicritica de Z un U,
m(Z)=vy Smg( ) 0. Observe que los elementos de D" son los campos
vectoriales holomorfos resueltos después de un ‘blow-up”. Este es un caso parti-
cular del Problema de Desingularizacién el cual fue resuelto por A. Seidenberg
[16] (cuando n =2), C. Camacho, F. Cano y P. Sad [7] (en el caso que 0e C" es
una singularidad absolutamente aislada no dicritica) y R. Benazic [3] (cuando
0e C" es una singularidad absolutamente aislada). Debemos mencionar que
una estrategia para el caso general en dimension compleja 3 fue desarrollada por
F. Cano [8], sin embargo, en dimensioén n el problema atin no ha sido resuelto.

Para cada ZeD', Z=P_R+ 2 7', definimos la hipersuperficie

k2v+l

algebraica § sobre el divisor D = CP(n - l) como:

S={la,.-»5]eD:P_(5,....5)=0} ©®)

Sea p cualquier punto del divisor D y L lahojade ]:" que pasa por P . Enla
seccion 2 probaremos que si pg § entonces [ es transversal a D. Por esta

razon, llamamos a S la hipersupertficie de tangencia de la foliacion ]j" . Cuando
pe S podemos definir el indice de interseccion i, (D, L) , el conjunto de tangen-

cia de orden kI, (Z ) y las hipersuperficies algebraicas:
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={[z1;.. z,]€D:G (3,. .,zﬂ):O} (4)

donde G = 7' [ }371] . En la seccién 3 probaremos que el indice de interseccion
de la hoja [ con el divisor D en el punto p es k+1 si y sélo si
PE (S nsYN..ns* ) — 8" (ver el corolario a la Proposicién 2.2).

El presente trabajo esta organizado de la manera siguiente: en la seccién 2
hacemos los calculos necesarios para establecer el indice de interseccién de las
hojas del transformado estricto de Z con el divisor D. En la seccién 3, considera-
mos campos vectoriales holomorfos en dimension 3 y probaremos que si Z€ D
tal que si § esno singular y transversal a 5" entonces el indice de interseccién es
1,2 0 3. Mads atun, esta es una condicion genérica, es decir, la propiedad mencio-
nada es satisfecha por un conjunto abierto y denso en el espacio normado de
campos vectoriales holomorfos (ver Teorema 3.4). En la seccion 3, definimos la
Condicién L y probamos que es una condicion genériéa en D’ (ver Teorema 4.2)
y finalmente, en el Teorema 4.4 probamos que cualquier par de elementos de T
que satisface la Condicién L son topolégicamente equivalentes, obteniéndose de

esta manera, formas normales bastantes simples.

2. EL INDICE DE INTERSECCION Y EL ORDEN DE TANGENCIA

Sea ZeD',Z=P_ R+ Z 7' , sabemos que cualquier punto pe D es un pun-

kzv+l
to regular de la foliacién % . Sea [ lahoja de %, que pasapor p. Desde que D
y [ son subvariedades holomorfas de dimensiones complementarias en U y
pe D\ L, podemos definir el indice de interseccion i, (D, f,) delahoja [ conel

divisor D en el punto p. En efecto, podemos suponer, sin pérdida de generali-

dad, que p esta en la carta de U tal que, el ‘blow-up” E tiene la expresion
E(%, oot y)= (yly”, i Vi y,r)= (z,....2,). Un fécil cdlculo prueba que el

transformado estricto F, es generado por el campo vectorial holomorfo

s D
Zzzzié‘",donde

i=1 i

1 Z (3% e

n 2\ {:[A” \’,Z:”(f’):[, 1<i<n-1

k=zv

;Z_(_\*,....,_\: + Yz ()

kz2v+l
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siendo y = (,V1 seees Yoo l)- Desde que, p= (}’10, y,?,. , 0) es un punto regular de
,’f , la hoja [ puede ser localmente parametrizada por la funcién holomorfa

o :(al,.‘.,a")i(]]])p[))%(f‘, p), donde D, ={TE (C:!Ti<£}, tal que

(T) = Z(a(T)), V1sisn, VTeD,
D.

() = v
en donde 7 — \ Z ai es el campo vectorial holomorfo que genera la foliacién
i=1 Yi
F.. Desde que, D={y, = 0}, podemos definir
ip (D, f,) = ord, (O(" ) (7)

es decir, i, (D, i): m siy sélo si @, (T)=T"¢ (T) siendo £ una funcién
holomorfa tal que &, (0)#0. Es claro que, la definicidn anterior es independiente
de la eleccién del camino holomorfo & y que i, (D, I:) >1, Vpe D . Este indice de
interseccién es un invariante topolégico (ver [4]) y puede ser geométricamente
interpretado como el niimero de puntos de interseccién de [, con una pequefia
traslacion del divisor { Y, = 5}, con § #0. Para mayor informacién sobre las
propiedades del indice de interseccion entre subvariedades complejas de dimen-
siones complementarias, el lector debe consultar [11].

Existe otra definicion del indice de interseccién la cual proviene de genera-
lizar a variedades complejas los trabajos de P. Percell [15] y M. I Camacho [9]
hechos en variedades reales. En efecto, en primer lugar es facil ver que es posible

encontrar una funcién 3 sobre [/ tal que

la) B'(0)=D

b) 0e Ces un valor regular de 3. (8)
Dado 7 = 1 ; ;;, definimos
%a} Z'B =4,
;b) Zﬁz}?fﬁ" )

o Z'"'B (k21)es definido inductivamente por Z (2‘ B )
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Definicién 2.1 Sea f8 una funcion que satisface (8) y suponga que Z€ D". Para

ke Z", definimos el conjunto de tangencia de orden &, I (2) como el conjunto

de todos los puntos pe D tales que
B(p)=(ZB)(p)=-..=(Z"'B)(p)=0 y (Z'B)(p)=0.

Es facil ver que los conjuntos I’ (2) son independientes de la eleccién de la
funcién 3 que cumpla la condicién (8). El siguiente resultado justifica porque el

conjunto 1, (7:) es llamado conjunto de tangencia de orden .
Proposicion 2.1 Con las notaciones anteriores, tenemos que
pel,(Z)=i,(D,L)=k.
Demostracién. Trabajando en la carta I/ tal que el ‘blow-up” se expresa como
E(3-er 3)= (300 or Yocadr 30 ).
el divisor es dado por D={y, =0}, por lo tanto podemos considerar
B(».....% )=, Sea pe Dy [ lahoja Z que pasa por p, para ¢ definido

como en (6), tenemos que o, (T)=f (a (T)) = (ZD B )(a (T)) Procediendo por in-

duccion, suponga que o) (T)= (Z*B) (e (1)), entonces

» 9(Z'B)
= 0y,

(e (T))er (1)

Esto prueba la proposicion. 0
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Los conjuntos I, (2 )( ke N) forman una particién del divisor ). Observe
que dado p :(y,o ..... v,?_,,O)E D, de (5 vy (6) tenemos que
a,:(O)szl(yf’,...,yffl,O). Por lo tanto, ip(D,I:)=l & peD-S & L es
transversal a D. Concluimos que [ (Z ) =D-S.

Para pe S, vamos a calcular 05:(0). De (5) y (6),

o(r)= 3% () el(r),

i=1

luego
. nfla"'n -
o(0) = X5+ (P)Z(p)
”_laé- ~ Vil [~ +l o~
= ) agl(y“)[z' '"3o)- W2 (3y)]

a’(0) =Y 3 O oo ) 27 (5 30 1), (10)

sz_i - Z\'+l |:R_l ] = E ___Zi\-H (11)
y consideramos la hipersuperficie algebraica

S(l} :{[Zl;..-;z,,]e D3, (Z]!"'l Zp:)zo} (12)

de (10) deducimos que i (D, f_:) =2 & pes - 50, es decir b (Z) =§5-5Y
y I (f ) c §-5". Note que los puntos singuiares de la hipersuperficie de tan-
gencia § estan contenidos en §"). Sin embargo § () S contiene otros puntos

p los cuales no son singularidades de § pero i, (D, I:) = 0
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Dado ke N, definimos los polinomios homogéneos G, de grado (k + l)v -1

como G =7 P consideramos las hipersuperficies algebraicas
e =4 | e REREER &

s ={lz;....2]e D:G (... 3,)=0} ()

Observe que, en particular, §%=3g, G=E,YG=0, -
d

Sea Z = EZk un elementode D', donde Z, =F1_ Ry Z = Zzgk é‘z'! . En
kzv i=1 i
coordenadas y, .—.i,,_,, W= Gt , ¥, =z,; tenemos que Z= Z + Z 23 F yHY, don-

n 1

a n—-1 . R , a a
de Z=P,(3) 2= 2" (5)- 32" (5)] =+ 52" (), donde
i )ay,, 1 Z[ (9)-» (y)]ay y (y)a}"

[

= (yl,..., Yoo1r ) ey= 2 k-v-27k  Mas atin, en estas coordenadas, la ecua-

kzv+2

cion afin de S es dada por
S(k):{(yl,...,yM)E e, (.‘/'1 ..... Y 0} (14)

donde g, (3, Y1) =G (Jir-+» %p021) =G (). Observe que (Z'B)() =G, (5)-

Lema 2.1 Con las notaciones anteriores, para cualquier ke 7' tenemos que
q

(Z"ZB)(») Zﬁr $)G.(3)

donde f,,:C" — C son funciones holomorfas.

Demostracién. Primeramente, observamos que para cualquier re€ N se tiene

2906, ()]=S[ 2" (5)-»z" 5 )]%Gw

i=1 i
n—l T aG R l+ n-1
= 2 Z; (y) azz’— y - 1( 2 v G, )
< vl [ A aG, a vl f oA o aGr .
S22 (5)-2, ‘(y){((rﬂ)vw)a.(y)— 0]
i=l G <
n-1 aG

= = zZ™ ({)3;(5) ((?‘+ 1) v — 1) 5‘*‘ (),)Gr ({)
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donde ¢ = ((r+1)v—l) ”I. Por lo tanto,
2 G (3)]=G.(9)+ 6, (3)G.() (15)

Ahora, por induccion, suponga que

(25 ZB)(») =G (5 +2f (9)6,(5)
De (15), tenemos que
(Z.28)(3) = Z.[G(5)]+
- 32,60 0]60)* £ V2 [6 )]
_ G,()A))+¢;_1(f})GA_l(i‘))+:Z~M[ﬁlr(i)}G,()“f)nL

Denotado f =@+ iy i, = Zﬂ[fk (3 ):|+f:1 i eI S EE~2)
O

fi.o =@, la proposicién esta probada.

Corolario. Sea r un entero no negativoy p = (vf ..... ¥ 0)6 5t . Entonces,

Z,.181(p)= (246G, ) (3. ¥01)

Lema 2.2 Para cualquier ke Z', tenemos que

4]

7'( lZﬂ+2 1+lzﬁ E\]+l+vnpf:.(

donde F, ;:C" — C son funciones analiticas.

Demostracién. Desde que g 2 +Z, . +,Y, para cualquier f:C" — C, tene-

mos

1

2] = ZF+Z F4nTF=2B 2. F 4} (16



10 ESTRUCTURA LOCAL DE LOS PUNTOS DE TANGENCIA ...

Por lo tanto ZB=ZB+Z B+ v,YB=Z+y,F,, donde F,=A", (3)+YP.

Ahora, suponga por induccion que

k-
-1g k=25 i
z A 2 R ¥ DS (17)

Jj=0

De (16) y (17), tenemos

/i'kﬁ = Z( iﬁzzpv,ﬁ)"' ZHJ(ZH.AJ.J,]Zml-ﬁ)'EH,jH
=0
k-3 _ o &
+ Ole+1z1ﬁ Z(Fi_11+1)+yz( k =1,k 1)+Zﬁ Ff: Lk-1
=
k-2
= ZB M +ZZ B+ yYZHZ B
9,
e 9(z.Z '
+2 Z,ﬁw(”“é‘l‘ﬂ+zfiizﬁ+)ﬂy »+;Zﬁ k-1, j+1
j:O y’i
k=3 _ .
+ \J+I 1ﬁ Z(F;\ 1.j+l)+yz(.(l.(l)+

Denotando

: CIvARYA)
Fea = Z(E{*ll) a;_—
v39(Z) 7
+ (‘“m‘g)ﬂ_J +F
3 i+l k—1,k-1
Jj=0 Vo
Bwm= Byt Z(FA—I.J'H) lsjsk-3
Bia™= Forpa
y
k=3
F;{;\ = Yzf;ldz\ﬁ‘i'zyzrjﬂzlﬁ ‘F; 1j+1 +
=0

se sigue la prueba de la proposicion.
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Corolario. Para cualquier ke Z', existen funciones analiticas
I
H, iy Hy 5 CF 55€

Tales que

.)

k-

(Zﬂﬁ)( Ai \A + HAA ,:1 (5’)+}'.:Hk.k (V)

i=0

Proposicién 2.2 Sea f un entero positivo, p€ ﬂ",;i) s Se cumple
i (D.L)=k+le pe s

Demostracién. Supongamos que p = (ylﬂ T 0). Como

pesSNsYN...ns%Y,

tenemos que G, (ylo, e Vi 1) =0,V1< j<k—1. Porlaproposicién 2.1y el Lema

2.2 tenemos

05,(1“1)(0) = (Z“_Iﬁ)(P):(ZfHZﬁ)(p)+
¥ (ZLZB)(P)E,,u(P) (18)

Por el Lema 2.1, tenemos

De (18) and (19), se sigue que 04" (0)=G, (3",....3%_,.1). Esta igualdad impli-
ca la Proposicion.

Corolario Para cualquier Ze D" tenemos

Lol Z)= (Hs } 9 veez

0
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3. LOS CONJUNTOS DE TANGENCIA PARA CAMPOS VECTORIALES
EN T

Sea Ze D' un campo vectorial holomorfo tal que Z=P_ R+ 2 Zy

k=v4l

39
Z :EAA g En este caso, las hipersuperficies S“)(ke N) son curvas
i=l1 i

algebraicas sobre D =CP (2) )

Observacién. § y ) no tienen componentes comunes, por lo tanto
#(S N S(‘))<+oo
(ver [5]).
En esta seccién probaremos que genéricamente F ( ) 0,V k=4 es decir

D=U},T,(Z).

Proposicién 3.1 Si F,_; es un polinomio homogéneo irreducible sin puntos singu-

laresy pe SN s entonces
L, (D, i)=3 siysdlosi § es transversal a s en p.

Demostracion. Sea p = (y,g H y‘j, 0). De la Proposicién y el Corolario del Lema,

tenemos
O{.;'(O) = Gz(}ﬁo’ yg’l): (Zle )(.V]Us yg: 1)_ Z\H [31](p)

[z:ﬂ(yf,ys,l)—y?z%+l(yf,y3,1)]gfl(M Q) @

Ed

Il
NeE

I
-

Por otro lado, desde que pe s" podemos obtener

oIl p]
(v],vg) (21)

0 = Gl()’;)’ygll) (Z\+1G )( V”) vl

K
= 3200 )20 (1)) B
i=1

Denotado a =27 (), W, 1)* Wz (\10 ¥, ]) y ¢ = afiﬂ (_\,,»1”, _y?) donde

1<i, j£2, de (20) y (21) tenemos
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Vi
o (0)=ag, + a0, v aq, + a,c, =0

Como p es un punto regular de la curva algebraica §, podemos suponer sin

pérdida de generalidad que ¢, # 0. Bajo esta suposiciéon observamos que a, # 0.
Por lo tanto

Clla.:,(o) =466, T G665 =4,6,6, 46,6, = a4, det(cg;)

Por lo tanto
Y a,
a(0) = 2 der(c,) (22)

Ahora, § es transversal a S en el punto p siy solo si,

9 % [ o |
(ng-)(yf,yg):(g_ﬁf(yf,ys),aj;(yl,yg)), (i=12)

son vectores linealmente independientes y esto es equivalente a decir que

det(qj) #0. De esta observacion y de (22), la prueba de la proposicién se sigue

inmediatamente. []

Corolario. Suponga que F,_, es un polinomio homogéneo irreducible sin puntos

singulares y que pe S s, Si S es transversal a S entonces
peSNSY = pe D-s?

Més especificamente, T, (Z) =@, Vk>4.

Ahora, suponga que Z = P_ R+ Z Z€ Df es un campo vectorial

kzv+l
holomorfo tal que § es una curva algebraica irreducible no singular y S no es
transversal a §. Bajo estas condiciones, podemos encontrar un Z, € D‘? sufi-
cientemente proximo a Z (en la norma del espacio Campos Vectoriales) tal que

S,y SE(I) son transversales. En efecto, para € >0 definimos Z, =Z + €Y, don-
de ¥, ,, es un campo vectorial homogéneo de grado v+1. Observe que S, =S y

g = (GI_E =0) con

£
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Go=(Za+ex, )[Ry ]=G+ex, [P, ]
Se sigue que si € es suficientemente pequefio entonces S es transversal a S €(1) :

Proposicién 3.2 Para cualquier Ze D) tal que S es una curva algebraica no
singular irreducible, existe Z, € D’ suficientemente préximoa Z talque S, =S y

Sﬁl) es transversal a § .

Cuando £_, no es un polinomio irreducible, podemos escribir

d

" . . - . .
> =F"...F" donde los F; son polinomios homogéneos irreducibles de

j

grado d; y r; es la multiplicidad F, (1< j<I). Esta factorizacién es tinica salvo
constantes. Correspondiente a la factorizacién anterior, podemos escribir las
curvas de tangencias S =75 +...+ 7S, where S, =_(FJ = 0) son llamadas las

componentes irreducibles de § .

Suponga que la curva de tangencia § no tiene componente mudiltiple, (es

decir =...=5=1), por las técnicas usuales de la teoria de curvas algebraicas

(ver por ejemplo [6]) es posible construir una familia S, de curvas algebraicas en
CP(2) tal que S, esisomorfaa § y S, es una curva no singular de grado v -1
para ¢t #0. En efecto, sea S la otra curva algebraica en CP (2) de grado v -1
dada por la ecuacién (Q_, = 0) tal que S, alacurva § en (v - 1)2 puntos distin-
tos (es decir, § es transversal a §,). Consideremos la familia de curvas a un

pardmetro {S[’o rl]} , donde

[t:n]ecp(1)

S[,,,;,,g{[zi; % Z3]e (CP(Z):IUR,_l (le SO ) +40, (31’ G ) = 0}

Note que

crP(2)= U 8§, v SNS €8, YIwslecr().

[to:t)eCP(1)

Hacemos explosiones en cada de los (v — 1)2 puntos de interseccién y obte-
nemos asi un mapeo holomorfo ﬂ:Y%(CP(Z), donde ¥ es una variedad

algebraica compacta. Definimos f:Y — CP(1) por f(y)=lt:1] siy solo si
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/1 ( y)E S[ win]® ES facil ver que el mapeo f esta bien definido, es holomorfo y las

fibras f' ([to; 4 ]) son isomorfas a S,.,). En particular /' ([l; OD es isomorfo a
S . Del teorema de Bertini (ver [12], o [13]) se sigue que, salvo un nimero finito

de puntos, [;1 ]e CP (I) ,la fibra f™' ([ZU; L ]) es singular e irreducible, como ha
sido probado.

Para € >0 consideramos

Shie] ={[Z1; %:5]€CP(2): B (3, % %)+ £0,.. (%, % %):O}r

se sigue que si € es suficientemente pequeno entonces Z, =Z + €0, | R es un
campo vectorial holomorfo tal que Z € T, Z, esta préximoa Z y S, = Siie) €8

una curva algebraica irreducible no singular. .

Finalmente, si P_, tiene factores multiples, es decir P = Flrl Fl’f enton-

ces consideramos el polinomio homogéneo

o) i)

donde F;,=F,+¢,,H,,¢,>0y H; son polinomios homogéneos de grado
d, (1 g §- Jg). Es posible elegir €;, suficientemente pequefo y un H; convenien-

te tal que p_ esté suficientemente proximo de £, y F;, son polinomios homo-

géneos irreducibles. De esta manera, hemos probado la siguiente
Proposicién 3.3 Para cualquier Z€ D, existe Z, € D suficientemente proximo
de 7 tal que S, es una curva algebraica no singular.

Finalmente, de las Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3, obtenemos

Teorema 3.4 Para cualquier Ze D, existe Z, € D suficientemente proximo a
% : (1) ,
7 tal que §, esuna curva algebraica no singular y S’ es transversal a §,. Mas

ain T,(Z,)=D-5,, 0,(Z)=8,-8", I,(Z)=5, NS y [, (Z)=4,Vk 24.
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4. ESTRUCTURA LOCAL ALREDEDOR DE LOS PUNTOS DE TANGEN-
CIA

En la presente seccién probaremos que el transformado estricto de un cam-
po Z€ D’ tiene una estructura local bastante simple alrededor de los puntos de

tangencia.

Definicién 4.1 Sea 8 una funcién que satisface las condiciones establecidas en
(8). Decimos que Z € D satisface la Condicién L siy sélo si paracada 2<s<n,

el mapeo

® =(B,ZB....27'B):C' > C

tiene al Qe C' como un valor regular.

Observaciéon. Si Z€ D la condiciéon L, entonces I (2) =@, Vk>2n+1ylos

conjuntos I (2 ), Ly (Z ), e (Z ) son subvariedades algebraicas del divisor p.

Cuando n =3, existe una caracterizacion de la condicién L en términos de

las curvas S and S.

Proposicién 4.1 Ze D" satisface la condicién L, si y sélo si § no tiene puntos
singulares y SY es transversala S .

Demostracion. La proposicién es una consecuencia de los siguientes resultados:

1. 0e C? esun verdadero valor regular de @, = ( B, A B ) si y sélosi S no tiene

puntos singulares.
2. 0e C? esunverdadero valor regular de @, = (ﬁ ZB, ZZB) siysélosi S M en

transversal a §.

De los Lemas 1 and 2, tenemos
ZB(y) = G,(3)+»E,(y) (23)

ZB(y) = G(3)+(2-v)Z.(3)G(3)+ nE.(v) (24)

Observe que CD;' (0) =S and (D;l (0) =5 S(”.
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Prueba de (i). De (23) se sigue que 0 C” es un valor regular de @, siy sélo si

VB(p)=(0.01) y V(ZB)(p): a(j}ﬁ)(p),a(&)iﬁm) p),?(aif)(p) son

linealmente independientes V pe ®;'(0) lo cual es equivalente a decir que

{aafn (5;) aa(;o (};)};ﬁ (0,0),V(}’1» yz)e § siy s6losi § no tiene puntos sin-
1 2

gulares.

Prueba de (ii). De (24) tenemos que e C° es un valor regular de ®, si y sélo si

det

siy solo si

det #0, V(y.y)esnsY
9G 15y Gy O1)
dg 2
siy sélo si S" es transversal a § . O

Denotaremos por DT (L) al conjunto de todos los campos vectoriales

holomorfos Z € D" tales que Z satisface la Condicién L.
Teorema 4.2 D) (L) es abierto y denso en D’.

Demostracion. Es claro que Df (L) es un subconjunto abierto y denso en D’. La

densidad es una consecuencia inmediata del Teorema 3.4 y la Proposicion 4.1.

En efecto, si Z€ D] entonces existe Z, € D suficientemente préximo a Z tal
que S, es una curva algebraica no singular y dsS§ F(l) es transversal a S, , pero esto

significa que Z, € D] (L). O
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Con el fin de describir la estructura local alrededor de los puntos del divi-
sor, necesitamos el siguiente resultado, el cual es una consecuencia directa del

Teorema de Preparacion de Weierstrass.

Proposicién 4.3 Suponga que Ze€ D’ satisface la Condicién L. Si p €T, (Z),
entonces podemos encontrar un cambio de coordenadas ¢, X, ..., X,_, definido en
. ~ = J -
una vecindad {J de p, cual se anula en p, tal que Z 0o o DU esdado

por 77 (0) donde

Cabe mencionar que en el caso real, la Proposicién 4.3 fue probada inde-
pendientemente por P. Percell [15] y J. Sotomayor [17] usando el Teorema de

Preparacion de Malgrange Mather.

Cuando Z€ D’ (L), del Teorema 4.2 y la Proposicién 4.3, tenemos los tres

casos siguientes:

1. Bi Ed, (Z ), entonces el divisor es dado localmente por

D=z, %.%): t=D}

2- Si p€ FZ(Z),entonces D={(t,xl,x,_):t2+x, :O}.

3 5i pOEF3(Z), entonces D={(t,x,,xq_):rz+xl+xzt=0}.

Se sigue inmediatamente que si Z4,Z,€D’(L) y pel (Z,),
p, el (22 ) (1<k<3), entonces Z y Z, son localmente topolégicamente
eequivalentes en p and p,.

Finalmente, introducimos la siguiente relacion de equivalencia en D"

Decimos que Z,, Z, € D" son Infinitesimalmente (topolégicamente) equivalentes si

y sélo si Z y Z, son topoldgicamente equivalentes por un homeomorfismo que
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preserva el divisor. Observe que dos campos vectoriales infinitesimalmente
(topolégicamente) equivalentes 7 y Z, son localmente topolégicamente equiva-

lentes en Qe C".

Teorema 4.4 Cualquier par de elementos en D) (L) son infinitesimalmente

(topoldgicamente) equivalentes.

La prueba de Teorema 4.4 es completamente andloga al caso real (ver el
Teorema 2 de [9]). De esta manera, hemos probado que cualquier par de elemen-
tos de D] que satisface la condicién L son topoldgicamente equivalentes y su

estructura local es bastante simple.
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