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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES
DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA NO LINEAL
DE ORDEN n

Santiago César Rojas Romero!

RESUMEN.- En este articulo demostramos que las solucio-
nes de Ecuaciones Diferenciales Odinarias (EDO) no lineales
con coeficientes continuos y términos no lineales tendiendo a
cero en el infinito, tienen comportamiento asintético similar a
las soluciones de sus correpondientes ecuaciones lineales.

PALABRAS CLAVE.- Comportamiento asintético, Desi-
gualdad de Gronwall, E.D.O. no lineales.

ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF SOLUTIONS'OF AN n-TH ORDER
NONLINEAR O.D.E.

ABSTRACT.- In this paper, we prove that the solution of non-
linear Ordinary Differential Equations (ODE), with continuous
coefficients and non-linear terms tending to zero at infinity,
have an asymptotic behavior similar to the solution of there

corresponding linear equations.

KEYWORDS.- Asymptotic behavior, Gronwall's inequality,
Non-linear ODE.

1. INTRODUCCION

Sean las ecuaciones

n—1 m;

M 4 ZZGU ) I:xm :Iru =0, (1)

i=0 j=I

n—1 m

A by () 2T A b () X+ @ x + Y D gy (z)[x“)]“ =0. @
i=0 j=1
Donde n =2, los m son arbitrarios pero finitos y todos los coeficientes @; y b,

son continuos; ademads cada 7; tiene la forma p, /g, con p, entero positivoy ¢;

entero positivo impar.
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Asumiendo que los términos no tienden a cero cuando ¢ tiende al infinito,
veremos que las soluciones de (1) y (2) tienen comportamiento asintético similar a

las soluciones de las correspondientes ecuaciones lineales

x(ﬂ) =0, (1*)

2 4+ b, (XD b4 by (1) X + by (1) x=0. (2%

Waltman [1] prueba los resultados fundamentales usando elaboradas herra-
mientas. Aqui agregamos algunas hipétesis y en las pruebas usaremos una ver-
sion generalizada de la desigualdad de Gronwall, la cual también incluimos en el
trabajo con el dnimo de hacerlo mas completo.

2. DESIGUALDAD DE GRONWALL
Lema.

Sean ty 21y, f y g continuas y no negativas para t > t,,t = 1,, respectivamente.
Supongamos que,

f <8 +J'Ig(1:) ffmydr, V221,
h
donde 6 >0 y r=1; ademds ng(r) dt <e. Sir>1yambos t, y § satisfacen
fo
. —1/(r-1)
6<{(r—1)‘|. g(r)dril ; 3)
fo

entonces f(t) es acotado en [fp oc-). Si r=1, la conclusién sigue siendo vdlida sin

necesidad de la condicion sobre , y &.

Prueba.

Pongamos h(t) =0 + J.: g() f'(r)dr. Deaqui h'(t)=g(t) f"(¢) Y por hipo-

tesis f(t) < h(z). Luego, h'(r) < g(t) h" (t) y de alli que

"W ) W (T) dr < J‘Ig(f) dr < ng(r) dr.

Sir=1, tenemos

bz £

n < Tdt , t2t
ht) tog() 1
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de donde

h(t)<6 exp|:J.mg(1') dr}, t 2.
f

Sir>1, tenemos

1

-

[ A OEY (fl)] < ng(T) dt, t>1
1 i
o0 lo que es lo mismo

6N —r-n [ s@arsnT @ 124

de donde

- —1/(r-1)
h(t)5|:5'(’_1)—(r—1) 2 (1) d'r} 52w

Ty

*

Usando (3) tenemos que [6'(’"1) - (r - I)ng(r) d’f.':l >0, y, por tanto, h(r)
o

es acotada sobre [ t, °°). Finalmente, como f(t) < h(t) sobre [1,, ), se tiene el resul-
tado.

3. PRINCIPALES RESULTADOS

Teorema 1.

n-1 m,
L=}

-

S Vdt <o y r= max{rij} > 1 wverifica I desigualdad

(n—1
a; (1)t
o =0 =1

n-ln-1-p ‘ x(P“'k) (tﬂ)l

max 1, P TR T
k1tn—l-—p—k
p=0 k=0 0
n—1 1 wh=l feug Rk (4)
J -0 LS a0
p=0 P20 551

para algiin t, > 0. Entonces la ecuacion (1) tiene soluciones x(t) tales que,

lim xX" V(@t)=a>0 (a finito)

f—yo0
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Sir= max{ "ij} <1, la conclusién sigue siendo vélida sin necesidad de que la des-

igualdad (4) se verifique.

Prueba.

Aplicando la férmula de Taylor con resto integral, tenemos

37 Ltk "
(p) ( ) k 1 J n—=l1-p _(n)
x 0 (r —t)+ — -7 x () dt
&= 2 = o+ e (@)
donde, p=0,1,...,n-1 , t2¢>0
De aqui,
2Py "o PR ) (11 1
PR e ptlEE L (n-1-p)!
t(f—1 n-1-p n—1 my (n » 1)r ()(T)
.l.:( t ] ZE%() nIz dr,
0 =0 j=1
de donde obtenemos la desigualdad
}x(m(t}| . n-l-p !x(p+k)(t0)‘ i

= +
ip ,;) Kttt (n-1-p)!

n-1m; ( - 7= 1‘ (k)(f)‘
n-1-i)r;
Izzag(r)\ i Imax |1, Y U} dr
0 =0 j=1 k=0 T

Sumando sobre p tenemos

n-1 ‘x(ﬁ’) (f)‘ n—-1 n-l-p ‘ x(P+k) (t()){
max 1,27 < max 1,2 24_1_—?
tn—]—p k1! P

p=0 p=0 k=0 "°70

n 1 n—1 m; n-— 1‘ (1)1

“1=Dr
ZZ‘aU(T)w £ ) max 12 ik dr. (D)
p= 0 p i=0 j=1

Del lema previo, con

nll {pJ(t)‘ n-1 . n-1

"l! "
Z l‘" 1-1-p y g®)= Z i Z‘QJ(I)‘I(H—I—;)@

f(#)=max | 1, ;
p=0 p=0 P*iZ0 =1
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n-1
se sigue que max| 1,

P ([)'

tn_fp €5 aCOtadO SObre [to . °°) .
)

o

Ahora, como

%D (1) = XD (1) - J' E i% @)1 (n_i_i)rlj[‘X(ij(T.)qﬁ . o

i=0 j=1 " 1-i
u . -1 . . .
se tiene que lim x"~ (1) existe. Queda por demostrar que siempre existen solu-
f—o0

ciones x(¢) tales que este limite es mayor que cero.

Escogemos t, >0, 6 21. Si r>1 requerimos adicionalmente que ¢, y §
verifiquen

-1/(r—1)
(n=1=i)r
ay ] ar

—

n=1 my
[==]

n—1 1
5 < (r—1)§6E LO

L

I
=]

j=1

Por el lema, existe una cota M tal que, si y(¢) es cualquier funcién continua
no negativa verificando

n-1 ¢ 1 m; )
(.- 1-0)r;
YO+ 2 1) 34y @] 2" 3 () de
! i=0 j=1

para todo ¢ > 1 >1,, entonces y(t) <M sobre [#,).

Escogemos 7, suficientemente grande tal que,

n—1 m
- i ; 5

(= Jj= 2

€
p!
Sea x(f) la solucién de (1) satisfaciendo las condiciones iniciales

n-1
)= %0) == x#=2) ) =0, x*V@)=6 2 L’ Procediendo como antes
P

obtenemos la desigualdad (5) con ¢ en lugar de #,. Puesto que
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n-— (p)
sigue del lema que max| I, Zl |x ! (I)l

p=0

ey | 8 acotado por M en [f,, ).

De aqui

n=1 m

o . (i) ij
. (n=1) s\ _ (n=1) _ (n-1-iyr; | X ()
tm 400470 [ 5 By 00| L0

i=0 j=1
S . oo M1 m; Pzt
2r—-M [ Y g @) " ar>o.
1 4 1=0 j=l
p=0 2

Esto completa la prueba.

Ahora centramos nuestra atencién en la ecuacién mds general dada en

(2).
Teorema 2.

Consideremos la ecuacién (2). Sean x,(t), x, (1), ...,x, (t) soluciones linealmente

independientes de la ecuacion lineal asociada (2¥) y W (t) su Wronskiano. Sea

G
X;(t) = maXISkSn’xif:)

3 i=0:17-~-an_11 ysl?an

W, () = Wronskiano l:xl(t), sy X OB K i yonny iy (t)] L k=1,2,.,n Yy
Z(®) = max |W, (1)
1€k<n
Si

n—1m;

= Z(1) % _
»[‘0 ‘W(T)‘ ,:Z(] j_l‘aij(t)‘ X,' dt <

Entonces, la ecuacion (2) tiene soluciones x(t) (no triviales), tales que

2Py =) 4H AP . p=0L..n-1 @)
k=1

Donde las funciones A, (t) son tales que

lim Ak (t) =4aq; (ﬁnii’O) 3 k= .l., 2, Y ()
f—yoo
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Sir= max{rjj} > 1, adicionalmente necesitamos que se verifique la desigualdad

max[l, ﬁ: ’Ap (fo)l}

p=1
-1/(r=1)

a; () X" () dt

n—1 m;

Z(1)
<|:n(r—1)_‘. |W(tt)| Z

i=0 j=1

para algin t;.

Prueba.
Sea x(t)una solucién de (2). Sean A, (r) las funciones definidas (tinicamen-
te) en términos de x(1), x'(¢), ..., X"V (¢) por las ecuaciones (7).

De las ecuaciones (7) y el hecho que x(¢) es una solucién de (2) obtenemos las
ecuaciones

-

n
AP (0=0, p=0,1,.,n-2
k=1

n—=1 m

A @ x V== Zza,, (z)[ZAk @) x}ﬁ(:)] ; ©)

n

k=1 i=0 j=
Resolviendo este sistema para AL (), Ay (1), ..., A, (1) e integrando de 1, a 7, tene-
mos

i ) t W (T) n=1 m
A, (©)= Ay (1) + (=17 fﬁa : 2, ()

i=¢ j=1

;"j

{Z A (@) £ (f:)} dr , p=1,2,..,n (10)

de donde obtenemos la desigualdad

ma;{l, i‘AP (I)} = ma;{[, i‘lAp (10)@
p=1

p=1
t 7 ~1 mf- .
== > Yey o] X7 @

011

max| 1, )| A, (r)] dr.

k=1
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n
Por el lema tenemos que max | 1, 2 !Ap (t)’ es acotado sobre [to,oo). De ahi
p=1

que las integrales en las ecuaciones (10) son absolutamente convergentes cuando

t — oo, de este modo concluimos que lim A, () existe (finito), p=12,...,n
[—>c0

Teorema 3.

Con las mismas hipétesis del teorema 2, y adicionalmente asumiendo que:

i) Si xP)(r) no es acotado cuando t— oo, entonces existe una funcién (positiva)

continua y no decreciente x,,(t) tal que ‘x,(cp )(l‘)‘ <x;, (1) para ¢ sufientemente

grande.

n—-1 m
ii) ka(I)IW" @) D X7 (t) dt <o
[ & Sholstoac

Entonces, la ecuacion (2) tiene soluciones (no triviales) x(t) tales que,

I

xP) (1) = Zak P +eP @), p=0,1,..n-1,
k=1

donde los a, son constantes y lim P (1) =0
t—yos

Prueba.

Usamos las notaciones y resultados del Teorema 3. En primer lugar, estable-
cemos que

lim | A, (1) - a | ‘x,fj’) (t)\ =0
oo

Esto se da obviamente cuando x{*’ (r) es acotado, asi que asumimos que x{ no es

acotado. Resolviendo para A (1) en (9) y luego integrando de 7 a e tenemos

m; i

ak:Ak(r)+(—1)"+"“_[ Wk(ﬂ 2 Y a; @ EAk(r)x,E‘)(r) d.

i=0 j=1

De aqui se tiene que para ¢ suficientemente grande,
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e X, (T)| W (7)] %4 &
4@ -af [P0 < [T |WL;‘ ZD ;1% @] X} ()

r

max| 1, ¥ |4, @[t dr.

k=1

De lo anterior se tiene que
lim | 4 (1) - al| 4P 1) =0,

donde

n

X2 (1) = 2 A0 xP(5) = Zak P (1) + e, (1),

k=1 k=1

Donde lim €, (t)=0. Poniendo g () = (7). tenemos & p(B)= eP (¢), con lo cual
—o0

*

el teorema queda probado.

Aplicando el Teorema 3 a la ecuacién (1) tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.
Si

n-1 m

oo _ —1=D 7
[[013 S a0 " at <
!f 7

0 i=0 j=I

entonces (1) tiene soluciones (no triviales) x(t) tales que,

n

x(t) = Zak e er)

k=1

donde
lim e”(#) =0, p=0,1,..,n-1.

l—oo

Prueba.

Utilizando la notacién de los Teoremas 2y 3 tenemos x, (1) =771, k=1,2,..,n
y W() =constante. Podemos tomar X, (r)=(n-D!/""'" para 121
i=0,1,...,n—1.W, (¢) esla forma ¢, /" *y Z(t) = ¢t""! para n 2 1. Facilmente
se observa que, todas las hipétesis del Teorema 3 se verifican, por lo tanto, el

teorema esta probado.
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(1]

[2]
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