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ESTABILIDAD EXPONENCIAL DEL SEMIGRUPO C; ASOCIADO
A UN SISTEMA TERMOELASTICO

Yolanda Santiago Ayala!

RESUMEN.- Se prueba que el semigrupo C, asociado a un siste-
ma Termoeldstico es analitico y exponencialmente estable.
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ABSTRACT.- We prove that the C, semigroup, associated to a
thermoelastic system is analitic and exponential stable.
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1. INTRODUCCION

Estudiamos el siguiente sistema disipativo:

w, +A'u+A0=0,en Qx]0,7T[ (1)

0, -A0—Au, =0, en Qx]0,7| 2)

u=Au=0 =0 ,en 8QX]O,T[
u(x,0)=uy(x),u,(x,0)=u(x),0(x,0=0,(x),xe Q,

donde Q es un abierto acotado de R” con frontera dQ suave.
El sistema Modela el movimiento transversal de una placa Termoeldstica presa en la frontera
dQ2 , sin movimiento longitudinal. Las funciones u(x, ) y 0(x, t) representan la posicion y diferen-

cia de temperatura de la placaenel instante r y AZ, A, V son los operadores Bidrmonico, Laplaciano

y Gradiente respectivamente.
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La energia asociada al sistema es
E@:=3 [ [u[*+|auf* +]o] ar.

E (1) es no creciente, desde que

E() _

= IQ |Vo|* dx < 0.

Asi 0< E(t) < E(0).

Entonces surge la interrogante ;ja dénde tiende E(z)cuando t — +°? y ;con qué tasa de
decaimiento lo hace?.

En respuesta, probaremos que el semigrupo C, de contraccién asociado al sistema es analitico,
utilizando técnicas multiplicativas con multiplicadores adecuados y el Teorema 2 (Santiago [3]) que
involucra al operador resolvente. Es decir, pasaremos por Analiticidad para obtener el decaimiento
exponencial. -

En contraste con estd técnica, en la seccion 4 estudiaremos el decaimiento de la ecuacién de la

onda con disipacidn; la cual es de tipo exponencial y como el Semigrupo CO asociado a la ecuacion no
es analitica usaremos directamente el Teorema 3 (Santiago [3]).

Existen trabajos de estabilidad via Semigrupos, citamos Liu-Zheng [1], Wyler [4] y Santiago
[3].

2. PRELIMINARES

Usaremos las definiciones y resultados que aparecen en Santiago [3], Liu-Zheng [1] y Pazy [2].
Ponemos en evidencia los teoremas 2 y 3 de Santiago [3], respectivamente.

Teorema 1.

Sea S(t) un semigrupo C, de contraccion en un Espacio de Hilbert. Suponga que

p(A)o{ip,pe R}=iR;

entonces S(t)es analitica
e Im ||papr- a7 <
B>
acontece.

Teorema 2.

Sea S(t)=e*" es un C, semigrupo de contracciones en un Espacio de Hilbert, entonces,

S(t) es exponencialmente estable

o {,o(A) SiR, lﬂlli_m | ipr - A)“‘||<oo} .
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3. ESTABILIDAD EXPONENCIAL DEL SISTEMA TERMOELASTICO

De la ecuacién (1), haciendo v =u, , obtenemos

u I, u, t
o | =lo [=|u,|= —A% — A :
o) 0, 0 A(3~|-A_ur
entonces,
" 0 I 0 "
v | =| -A% 0 -A|=| 0
0 0 A A 0

0O I 0
A% 0 -A
0 A A
(1) — (2) es equivalente a
Y, = AY
3
Yo = (g, up,00) ©)

Construimos la Energia asociada al sistema. Multiplicando (1) por #, e integrando sobre

tenemos

2 _
J.Qu”.ut%-A u‘ur+A8.urdx—0

1 d 2 2 =
EE.‘.Q |uI} dx-i—jQA “-“r+I9A9-”r =0,
Usando la Identidad de Green, obtenemos
19 2 -
L[ Ju ) der [ Ausu,+ [ 20.u, =0,

es decir,

Bl oo



33 Santiago: Estabilidad Exponencial del Semigrupo Cyoe

Multiplicando (2) por 9 e integrando sobre () tenemos

e olo + [ 1701 - [ w00

R Y —

= | _u,a0
Q

De (4) y (5) obtenemos.

d 1 2 2 2
E{E_I.Qlut +|au)? +]0) dx}=-jnve|zso

"

E(t):=

i.e. E(t) esnocrecientey 0< E(r) < E(0), V¢ > 0.

Ahora consideremos

*

X =(H* QN HyQ)x P Qx *(Q),

u

D(A)=1{ (u,v,0)e H* NHyxL*x[*;talque 4| v {€ X

0

ie. D(A) = (H ()N H(Q)x (H(Q) N Hy(Q)x (H*(Q) N Hy(Q).

Donde

H2={ucH?, Au=0en 3Q}

Hf={ue H* K Au=0ecn 0Q},

)

Donde A: D(A)c X — X. A esel generador infinitesimal de un semigrupo S(z) de contraccién ,

debido al Teorema de Lummer-Phillips (ver Santiago [3]) e iR < p(A).
Probaremos que

lim ||[TRGT, A)|| <+
—> oo

|7

i.e. S(r)es analitico. En efecto,

u

F,
1

(Bl -A)W=F, donde W =| v |, F=| F, |€X
F

0

(6)
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iPu-v=F (N
iBo+A*u+AO=F, 8
if6-Av-AO=F; (9)

Tomando Laplaciano a (7) y multiplicando por Ai obtenemos
: 2 _ _
Aul® dx - I Av AT = J' AF, A
zBJ.QI ul JAv A = | AF Az (10)
Multiplicando (8) por § tenemos
i [ |of ax+ [ a%.5+[ ne5=[ F7
Q Q Q Q
B 2 - > s
) + Au.az+ .[ A8 :j F
ie tB_J-Qlul J.Q u.AD o 3 " L0 (11)
Multiplicando (9) por g conseguimos
. & = 2 =
0 d—IA e+j‘ Y =J'Fe.
IBIQ| Cdv—| M0+ [VO] =] F (12)

Sustituyendo (7) en (9) tenemos

i — A{iPu- F} - A0 =F,
iBO—if Au —AB = F, — AF, . (13)

Multiplicando la ecuacién (13) por —Ay obtenemos
~ip[ eAm+i _[ A 2+j ABA_:—I F, - AF) Aii .
IBJ-Q u+ifp Q| u[ o u Q( 3 1) u (14)
Sumando las ecuaciones (10), (11) y (12) conseguimos

iB [ [aul® +]of? +|e|2+2i1m“ AquT}+2iIm{f ABE}
Q ’ Q Q

+[ [vo[ ax=[ aFaz+F7 +FB. {3}
Q Q

Tomando la parte real de la igualdad (15), obtenemos

2 s oo —
fg|ve| dx=ReIQAF1Au+F20 +F39dx. (16)
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Multiplicando (8) por § tenemos

iPv® + A% 0+ ABO = F,0

isj v§+I Azué—.‘. jve|2:j F,0. (17)
Q Q Q Q
Multiplicahdo (9) por &
if6v — Av.v — ABo =Fpo
fﬁf 95+J' wu|2—j A85=J' Fp. (18)
Q Q Q Q
Sustituyendo (7) en (8)

ip{ifu—F}+ A% +A8=F,
-BPu — iPF, + A%u + AO=F,

(19)
B*u + A + A =iPF +F,.
Multiplicando la ecuacién (19) por (—Au), tenemos
+B%ulit - A*ulii — ABAu =—(ifF, + F,) Air .
Integrando sobre Q
-BZJ' Vul? +f V (Au) V(AiR) —I AB Al = —I (iBF, + F,) Ai
Q Q Q Q
B2 [ [vul + [ [vaz[ - [ aoaw=-[ GBF, +F,) a7, (20)
Q' Q Q Q
Tomando la parte Imaginaria a las expresiones (20) y (17) respectivamente obtenemos
Im{JgAeAa}: Im{jg(iBFl +F) AE} on
Im{lB nge }-l- Im.[QAuAB =Im .[QFZB : (22)
Usando (21) en (22) tenemos
i f ol=1 IF§+‘F+F A}.
m{zB Qv } m{  F2 (iBF, + F,) Au (23)
Tomando la parte Imaginaria a la ecuacién (18) conseguimos
Im{iBj 95}— i 205 =tm| Fp
Q Q Q
(24)

Im{iB [ 6o }+ [ vovo=m| Fp.
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Usando (23) y (24) obtenemos
[ VoV = Im{J'QF@ ~ F,B - (BF + F,)Au } 25)

Sustituyendo (23) en la parte imaginaria de (12) conseguimos

) _ _
Bf 101 —tm[ a00=1m| FD
. - _
BJ‘Q|6| dx = Im.[QAuB 3 fm“QFse)
- ImUQF3§+ Fy5 - F,0 - iBF, + F,) M) (26)

.......... e i {iB IQFIAE}.

*

Por otro lado,
iﬁ_[QFlAﬁ =i J‘QAFiE :_[QAFJ pii 27)

tomando la conjugada a la ecuacién (7) obtenemos

iBE -5 =F,,
luego
ifit =—b-F,. (28)
Sustituyendo (28) en (27) obtenemos
i{:‘sJ'QF1 Aui = JQAFI{—E -F }= —J.QAF@ - IQAFI F,
—
=~ [ VAl
Q
y tomando su parte Imaginaria se consigue
Im {;’BJ' F Au}z Im{—J' AFla}
Q Q
(29)

<|F|w].

\Im{iBIQFl AE}

Por lo tanto, la ecuacién (26) queda mayorada de modo que,

Bl [ |6 dx<c|F|w]. (30)
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Tomando la parte Imaginaria a la ecuacién (14) y usando (21) se consigue

—Im(fB J'QeAﬁJ+ |3J'Q|Au\2 ; IngAeAﬁ]= Im(—fg(zg ~ AF) Aﬁ)

Luego,

B_[Q\ Aul? dx = Im(iﬁjgeaa) ik UQABAE]
; fm(—jg(fg _AF) A7

=Im(iBIQBAE)—ImJ.Q(iﬁFI + F,)Aa 31)

+ Im [ - (F,- 2R, )Au).

Sustituyendo (29) en (31) se obtiene

B |Auf dx= Im(z‘B J'QBALT) + Im (IQAEF)

+ Im (J‘Q(—FZAF3+AFI)ALT). =2
Tomando || a la ecuacién (32) se tiene
|B\_f |Au2dxsz||FH1:W{+|—B—|f | Au|® + 02 dx.
Q 2Ja
Usando (30) tenemos
BU[ auPacss)Flw. e
2 45 ol
Tomando la parte Imaginaria a la ecuacién (10) obtenemos
\rm(fgmvj <s|F||w]. | 34
Andlogamente, tomando la parte Imaginaria a la ecuacion (11) y usando (34) tenemos
2
BIf Joffdesc|F||m]. (33)

Sumando las desigualdades (30), (33) y (35) tenemos
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BI[ & f*+[of* + |0 < C|| F|[|w],

BLIW], <cleliwl,
Blwl, <clF]
IBRGB, ) Fl|<C|F|
|BR(B, A)|<C.
Tomando limite superior a la expresion anterior tenemos,
}Em"BR(iB, Al cC<+e

|6

-

lo cual prueba (6).

4, DECAIMIENTO EXPONENCIAL DE LA ECUACION DE LA ONDA
CON DISIPACION

Probaremos que el semigrupo C, de contraccién asociado a la ecuacién de la onda es
exponencialmente estable.

Considerando r > 0, el modelo de una ecuacion de la onda con disipacién que estudiaremos es

u”—Auﬁ-rut:O en Qx(0,+ )
lu(x,1)=0 en 0Q x (0, +oo)
u(x, 0):u0(x) , ur(x,0)=ul(x)xe Q.

(36)

Construiremos la energia asociada al sistema. Multiplicando (36) por #, e integrando sobre

Q, tenemos, tenemos

2
J. i, u, —Auut -i—r‘u“ dx=0.
Q

Usando la Identidad de Green se tiene

2dx}=-r_“ ‘uz‘zdx.
Q!

Definiendo la energia asociada al sistema tenemos

@=L [u[?+|Vul ax.,



39 Santiago: Estabilidad Exponencial del Semigrupo Cﬂ
tenemos que E(¢) es no creciente, desde que

0E(r) _
o

—r'[ ‘utiz dx<0.
Q 1
Asi, 0 < E(r) £ E(0).

Entonces, ante la interrogante ;a donde tiende la energia E(f) cuando t — +o0? y ;con qué

tasa de decaimiento lo hace?, probaremos que el semigrupo de contraccién asociado al sistema decae
exponencialmente. Lo abordaremos utilizando técnicas multiplicativas y el Teorema 3 de Santiago [3]
que involucra al Operador Resolvente.

De la ecuacion (36) haciendo v = u#, obtenemos,

Definimos el operador

Asi (36) es equivalente a

Y, =AY
.Y(O) = (uo, “1)' (37)
Para lo cual,
X =Hy(QxL(Q)

D(A) = H* QN Hy(Q)x Hy(Q),
entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo C, de contraccién e iR C p(A).
Ahora probaremos que,
lim || RGP, D] <+e= .

|B|—=+

Es decir, que el semigrupo decae para cero, cuando t va para infinito (i.e. decae exponencialmente).

En efecto, sea (il — A)W =F , donde W:(”],F:(? J
v
2

iBu-v=7f (38)
ifo-Aut+ro=f,. (39)
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Multiplicando (38) por —Au, tenemos

i [ wai + [ oi =[ fou

iBIQ!Vu\Zdx+jgv.AE=JQf1AE, (40)

Multiplicando por v al conjugado de (39) se tiene

~iBt .o - A +15 .0 = f,0

—iBJ‘ ‘v‘zdx—J. Aﬁvdx%—rJ‘ ]v‘zdx=f Tzvdx. (41)
Q Q Q Q
Tomando la parte real de la suma de las ecuaciones: (40) y (41) se tiene

o ar=rel [ rsis [ Foads|rl, wl,. “2)

Ahora, de (38) tenemos,
ifu=0v+f

tomando H se tiene
’B!\u|5\vf+\f1\-
Elevando al cuadrado e integrando sobre () se consigue
2 2 2 2
B [ |ul* 2] Jof* +]A["ax. (43)
Usando (42) en (43) tenemos

“3‘2 J‘Qiu‘z S% Re{—IQVfl Vu +IQEU dx}+ 2 Ig\fl|2dx : (44)

Multiplicando (39) por i y usando la Identidad de Green, se consigue

iBIQvft —J.QAuii + rjgu U= -[szﬁ
iBIQvﬁ +J.Q‘Vu‘2 + rJ.Qv U= Igfzﬁ.

Despejando y mayorando esta tltima expresion obtenemos
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()s.[g\w\z dxzfg_fzﬁ —rj.gvﬁ —iBJ-QmT

[t or(JaloP) " ([l ae) "
B L 3 e

SUQfZLT +rc(’lng|v|2d'x)”2 [J.Q}Vuf)”z -

B|° 2 1 2
TJ‘Q“"I dx +§J.Q|I)l dx .

<

Usando (42) y (44) tenemos

(I—S)J.Q|Vu|2 de“gfer

+ ri’C J'Q|v|2dx+%'|'g|v]2dx+

%Re{—J-QVﬁVE_I % IQZU}'I’ fQ[_ﬂ[z dx

<|F|,|wl, +2c|F[,. (43)

De (42) y (45) conseguimos

min{r,1-¢} [ |Vul* +|o de<|F|, W], | F[,.

2
W5

Luego,

Wi, <GlFl, W], + G| FI,

1
<c|Ff, + 2wl s | F[)

1
LWl <@ el

W, <C|F],
|W|H SC|F|H'

Esto permite concluir que

|RGB, A F|, <C|F|,
| RGB, A <C

lim ||RGB, A)|| < C.
B—s4eo
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