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ESTABILIZACIÓN DE LA FRONTERA DEUN SISTEMA HIPERBÓLICO
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RESUMEN.- En este trabajo estudiaremos la velocidad de decai-
miento de la energía de las soluciones de un sistema hiperbólico
con condiciones de contorno disipativas.

u" (x, t) + lv"(x, t) + at:,.2u(x, t) = ° en Q x ]0, +oo[

lu" (x, t) + yv"(x, t) + 5t:,.2U(X, t) - f3ot:,.v(x, t) = ° en Q x ]0, +oo[

donde Q es un dominio acotado de R 2. El, resultado es obtenido
por el método propuesto por Komornik y Zuazua [6].

PALABRAS CLAVE.- Decaimiento, hiperbólico, soluciones fuer-
tes, soluciones débiles.

STABILIZATION OF THE BOUNDARY TO A HYPERBOLIC SYSTEM

ABSTRACT.- In therse notes we will study the decay velocity of the
energy of the hyperbolic systems solutions with dissipative contour
conditions.

KEYWORDS.- Decay, hyperbolic, strong solutions, weak solutions.

1. INTRODUCCIÓN

En el presente trabajo desarrollaremos exclusivamente el comportamiento asintótico para solu-
ciones débiles del sistema planteado en el resumen, donde las funciones:

u ex, y, t) : denota la posición de la placa en un instante t del tiempo.

v ex, y, t) : denota la tensión óptima

El objetivo principal es desarrollar el Teorema 3 enunciado en la página 7, basados en los
resultados de los Teoremas 1 y 2 que nos dan resultados de existencia y regularidad de soluciones
fuertes y débiles para el sistema (*) enunciados en la página 2, ver Chueshov [3], Koch [5] y Zuazua
[19]; usando el método que frecuentemente se usa para una gran mayoría de sistemas: el
Método de Galerkin, (ver Lions J. L. [15]). Para tal efecto, consideremos Q un dominio acotado

d~ R 2, con frontera r de clase C 4 y { r o ' r'l}'
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una partición de [, ambas con medida positiva y [o n [1 = rjJ . Denotemos

v = v(x) = (v¡ (x), v2 (x) el vector normal unitario en x E r I exterior a n, por

T = T(X) = (-V2 (x) I VI (x)) el vectortangente unitario, orientado en sentido positivo de I' y ; = ; (x)

una función real perteneciente a W-1,oo ([1) con ; (x) ¿ ;0 > O sobre ['1'

Consideremos el sistema (*) a seguir con condiciones de contorno no homogéneas:

u"(x,t) + I!v"(x,t) + G!~;2u(x,t) = °
.€u"(x,t) + rv" (x,t) + 5!'!.?u(x,t) - /3of..v(x,t) = °
a °tvu (x,t) - ~~(x,t) + a(1- JI)(B¡u)r(x,t) = ;(x)u'(x,t)

5°t"V(x,t) - /30 :(x,t) + 5(1- JI)(B¡v)r(x,t) = ;(x)v'(x,t)
(*)

a [f..u (x,t) + (1 - JI) B2u (x,l)] = °
5[f..u(x,t) + (1- JI)B2v(x,t)] = °
u(x,t) = : (x,t) = ~~(x,t) = °
u(O) = uo, u'(O) = u', veO) = vo, v'(O) = v'

donde, los operadores Bl y B2 están definidos por:

en n x ]0, + 00 [

en o x ]0, +oo[

en [1 x ]0, +oo[

en ti x ]0, + 00 [

en [1 x ]0, + 00 [

en 1'1 x ]0, +oo[

en 1'0 x ]0, + 00 [

en n

Blu(x,y,t) = VI (x)v2 (x)(u.w(x,y,t) - uxx(x,y,t)) + (vf(x) - vi (x)) Uxy(x,y,t)

B2u(x,y,t) = 2vI (X)V2 (x) U-,y(x,y,t) - vi (x)uxx(x,y,t) - vl
2 (x) U.w(x,y,t)

0< JI < 1/2, donde JI es el coeficiente de Poisson .

.€, r , a, 5, /30 constantes positivas arbitrarias.

(Blu)r = a:~u denota la derivada de Bvu en la dirección t .

El resultado de estabilización en la frontera para el sistema (*) es obtenido por el método
propuesto por Komornik y Zuazua [8], y se formula de la siguiente manera. ¿Bajo qué condiciones

adecuadas sobre la partición {rOl r1}' se puede estimar la velocidad de decaimiento de la

energía?

En este trabajo probaremos que el sistema (*) tiene un decaimiento exponencial de la energía,
para lo cual usamos el método propuesto por Komonik y Zuazua [8].

Interesados en la estabilización en la frontera para el sistema (*) notamos que para el caso

e = r = a = t5 = /30 = O, el problema fue estudiado por Komornik y Zuazua [8], Milla y Medeiros [17].

Denotaremos respectivamente por

Introducimos algunas notaciones que usaremos en el transcurso de este trabajo:

(.,.) = ("')L2(0), 1·1 al producto interno y la norma de L2(Q). (1)
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En ei espacio V te H2 (O) donde Vestá definido por,

{
2 8V}V = V E H (D); v = O sobre I' o' 8v = O sobre I' o ' (2)

se define el producto interno,

y su norma,

los cuales denotaremos de la siguiente forma:

«.,.» = «"'»v y 11·11 = 11·11 v'

En V la norma usual de H2 (O) Y la norma 11.11 son equivalentes, (ver Lagnese [11] Y (3)

Komornik [7]).

Denotaremos por ( .,.) W"' (f)xH"' (r) la dualidad en los espacios tr= y Hm, (ver Milla[16]). (4)

~ 4oc(0, +00; X) = {V E L2 (O, T; X); para cada T > O}, (ver Milla[16]). (5)

También introducimos algunas notaciones, (ver Lions, J. L. [14]). Sean xO E IR2, la función

m(x) = x - x", X E JR2, tal que:

Denotemos por R = 11 m IIL'"'(fl) y ~ (x) = m(x)v(x). Observe que ~ (x) ~ mo > O en rJ>

puesto que To n Ti = 9.

Sea k una constante positiva tal que, para todo v E V, se cumple

Representamos por A¡ el menor de los autovalores del problema espectral

Sean f j '}/ , a, 5, /lo, constantes positivos, con 1 > e y y > f.
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2. RESULTADOS PREVIOS

Para abordar el resultado principal previamente daremos algunos resultados como soluciones
fuertes y débiles para el sistema (*).

2_1 SOLUCIÓN FUERTE

Daremos dos formulaciones generales del teorema de Green. Sean u E H4 (O.) YW E H2 (0.),

entonces

(6)

donde

B¡u = V¡V2 (uyy - ux.x>+ (V¡2 - Vi)2,U
XY

B2u = 2v¡v2 uxy - V~ Uu - VI2uyy

y (w), =t es la derivada tangencial, (ver Komornik [7], lema 7.II y Duvaut - Lions [4]).

Sean u E H2(n), t/u E L(n) y W E H2(n) entonces,

(7)

Tenemos la siguiente identidad

para cada u E H4 (0.), V E H2 (0.); como consecuencia tenemos

Ux = (vi' -V2) (uv' ur),

uy = (v2, -VI) (uv' ur) ,

u, = (V¡, V2) (ux' uy) ,

u, = (-V2' -VI) (ux' uy).

Las igualdades anteriores nos limitan a trabajar en dimensión n = 2.



PESQUIMAT, VOL. VII N° 2 2004 5

A continuación enunciamos una proposición de vital importancia para construir una base espe-

cial donde se toman los datos iniciales UD , u' en espacios adecuados.

que:

sobre r..

Entonces para cada S > O, existen w, z en V n H4 en) tales que:

a~w aw
Tv - av + (l - ,u)(B1 w), = ~ (x),z

~ w + (1 - fl) B,W = O

sobre r.,
sobre r¡.

Prueba.

Ver Chueshov [3] y Milla [17].

En seguida planteamos la existencia y unicidad de soluciones fuertes para el sistema (*).

Teorema 1 Sean

(H.O) e < 1 Y e < r

al1uo auo °
a -- - - + a(1- f.1) (B¡u ), = ~(x)u¡ sobre 1¡, .

av av

al1vo ayO ° 1
J-- - fJo- + J(l- f.1) (B[v ), = ~(x)v sobre 1"

av av

a(I1Uo + (1- f.1)B2uO) = O sobre 1[,

a(I1Vo + (1 - f.1)B2vO) = O sobre 1[,

Entonces existe un único par de funciones u, v: n x ] O, + CfJ [ ----}- lR, satisfaciendo las condicio-

nes
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u" + f!V"rxl":J.zU - ut: = ° en [,00(0, +00; L2(0))

Eu" + y v" + Jf...2v - /30f...v= O en Loo (O, + 00; L2 (0.))

af...u au I

a- -- + a(l - JI)(BIU)r = ~(x)u en L«)(O, +00; HI/2(fl))av av

af...v av I

J- - /30- + J(l-- JI)(BJv)r = ~(x)v en Loo(O, +00; HI/2(fl))av av

a(f...u + (1- JI) B2u) = ° en Loo(O, +00; H3/\fl))

J(f...v + (1- JI) B2v) = ° en [,'n(O, +00; H3/2(fl))

u(O) = uO, u'(O) = ul, veO) = vO, v' (O) = vI en 0.

Demostración. Para la demostración se aplica el método de Faedo - Galerkin con una base especial

para V n H4 (O) dado en la Proposición 1, ver Chueshov [3]. La solución obtenida en el Teorema
1 es llamada "solución fuerte» del sistema (*).

2.2 SOLUCIÓN DÉB[L

Teorema 2

Con las hipótesis (H.O), CH.1) dadas en el Teorema 1 uo, Vo E V y ui
, v] E L2 (O). Entonces,

existe un único par de funciones u, v: O x ] O, + 00 [ ~ R satisfaciendo

u, VE CO([O, +00[; V) n C°(r0, +00[; [,2(0.))

a!1u af...v 2 2
--, -, (Blu).,(B]v)., B2u, B2v E L (O, +00; L (fl))al' av

af...u au I

a-, - + a(1- JI)(BiU)r = ~u en L2 (O, + 00;L2(f]))
av av

af...v av
J-,/30-+5(1-Jl)(BJv)r =~v en [,2(0,+00;L2(fl»)av av

a[f...u + (1- JI) B2u] = ° en L2(0, +00; r(fl))

J(f...v + (1- f.1) B2v) = ° en L2(0, +00; L2(fl))

u" + Ev" + ats 2u - Su = ° en L70e (O, + 00;V')

Eu" + yv" + 5f...2v - /3of...v= ° en L70e (O, + 00;V')

u(O) = uO, veO) = vO, u'(O) = ul, v'(O) = vI en 0..

donde V' es el dual V
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Demostración.

Para la demostración de este Teorema se procede usando el Teorema 1 mediante aproximacio-
nes, ver Chueshov [3] y Koch [5].

3. TEOREMA CENTRAL

Ahora enunciaremos el resultado principal de este trabajo.

Teorema 3 Para toda constante C > 1, existe una constante /3 > O tal que, para cada dato

inicial {UO, ul} , { VO , VI} E V X L2 (n), la energía E (t) de la solución débil u y v del siste-

ma (*) definida por:

E(t) = ~{IU'(t)12 + rl V'(t)12 + 2f(u'(t), v'(t» +

+ al! u(t)11
2

+ 511 V (t)112 + I 'VU~t)12 + /30 I 'Vv(t)n

satisface la desigualdad:

E(t) S; CE (O) e-fJ1 , '1ft 2 O.

Como las soluciones fuertes de (*) son densas en las soluciones débiles, probaremos el Teore-

ma para las soluciones fuertes. Sea (u , v) una solución fuerte de (*), ver Teorema 1,Y & un número

real positivo. Consideremos la energía perturbada E¡; (t) definida por:

Es(t) = E(t) + Ep(t) (8)

donde

p(t) = 2(u'(t) + fv'(t), m'Vu(t) + 2(fu'(t) + rv'(t), m'Vv(t» +
(u' (t) + fv' (t), u (t)) + (fu' (t) + rv'(t), v (t»,

(9)

entonces

(10)

De (8) Y(10) tenemos:

(11 )

luego,

(12)
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Por otro ladc, de (8)

E~(t) = E'(t) + 8p'(t).

En la definición de la energía en el Teorema 3, derivando y mayorando se obtiene,

Afirmación 1.

p'(t) s -E(t) + (1+!5:-.+ e + R2) I (11lv)1/2u'122 +l a L[G]

(r +!5.- + e + R2) I (mv)1/2v'(t) 1
2
2 •

5 L[G]

Prueba.

(se demotrará más adelante)

Portanto,de(13),(14)y (lS)resulta

Sea e > 1 cualquiera y consideremos:

o < e < ea

donde

{e -1 {( k )-1 (k )-ll}ea = min I min 1 + - + e + R2
I r + - + f! + R2 J

el (e + 1) a 5

De (17) se sigue que

l-&(l+>e+R'»O y [l-++~+e+R')] >0

de (16) Y (18), obtenemos:

Por otro lado, de (17) y (12) resulta

esto es, E (,') y E,,(t) son equivalentes para 8> O adecuado, dado en (12).

(13)

(14)

(1 S)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
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Por tanto, de (19) y (20), obtenemos

(21)

por la cual concluimos que

(22)

De (22) Y (20) Y usando los valores explícitos de el y eo dados en (12) se tiene:

E (t) ~ eE (O) e- fJt , V t ? O, (23)

con f3 y e constantes positivas, f3 es dado por,

donde

K = el (e + 1)
1 e-1

K
K2 = 1+ - + f + R2

a
K

K = r + - + f + R2
•

3 5

Demostración de afirmación 1:

De

p' (t) = 2 (u"(t) + !!v"(t), m'Vu(t)) + 2(f!u"(t) + yv"(t), m'Vv(t))

+ 2(u'(t) + f!v'(t), m'Vu'(t)) + 2 (f!u'(t) + yv'(t), m'Vv'(t))

+ (u'(t) + !!v'(t), u'(t)) + (f!u'(t) + yv'(t), v'(t)).

(24)

Vamos a estudiar cada sumando de (24) separadamente y suprimiremos las variables espaciales y
temporales, para facilitar la notación.

Etapa 1.

(u" + to", u) + (tu" + yv", v) ~ -allul12 - b"llvl12 -1'VuI2 - /301'VvI2 (25)

+ ~1(mv)1/2 U'I~2[r 1 + ~1(mv)1j2 V'(t)1~2[r 1 + a i-r + b" Ilv112.
a 1 b" 1 4 4
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Etapa 2. Observando

!.... [mI (U,)2 ] = (ui + mi (u')~ax
~ [ m2(u,)2 ] = (u,)2 + m2(u');

r!.... [mI (v,)2 ] = r(v,)2 + rml (v')~
ax

r~ [ m2(v,)2 ] = r( v,)2 + yl112(v');ay

2 f!.... [111IU'V']= 2fiu'v' + 2fml (u'v}"ax
2f ~ [1112U'V']= 2f!u'v' + 2f1112(u'v')yax

Entoces,

.
2(u' + tv', m'Vu') + 2(fu' + rv', mSv"¡ -= -2Iu'12 - 21v'12 - 4f.(u',v')+- (26)

le )1/2 '12 le )l/2 '12 2n(e )1/2, e )1/2 ,)+ mv u L2[r¡l + y mv v 12[r¡) + ~ mv u, mv v L2[r¡J'

Etapa 3.

(u' + iv', u') + (eu' + yv', v') = lu'12 + rlv'12 + f(u', v'). (27)

Etapa 4.

Afirmación 2,

2 (u" + Ev", m'Vu) + 2(fu" + rv", m'Vv):=; lR21(mv)1/2u'I~2[r¡J +

+ R21(mv)1/2v'(t)1~2[r¡) + :llull2 + ~lIvW.

(28)

Demostración. (se demostrará más adelante)

Entonces mayorando el segundo miembro de (24) por los valores encontrados en (25), (26), (27) Y(28)
obtenemos nuestra afirmación (1) enunciado en (15).

Demostración de afirmación (2):

Notaremos que,

2(u" + Ev", m'Vu) + 2(Cu" + rv", m'Vv) = 2e-al12u + Su, m'Vu) +

+ 2 (-o!!.2v + f3o!!.v, m'Vv).

(29)

A continuación analizaremos cada sumando del segundo miembro de (29),



PESQUIMAT, VOL. VII N° 2 2004 11

Etapa 5.

En esta etapa sólo analizaremos el Primer término, esto es 2(-at,.2u + Su, mV'u) el análisis

del término 2( -81).2v + fJol).v, mV'v) es análogo.

Como 2( -al). 2U + Su, mV'u) = - 2a In 1).2u(mV'u)dxdy + 2 In Su (mV'u)dxdy

= - 2a LJ(V'u)xx + (V'u)yyJ (m¡ux + m2uy)dxdy +

+ 2 10(Uxx + Uyy) (m¡ux + m2uy)dxdy ,

observamos que

[ Su¿ (nuu; + m2uy) 1= (I).U)xx (m¡ux + m2Uy) + (I).u)x(m¡ux + m2Uy)x

[ I).uy (m.u; + m2Uy) Jy := (~u);y (m¡ux + m2Uy) + (~u)y(m¡ux + m2Uy)y

[ux(m¡uX + m2Uy)1
[ uy (m¡ ux + m2 uy) Jy .

= ":» (m¡ux + m2Uy) + uy(m¡ux + m211y)y.

Entonces,

Io[(I).U)xx + (l).u);yJ (m¡ux + m2uy)dxdy = In (V'(l).u· v)m V'udr)

- [In (I).u)x (m¡ux + m2Uy) + (I).U)y (m¡ux + m2Uy)ydXdY.]

In (Uxx + U;y) (m¡llx + m2uy)dxdy:= Ir (V'u) v mV'udr - In ». (m¡ux + m2Uy)x +

+ Uy (m¡ux + m2uy)dxdy.

Observemos que

[Su (m.u, + m2uy)x 1= ~Ux (m.u; + m2uy)x + Su (m.u; + m2uy)xx,

[l1u(m¡ux + m2uy)yl = l1uy(m,ux + m2uy)y + l1u(m¡ux + m2uy)yy.

Entonces,

2 (-aI).2u + Su, mV'u) = -2a 1 (1).u mV'udr + 2 f l).u~(mV'u) .n:
r av r 8v

- 2a r l).ul1(mV'u)dxdy + 2 r au mV'udr
Jo Jr 8v

- So (u; + u; + 2m¡uxuxx + 2m2uxuxy + 2m¡uyuxy

+ 2m2UyU;y + u; + u;)dxdy.

Como 0< f.1 < 1/2 tenemos,
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2~-ab2u + !J.U,m\lu}~ - 2 r [a o!J.u - ~]m\lUdi + 2a f !J.u~(m\lu) di
Jr av av r av

- fr mvl\lul2 di -- (1 - /-l) a fo 2!J.u!J.(m\lu) dxdy

-/-la frmv(!J.u)2.

Observemos que

-(1- Jl) a fo 2!J.u!J.(m\lu) = -(1- /-l) a LJ2uyy(mlux + 1112Uy)xx+

2Uxx(111¡Ux+ n12Uy)yy + 2uxx(m¡ux + m2uy)xx + 2Uyy(II1¡Ux + m2Uy)yy ] dxdy .

Recordemos que,

.-i Uxx(Jl1¡Ux+ 1l12Uy)yy+ "»(l1l¡ux + 1J12U)J:o::dxdy + + 2 f UX)I(l11¡ux ~ JJ12UyL;yn . . o -

= r B2u~(m\lu) di - r (B¡u), m\ludiJn Ov Jr

Por tanto,

2(-a!J.2u+!J.u,m\lu)~-2 r [a°!J.U _ OU +aO-/-l)(B¡U),] m\ludi+
Jr av ov

+2a r [!J.u +(1-u)B2]~(m\lu)diJr Ov

- fr mvl\luI2 di - 4(1- /-l) a In 2uxy(m¡ux + m2Uy)xy

-(1 - /-l) a L-J2uxx(m¡ux + m2Uy)xx

+ 2uyy (m¡ux + m2uy)yyJ dxdy - ua fr mV(!J.u)2 dI'.

Además,

2224uxy(m¡ux + m2Uy)xy = 4u-xy + 2(m¡uxy)x + 2 (m¡u-xy)y ;

2uxx(m¡ux + m2Uy)xx = 2u~ + (m¡u~)x + (m2u;x)y;

2 2) ( 2)2uyy(m¡ux + m2Uy)yy = 2uyy + (m¡uyy x + m2uyy y'
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Luego, .

:2(-aó2u + Su, mV'u)::;; -2 r [a aóu - ~ + a(1- fL)(B¡U)r] mV'udr
Jro av av .

-2 r [a aóu - au + a(l- fL)(B¡U)r] mV'udr
Jr\ av av

+ 2a r [óu + (1 - fL) B2u] ~(mV'u) dI'Jro av

+ 2a r. [óu + (1 - fL) B2u] ~(mV'u) dI'Jr\ av

- f mvlV'ul2 dI' - f mvlV'ul2 dI'r, r,

- ua r mv(óu)2 dI' - ua f mv(óu)2 dI'Jro r,

- (1 - fL)a r mv(2u;y + u~ + u~)drJro
- (1- fL)a Ir mv(2u; + w;x + u~Jdr

.. \

f 2 2 2- 2(1- fL)a n2uxy + un: + uyydxdy.

au 2 (au)2Como mv s:O, sobre ro, -a = ° sobre ro, lV'ul = - sobre ro, mv > 0, sobre 1"1' tam-. v av

au a
mén uxxuyy = U;y sobre ro, mV'u = mv av sobre rOl (cf Komornik [6], [7]); av (mV'u) = (mv)óu

sobre ro, (Lagnese [11], pág. 161]), B2u = O sobre ro, (Lagnese [12]), y

aóu au I

a-- - - + a(l- fL)(Blu)r = mvu sobre rl,
av av

a[Au + (1- fL) B2u] = O sobre rl·

Tenemos

2(-aó2u + Su, mV'u)::; -2 f (mv)u'(mV'u)dr - f mv lV'ul2 .n:
r, r,

f 2 2 2 d- (1- fL) a mv(2uxy + uxx + uxy) r.
r,

Análogamente tenemos,

2(-6A2v + f3oóv, mV'v)::; -2 f (mv)v'(mV'v)dr - f mv IVvl2 dI'
r, r,

- (1- fL) ó' f mV(2v; + v~ + v;) at .
r,
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Etapa 6.

\-21 (mv)u'(mVU)dr\ ~ 1 ffi.2(mv)2Iu'12 dr + r mvlvuI2 dr
r, r, Jr)

\-21 (mv)v'(mvv)\~ 1 ffi.2(mv)2Iv'12dr+ r mvlvvl2dL
r, r) Jr,

Así se prueba la afirmación (2), enunciada en (28) y por tanto el Teorema queda demostrado.

4. COMENTARIOS

El modelo del sistema de placas para el caso n = 2, establece las vibraciones de una membra-
na y si los datos iniciales son ceros nos indican que están sujetos en sus extremos, el sistema (*) con
las condiciones de la frontera nulas es una generalización lineal del caso unidimensional que surge en
el estudio de flexión de barras con torsión, ver Andrade [1] en la cual 'Se ha incorporado la función

v (x, y, t) al sistema de placas, cual define a la función tensión.

En Duvant and Lions [4] podemos observar un estudio de estos fenómenos físicos. La estabi-
lización uniforme en la frontera para placas termoelásticas Lagnese [10] y [11]. El análisis de sus
soluciones y control exacto para la clases de placas se pueden ver Lagnese [12], Lagnese [9] y
Larkin [13].

5. CONCLUSIONES

En verdad cada vez que se le agrega un término adecuado, a un sistema de placas, esta deter-
mina un fenómeno físico diferente que a su vez ayuda para su decaimiento tanto exponencial como
polinomial,.
Es decir, actúan como términos disipativos internos o en la frontera.

Uno de los términos disipativos es considerar la memoria, representado por una integral, que nos

da el historial de la deformación de la membrana (caso n = 2) a través del tiempo. Como por ejemplo

2 r¡ 2
Úu -h/),uu+/), U- Jog(t-r)/), u(T)dr = [u,v] en Ox ]O,+oo[

= [U, U] en O x ] O, + 00 [

U(x, y, O)= uo(x, y); u.t», y, O)= u¡(x,y), (x, y) E n son condiciones de frontera.

Ver Muñoz y Perla [18] Ycon amortiguamiento en la frontera, ver Cavalcanti [2].
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