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METODOS VARIACIONALES EN LA RECUPERACION
DE IMAGENES
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RESUMEN.- Se estudia la minimizacion de funcionales
semicuadraticos de la forma

Jo ()= | (p = RV dxdy + [ 4(|Vq]) sy

El funcional en mencion aparece en los problemas de recu-
peracion de imdgenes cuando una imagen considerada como

una funcion f:Q) c RZ 5 R, que describe una escena real,

es observada y reproducida como una funcion

p:QcR? >R,

PALABRAS CLAVE.- Recuperacion de imdgenes, funciona-
les semicuadrdticas, Métodos variacionales convexidad.

VARIATIONAL METHODS IN IMAGE RECOVERY

ABSTRACT.- We study the semicuadratic minimization
problem of the form

TN = | (p = RY dudy +a [ ¢(|Val) drdy

this functional arises in image recovery problems, when a
image that describe a real scene, consider like a function

fiOe R? >R, is observed and reproduced like a function
pQcR? 5 R.

KEYWORDS.- Imagen recovery, semicuadratic functionals,
variational Methods, convexity.

1. INTRODUCCION

En el presente trabajo se estudia la minimizacién de funcionales semicuadraticos de
la forma

JuN)= [ (=R Vdsdy+a | ¢(|V/]) dudy
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variando fen el conjunto { el (Q)/ Ve Q)x Q) } que es un subespacio de 72(Q).

Con este fin se aplican los métodos variacionales, en particular las técnicas de minimizacion
de funcionales convexas, semicontinuas inferiormente y coercivas, luego se hace uso de los
resultados clasicos de compacidad (débil, débil*) y de los procesos de diagonalizacion, con
los que se establecen los resultados de existencia, regularidad y acotacion para la solucion
del problema planteado.

El funcional citado aparece en los problemas de recuperacién de imagenes cuando

una imagen considerada como una funcién f:(Q = R? —» R que describe una escena real,

es observada y reproducida como una funcién p:Q « R? — IR . Enel proceso de captacion

de la imagen £, ésta sufre una degradacion y es vista como p. El modelo de degradacion mas
comun es el lineal de la forma

p—Rf=n.
Donde R es un operador lineal y 77 representa el error o ruido. .

Se establece la existencia de una funcion J/ € { e P Q/Vf e (Q)xl (5{2):5 que

minimiza la funcional J, () . Imponiendo condiciones adicionales a la funcion p se deduce
la acotacién y cierta regularidad para la funcion minimizante.

2. PRELIMINARES

Considerando f: Q) < R? —» R una funcién que describe una escena real, que es observada

y reproducida como una funcion p: Q < R2 —» R. Enel proceso de captacion de la imagen

f. ésta puede sufrir una degradacion y ser vista como p. El modelo de degradacion mas
comun es el lineal, es decir, se tiene la siguiente ecuacién

p—&F=n (1)

donde R es un operador lineal y m el error o ruido.

La ecuacion (1) plantea dos problemas: primero, el espacio de funciones en que tiene
sentido dicha ecuacion y en segundo lugar la posibilidad de hallar fde modo que sea lo
menor posible. Entonces el modelo propuesto en (1), permite buscar una solucion como el
minimo del funcional de energia

To(N)= [ (0 =Ry dsdy + a [ p(1V )] ) dcy. @)
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Donde R es un operador lineal de [2(Q) en I?(Q), la primera integral representa un

término ligado al dato, y @ (f) = .[Qgﬁ( |V/ (x, )| ) dxdy es el término de regularizacién,

#:R" —» R" eslafuncion de regularizaciony ¢ e R* es un parametro que permite equilibrar

la influencia de cada integral en la funcional J,(f). Porejemplo,si ¢ =0,J,(f) es

ol = [ (p(y) = RN dvdy 3)

y de esta manera la funcional queda reducida sélo al término ligado a los datos del problema.

El problema de minimizacién del funcional J,( /), esto es; hallar el

inf J, :
felll}'(Q) o(f) (4)

Las hipotesis que se imponen a ¢ son las siguientes:

(H1) La funcion ¢:R* —» R* esde clase C?, no decreciente, y satisface

¢'(0)=0 vy ¢"(0)>0.

(H2) Ademas tiene la propiedad

!
(H3) Existen constantes a; >0 y b, 20, i=12, tal que
at —b <P(t)<at+by; VieR"
(H4) La funcién ¢:R* - R* es estrictamente convexa.

Sera necesario definir la funcién ¢ sobre todo R, para este fin se extiende ¢ por

paridad atodo R .

Existen muchas funciones ¢ que cumplen (H1) - (H4), sin embargo no existe ningtin
criterio para la eleccion de p. Un ejemplo de esta clase de funciones es ¢(r) =V1+ £ la

cual verifica (H1) - (H4).

19
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3. REDUCCION DE FUNCIONALES A FUNCIONALES
SEMICUADRATICAS.

Veamos como el funcional de regularizacion

L= [ #(1%71) ey ©

puede ser representado por el infimo de las funciones cuadraticas. Para esto, haremos uso

de la transformada de Fenchel — Legendre ( o polar). Si /:R™ —» R, entonces, su

transformada de Fenchel — Legendre es la funciéon convexa [*(g*) definida por

'Y= sup {(& &) - 19 (©6)

EeRY

donde <¢f & > es el producto escalar usual. Esta definicién puede ser extendida, sin

dificultad, a los espacios If =I/(Q)x..xIP(Q) (N veces) y su dual

(Li-) =17 (Q)%..x 1P (Q) (N veces) donde ) es un conjunto abierto de RV .

Funcionales auxiliares ¢ y .

Usaremos la nocién de polaridad en nuestro problemacon N =2, p = p* =12.

Para £, & ¢ R?, definimos las funciones:

2
IE) = % - #(&D (7)
£I2
* * * é
vE)=TE) - 5 (8)

Asi como las funcionales definidas sobre 13 = I?(Q)x I*(Q) por
@)= | g(utx.y))ddy ©)

la relacion (9) se puede escribir como

Ot = [ (LD I 1465 |y
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€)= [ ey, (10)

El siguiente teorema cuya demostracion se encuentra en Osorio [5] Pag.67 establece

que @ y Y son duales en cierto sentido.

Teorema 3.1.

La funcion ¢ (extendida por paridad sobre R ) verifica las hipotesis:

(H3) Existen constanfes a; >0y b, >0, i=1,2,tal que

al|t|—bl < g(t) < a2|t|+b2 : V teR;

2

I3
(H5) La funcion f— E —¢(t) es convexa sobre R . Entonces

O(u) = .[Qc;zi (|1r(x,y| ) dxdy = mLﬁ

¥(v) = J'Q W (v(%, y))dudy = Sug j'Q

Se observo de la condicion (H3) para ¢ que la solucion debe buscarse en el espacio

el; Q[

juof?

-2—+ w(v)}dxdy (1D

N

-+ ¢(|u[)J drdy.  (12)

- vjz

2

v={fe(Q),Vfe L(Q’| c H(Q).

Para usar la dualidad, buscaremos una solucién f en el espacio Hl(Q) :

Usando la relacion (11),

J.(N)= | (0= RV dudy + a [ §( V) dvcy

se escribe, para, fe H'(Q) como
2 .
JoN)= [ (p-RNPdsdy + a int jﬂ[
Luego, tomando infimos

inf J

feH'(Q) feH (Q) bel]

2
Wf—;ﬂfi + y/(b)] dxdy.

L(f)= inf inf{J'Q(p—Rf)zdxdy+an[Bi§b—|—+w(b)}dxdy}

21
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Reordenando e invirtiendo los infimos se obtiene

mf J (f)—mf I W(b)dxdy+fmf j[(p Rf) +a| f | }dxdy. (13)

feH'()

Ahora, fijando p € I3 se resuelve el problema

_ » -9
felf?‘f(Q) IQ[(p—Rf) +aT—]dxdy}. (14)

4. TEOREMA DE EXISTENCIAY UNICIDAD

Para simplificar, supondremos que R =7 sobre I?(Q) y a =1, lo cual no modifica

el estudio tedrico del problema. En consecuencia, el funcional que se estudiara es

-

I = [ =Dy + [ g((v7]) ducy. (1)
Asumiendo las hipdtesis:
(ﬁ 1) pe L”(Q) ¥y 0< p(x,y)<lacotado en casi todo punto (a.e) (x,y)eQ.

(1?2) ¢:R—>R es par, de clase C?, no decreciente sobre R, y existen constantes
a;>0,b20,i=1,2, tal que
a|t| =B <pO)<ay|t|+ by, VIER,
(H3) 0<g¢"(H)<1, VteR.
Proposicién 4.1.

Para b fijo en Li y para p satisfaciendo (f? 1), el problema

- 3 L o
JN= it L,[(P ”oe S }dxdy (16)

tiene una unica solucion f, e H'(Q); verificando la ecuacion de Euler

-Af, +2f, =2p—divben D'(Q). (17)
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Prueba.
Ver Osorio [5], Pag. 73.

De la proposicion 4.1, tenemos que; para cada p ¢ L% existe un Gnico f; tal que

Jo(f) SJo(F); Y f e H(Q);

lo cual es equivalente a escribir

_Vfb|2

[h-prasay [ ‘32— ddy < | (f=pPady+ |

2
-V
E—ifl- dxdy (18)

Adicionando  (b) aambos miembros de la desigualdad (18) y tomando el infimo cuando 5

recorre L% paratodo fe H I(Q), obtenemos,

2

. 2 [ -Vl . N i
inf [ (=p + [ F= ey didy < inf [J=p7 + [ Pty day
< _[Q((f =)+ g (|Vf])) dedy = (). (19)

Denotando

T®) = [ h-p? + Sp-VA[ + p®) dsdy =J, )+ [ wbraay

ahora es necesario probar que el problema inf 7'(b) tiene unasolucion by, la cual involucra
bels

la existencia de una funcién f; solucién del problema inicial

J(fy) < J(f), ¥ f ev.

En primer lugar, estableceremos algunas propiedades de la funcién dual .

Lema 4.2.

Si ¢ verifica (H2) y (H3), entonces la funcién v definida en (8) goza de las

siguientes propiedades:

i) g* i y/(g*) es estrictamente convexa.

i1) Existen constantes a’ >0 y b', =20;tal que

*

¢

]
ay

- by < p(E) < a'2|§*| +b'y; V&£ e R?

23
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Prueba.
Ver Osorio [5], Pag. 76.

Si b, esuna sucesion minimizante, entonces es simple deducir de (18) y (19) que 5,

y fbﬂ verifican las restricciones

Il
|4,

p <y [y <e,

donde ¢ es una constante que sélo depende de los datos. Pero no es posible obtener una

estimacion para _]'}," en la norma de H 1(Q) y para b, en Lz(Q)z. Por tanto, debemos

trabajar sobre el espacio no reflexivo 7!(Q) o sobre el espacio de medidas acotadas M, (Q) .
Para superar esta dificultad, regularizamos el problema haciendo una ligera

modificacion sobre el potencial ¢ .
Definimos la funcién
&£
¢:(1) = o1} + . 5 g,

con la cual asociamos las funciones

2
L) = % AR
<12
® * % 5
W{:(§ ) :]£(§ ) = T

La funcién , tiene la mismas propiedades de ¥. En efecto, ¢, es pary de clase 2.

Ademas, es no decreciente en |7,
Si modificamos la condicién ( H 3 ) reemplazandola por
(H3) Existe &y, con 0 < & <1,talque, 0 <¢"(t) <1~ g,, paratodo f € R. (20)

Esta condicion no es restrictiva, por que siempre podemos cambiar el parametro de carga

en laenergia J, (f).

Con las consideraciones anteriores enunciamos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.3.

Si @, verifica la condicion (20), entonces

i) Para 0<e&<gy, lafuncion £* — y,(E¥) es estrictamente convexa,
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arz aq
+
2(1-¢) l-¢

ll) _bl + { < Wg(g*)

Prueba.

Ver Osorio [5], Pag. 82.

El problema regularizado asociado con 7'(b) es

2 2
inf {Tg(b) = | ((fb—p)z M | +fﬂ)dxdy} @1
bel? Q 2, 2

para el cual establecemos la siguiente proposicion. »

Proposicion 4.4.

. &
Sea @, (i)=¢5(l)+-2-f ® donde ¢(t) satisface las condiciones (H3) y (H5) y sean las

funciones asociadas

L) = % = 0.8 - @)= [ g (s, sy Y ¥, )= [y, (bx )y
Q
Entonces,
- fu—vf?
O, (u) = igg o 5t W (v) | dxdy (22)
e ()= Sup J Q[‘ ‘uﬂ i MIHI)] dxdy (23)

Prueba.
Ver Osorio [5], Pag. 84.

Proposicion 4.5.

Bajo las asunciones (H1), (H2) y (20), el problema (21) tiene una tnica solucién b,

y existe una constante c, independiente de &, tal que

25
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e"bg"i'% <c

a"Vfbs i% <c (24)

"bs ||;,5 sc

|,

<c
g 1K
‘LI

Prueba.
Afirmamos que el funcional T, (b) es estrictamente convexo, para esto probaremos que:

2 [p-V/F .
a) Jy(f)= jﬂ |/ - p| = dxdy es estrictamente convexo.

b) La aplicacion b — [} esafinde 12(Q)a H'(Q)y
¢) A(b)= j w . (b) dxdy es estrictamente convexa.
Q

En efecto:

a) Jp(f) es estrictamente convexa.

Pues g(1) = ¢? es estrictamente convexa por que
[ta+(1-1)b] <ta® +(1-1)b%; 0<t<I

& 2 + (11 b +2(1-1)ab<ta® +(1-1)b?
(t2 —1r)a2 J{(I—z)2 —(I—z)}b2 +2t(1-1)ab<0
(1-1)[ ~ta> ~1b” +21ab | <0
~t(1-1)(a-b)’ <0 ; Vie<0, 1>.

De aqui,

, [p-v(eA+-05)
e pff 3

Jb(rf;+(1—t)f2)=jﬂ i +(1-1) £3 .

1t -Vf)+ (1-1) (b -V )
2

= [ it -p)+ =of +
£ 2
< [ la=pf + (-0l of +M+(1_t)|ﬁ_zi|

=ty () +(1-0) T, (f5)-
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Asi,
Jb(tfl +(1-2) fo) <ty (/) +(1-£)J(f>) , es estricto cuando </ <].

b) Las funciones &; = f, , i=1,2 satisfacen la ecuacion de Euler, esto es

~Afy +2f, =2p-div b,

Entonces,

~AL fy, +21 f, =21p—div (1b)) (25)

-A(l- z)sz +2(1 —z)sz =2(1-t)p—div ((1-1)b,). (26)
Sumando (25) y (26)

fA[tfb1 +(iw1r)fb2]+-2[tf,5,1 +(1—t)f52]:: 2p—div [th +(1-1)h,].
Luego, -
y=th+(1-0b = tf +(1-1)f,

como,

il}fJb(f):Jb(];) <& =Afy +2 1, =2p—div(b).
Entonces,

T, () =T, fi +(A=Df,),

donde y =th +(1-1)b,.

Pero, la ecuacion de Euler tiene una Gnica solucion, entonces

f,b] H1-nyh, =1 fbl +(1-0) sz y como J,(f) es estrictamente convexa, entonces

(¢ o + (=0 f3) <t], (fs)+ (1=0J,(fy,)-

c) A= L) v, (b) es estrictamente convexo por que /. lo es.

Finalmente, probaremos que 7, (b) es estrictamente convexo,

I, (tb +(1-£)b,) = J, (£, )+ A(¥). donde y =1, +(1-1)b,

27
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|2

7, (o + (1-1)b ) = _”fy ‘P|2 JV—ny +A, donde A=1A()+(1-1)A(b,)
A +(1-I)fb2)12
2

+A

= jg|zj”bl +(1—-t)fb2 —p|2 +

by + (1=0)by =V (tfy +(1-1) £, )12
2

+A

- J.Q‘tfb1 +(1--t)fb2 —p’z +

t(b =1y )+ (1=0)(b, - V13, ) ’
2

= fglf(ﬁl -p)+(1-1)(f, - p) |2 +|

= _[Q|’(J%, —p)+(l--z)(sz _p) IZJJ’(‘BI 'Vfb;)+(1;t)(b2—v’sz) l »

2
2 |b -V
o[ oot AL

=ty (fy )+ (1), (£, )+ A5 donde A=tA(b)+(1=1)A(y).

2
-
+(1-1) L|sz - p|2 - ‘i——jfbi +A

Entonces,

T, (b + (1 —t)bz)s{.]bl (£)+ A(bl)]+(1wt)[.]b: (fb2)+A(b2)]
T (b +(1-1)by ) 1T, (b)) +(1-1) T, (b)),

estrictamente convexa si 0 <7 <1.

Sabiendo que 7, (b) es estrictamente convexo, probaremos la afirmacién de la proposicion.
De la parte ii) de la proposicion 4.3, para cada p e Lz(g)z existen constantes a', >0y
b', tales que,

Mol + anlply, - by < T,0).

Por lo tanto, para ¢ fijo, la sucesion minimizante »” de (21) esta acotadaen 72 (Q)?. Por
consiguiente, existe h_e I?(Q)*; y una subsucesion denotada también por p,_, tal que,
B! —Y b, en [*(Q) débilmente.

Debido a la convexidad estrictade 7, b, es(nica, y toda la sucesién b, converge a

£°7E
b, . Ademas,
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T.(b,) < lim T.(b7) = infT,(b) < T.(b) ; ¥ bels.
=m0

Asi, b, eslainicasolucion de (21)

b 7Vfb. & 2
J'Q (be—P)z I = + y (b)) + 5|b€| dxdy 27)
2 ]b—Vfb|2 . E (2 2
< |G- + BSEE v w®) + Z |ay, v e B,

Eligiendo, por ejemplo, p =0 en (24) es claro que; existe una constante ¢ independiente de

&, tal que (22) se verifica.

Elsiguiente teorema deriva la condicion de optimalidad satisfecha por b, .

Teorema 4.6. 3
La solucion b, del problema (21) verifica la condicion de optimalidad

b, + Vi (b,) - Vfbs = 0 en casi todo punto de (). (28)
Prueba.

Para simplificar las notaciones, denotamos f, = f », > entonces consideramos una variacion

de b, delaforma by =b,+ Og,donde #cR y geli . Denotando fy = Jo,» €5

claro, gracias a la linealidad de la férmula (17), que

Jo = fo + Oh (29)
donde 7 verifica
-Ah + 2h = —-divg en H'(Q)' (el dual de H'(Q))- (30)
Con esta observacion,
2 |y =Vf[
T, (b) = _[Q (fb,,, —P) +T+Ws(b6) dxdy

= IQ ((f6+9h)_p)2+|(bg +9€I)_Z(f:s +9h)t +'//¢-(bg+9) dxdy.

2
T, (bg): -[Q (fe _P)z +’—b£_2Lfg|+!//g (bg)dedy.

29
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Cuando hacemos 7, (b,)—T7.(b,) se tiene en el integrando las siguientes diferencias

W) [(fo +6n)-p | ~(f, - p) =20£.h+6*H ~20hp=0(2f, —2p+Oh)h

@) |(5; +09)- (£, +6n) [~ VL[ =
=(b, +0q—V(f,+6h) , b, +0q-V(f,+6h) Y~(b,~Vf. . b,~Vf, )
=((b; -V, )+6(q-Vh) , (b;-Vf)+0(q-VIp—b. =YL, , b -Vf,)
=( b, =Vf, , b,=Vf, Yy+{ b,=Vf. , 0(q=Vh) y+({0(q-Vh) , b,~Vf, )+
HO(qg-Vh) , 0(q=-Vh)~(b,~Vf, . b.~Vf,)
=20(b, -Vf, , q—Vh Y+0*(q—-Vh, q-Vh )
=0(2b, —2Vf. +0(q-Vh) , q-Vh).

3) We (bs + 6'?) =V (bs)

Luego,

A

Tg(bs) - Ts(bs) _l — " _ i _ _
" : = H{J'Qe(z 1 = 2p + Ohyh dxdy + J'Qe (2b, =2V, +6(q~Vh), g - Vh) mdy}
1
5 [ w00 — v, duy

= J'Q(zjg —2p + Oh)h dxdy + J‘Q<2bg — 2Vf, + 0(q — VH), g — VE) dxdy

1
+ o | Wb, +0g) — yib,) dudy.

Por el teorema de Tahraoui, en la tercera integral el gradiente de Vi _(b.) (Osorio
[5], Pag. 42) satisface las condiciones para la convergencia dominada de Lebesgue.
Tomando limite cuando g — ( , el cociente incremental A convergea

2 J' (fo = DY + b, —Vfssq—Vhy dxdy + | lim P’f(bg figa)= "”S(bf)} dxdy.
Q Q 60 G

Esto es,

meAzzj' (j;,—p)h+(bg—Vj;,quh>dxdy+J‘ (Vi (b,), q) dxdy
6—0 Q Q

2 (h-p) /= |V~ bV, dudy.

Tomando f=h y f,=f,, setiene
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r
2§ (f. = p)h ddy = | (Vf,~b,, Vh) dsdy .
lim A= j (Vf. - p, Vh) dxciv+2J. (b, —Vf., q— Vhy ddy + j Vy, (b,), q) dedy
= [ [ =¥/ VB + 206, =V g~ VB ddty + [ (Vi (b). ) ddy
- J'Q<b€ _Vf,,Vh+2q - 2Vh) dxdy + J'QW% (b,), q) ddy

= .[Q<bg _Vf.,~ Vh+2q) didy + J'Q<v v, (5,), q) dxdy.

Luego, como Ak =div g, entonces

~Vh=—¢q
y de aqui,
lim 8= [ (b = Vfpoq) dxdy + | (Vi (5,). @) dvay
- jQ<bg ~Vf, + Vi, (b,), q) dxdb.
Pero como

T.(by) —To(b,) _ T (b, +6q) - T.(b,)
) B )

A=

lim A =0 por que b, es punto critico de T}
00

= j (b, =Vf, +Vy, (b,), q) dxdy =0, Vg (I ().

De aqui obtenemos,

b, —=Vf, +Vy, (b,)=0 en casitodo puntode (31)
que es la relacion que deseabamos.

En el siguiente corolario, expresamos Vi, (b,) en términos de V£, y ¢'(|Vfg|) .

Corolario 4.7.

La condicién de optimalidad (31) puede ser escrito como

31
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¢ (V1. 1)
b, =|(1-¢) - ——=~ , 32
s (( ) V7| v (32)
Prueba.
Sabemos que
_|§l2_ ~ELEP
LO =120 g(e)- £ el

Por ( 7 2)y (20), la funcién [, esestrictamente convexa; por lo tanto, [; es diferenciable.

Ademas, [ (&) = Sr;p (&Y —1.(£)), luego (&%) = (&, &,) - L (£,),

donde, &, es el tnico punto donde la funcion (&*, &) — 1.(&) alcanza su méaximo.
De aqui,

Vl:.'(;’*) =i, (derivando respecto de £*). (33)

De otro lado, (&7, &) — I, (&) como funcién de la variable £ alcanza sumaximo en &.

Luego,
& -VI.(&,) = 0 (derivando respecto de & ).

De aqui, tomando en cuenta la definicién de /(&)

Y ((l—‘g)lﬁglz—cé(légl)) =1

2
& —-(1-£), +go’(}§£|)é—‘9| =0 (34)
. ' §£
& =(1-9) —co(|¢gl)m

De otro lado, considerando que /, es estrictamente convexo, entonces la funcién

2

%

(&) =1(5) - EN

es diferenciable.

Luego,
V(&) = VI(E) - & osea



PESQUIMAT, VOL. VII N° 2 2004

VILED) = V(&) + & (35)

Denotando

L&) = (-9 - ¢ %ﬂl)

gracias a (20), L, es invertible y (34) nos dice que &° = L(£, ), de aqui

£ = Y& y como £ = W: (5*), tomando en cuenta (35) nos da

V(&) = L'(E).

Considerando la condicion de optimalidad, y de (28) tenemos la siguiente sucesion de
igualdades:

Vi, (b;)+b, - Vf, =0,
LYb,)-b, +b, - Vf, =0,

Lie,) = V5, »
de aqui
"1V
bg=L(Vf.g)=(1~e)Vf£Vfg¢|(Vl,—f|€D
¢'(1V/;])
b, =| (1-&) - = vy, .

Ahora, probaremos la existencia de una solucion para el problema inicial

VW) = & -V =-V(#|E]),.,,

__ ¢'(%])
= o] o -

Queda por estudiar el comportamientode f, y b, cuando £ - 0 . Elsistema que liga f,

y b, consiste de las ecuaciones, (17) y (31).

De (31) tenemos

. [2(v%D
divh, = [(l—‘a')AfE —div [W V£, |.

Poniendo esta ecuacion en (17), obtenemos

33
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NEAG/A)
EAf, + dzv[w Ve =2(f; - p) (36)

Entonces la solucion de (31) es exactamente el minimizante del funcional , J_(f), es decir,

T f)=inf{J (f); £ « H(Q)3>
donde

2 £ 2
Te(= [ o-s7dsdy + [ () sy [ |5/ sy 67
Por otra parte, observamos, gracias a (29) y (21), que

TN = [ (=1 asav+ [ g(V%]) dudy + = [ V1, dxdy

2

b-D
J.Q(p— f.) dxdy +  inf L[|_2fa!- i %(b)J dxdy

bel?(O)?

‘ 2

b, —VIf, "
= .[Q((p - fa‘)z + (‘6*2"&"" + Wg(bg)J d"dy

inf T.(0)<J,.(f); VfeH(Q).
bel*(0)*

Por los resultados clasicos de regularidad, la solucion f,. de (31) pertenece a C? Q).
(Ver Gilbarg and Trudinger [4]).

Proposicion 4.8.

Si p verifica ( [?1), entonces la solucién f, de (36) satisface
0 < fa(x,y) <1 ae (x,y)eQ (38)

Prueba.

Demostraremos, que f.(x, y)<1, a.e. (x,y) €Q. La otra desigualdad puede ser
demostrada del mismo modo.

£, esuna solucion del problema variacional

(V7))
A

2 IQ(fg ~ p) vdxdy + L; (Vf., Vv dxdy+£J-Q(Vf£, W ddy =0, Yve H'(Q). (39)



PESQUIMAT, VOL. VII N* 2 2004

£n39) clegimos la parte positiva de (f, —1) que denctamos por y = (f, - B*s uEHl(Q),
4¢ modo que, {39) puede ser escrito como

(v))

V(S -1 ded 40
|Vf|<f (f, -1)") dvdy (40)

Azz.{( ~p) (£, 1)’ dxdy +J'¢

% gJ.Q(VfE, V(f, —1)") dxdy =0,

como (f, —1)" =0 enlos &, tal que, £,(&)>1, I( (f. —l)— =0, asi

f>1)
¢ (V)
A=2 '[(L>1)(f£ _p)(f.s _1)dxdy+ .[(f€>1) |Vf£| Vfg‘v(fg —I)dxa’y

- gj.(f£>l)v(fg “1).V(f, —1)dxdy =0

S(v])
J.(fg>)( R )e *JM V(. -1)

+£ '[(fg:=i)v(ff =1).V(f, =1)dxdy =0

Vf:V(f, —1)dxdy

Luego,
.[(_f (IV(fg —1)|) \V(f; =D)|dxdy + ¢ _[ fs>1)|v(f5 - ])|2 dxdy = (41)
—Zj' (f p)(f, —1)dxdy.

Como f,>1>p = f,-120 y f,-1>0en (f,>1). Laexpresion (41) puede ser

escrita como

=-2|  (f=PXf~D=0

Luego, la relacion obtenida en (41) es menor o igual que cero y es la suma de términos no
negativos, entonces cada término es igual a cero, en particular

J(f 1)|V(f£ - 1)|2 dxdy=0 = V(f,—1)" =0 , encasitodo punto.

De aqui, (fgq)+ =c. Peroexiste &, tal que (f€—1)+(§):0 = c=0.

Luego, (, -1)" =0.ycomo (7, ~1)=(7, ~1)" ~(£, =1)

=(f, -P==(f-1) =0 = f,<l.

35
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Con as consideraciones anteriores la relacion (39) puede ser escrita como

2 y e ) i |
£ LE}JV]H dxdy + .[fg>1 @ (|Vf5|) dxdy = -2 I.f5>1(f£ (. -1). (42)

Pero, por hipdtesis, ¢'(1)>0 sobre R* (ver(H2)) y 0< p(x,y) <1 en casi todo punto

de (3, entonces, (f, — p)x,¥)20 ae. (x,y)e{(x,y); f.>1},elcualimplica, de (42),
que

J}‘PIIVfEF dvdy < 0
De aqui tenemos que,
Vi (x1)=0, Vx,») e{(x)); f; >1}; ie; (f, -1)*.=0;
el cual es equivalente a f.(x,y)<1 a.e. (x,y)eQ.

Las estimaciones siguientes son mas delicadas y estan basadas sobre una perturbacion
muy fina debido al lema de Temam (Ekeland y Teman [2], y Teman [6]), que asumiremos
sin demostracion.

Teorema 4.9,

Si pE wke  entonces para todo conjunto abierto O relativamente compacto en (),

existe una constante K = K(O, Q, || p ”W]'“’ ), tal que,

|/ HW"“’(O) =K (43)

Vel 20y < K (44)

Esta proposicion nos permite el paso del limite sobre 7, y b, cuando ¢ — (. Ademas,

de las estimaciones (38), (43) y (44), podemos agregar, gracias a ( H 2 ):
Hfg“wl.l (@) = C (C independiente de ¢). (45)

Con estas estimaciones, usando resultados clasicos de compacidad y el de
diagonalizacion, podemos establecer, que existe una funcién f, y una sucesion &g, — 0
tal que

£ _“’*_).fo en [°(Q) débil —estrella (46)

Vfgm—"i"*Vfo en [”(0) débil —estrella v 0c0cQ 47)

fo =2 fy en H?(0) débil ¥V OcOcQ (48)
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fe, > Jo en [1(Q) fuerte, (49)
falo= folo en H'©0) fuerte v 0cOcQ (50)
Lo, 5 0) > fo(x, ) ae. (x,), (51)
Ve, (6 ¥) > Vo (x, ) ae. (x,y) (52)

y tenemos el resultado siguiente.

Teorema 4.10.

Bajo las suposiciones (F 1), (H2) y (H3) v si peW*(Q), entonces la funcion f

definida anteriormente pertenece a W-(Q)NL*(Q) y es la unica solucién del

problema inicial de optimizacion
inf ()= [ (p =17 dsdy + [ p(Vr) v f € B, Vr e 1) (53)
Prueba.

Por el lema de Fatou, (45) y (52). se cumple que f;, pertenece (03N L5
tenemos, ademds que £ |O e H*(O)N W= (0) , paratodo Ocon O O Q. Jo esuna
soluciénde (53). En efecto, fgm es la solucion del problema variacional (39). Gracias a un
resultado de Tahraoui mencionado antes, las condiciones ( & 2 Yy(H3) implican que existe

una constante M >0 tal que |¢'()) <M, para todo teR . Por lo tanto, por las

convergencias (46) — (52) y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, podemos
pasar al limite en (39) y obtener

¢'(|V/e
2 IQ(J% — p)v dxdy + jﬁl(lTur“ (Vfo, Vv) dxdy =0,Vve H'(Q) (54

Por argumentos de densidad, (54) es verdadero para todo ve I* con Vye le , ¥
desde que el problema es estrictamente convexo, f, es la iinica solucién de (53). Ademas,

0< fo(x,¥)<1 ae. (x,)eQ.

Los resultados previos implican algunas propiedades de convergencia para la sucesién
de las variables duales b, . En efecto, hemos probado que b, verifica

AA)

by = ((1-¢) V|

Wi Y (3)

Jof) = I+ 2 | VA dsay (56)

37
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2
_ 2 : |6~V
= JQ(P_fs) dxdy+;glfq; Q[—Z—H//g(b) dxdy

=inf T,(b) <
i B < J(f), v reH\(Q).

Si € — 0, deducimos de (55) que
b (6, 9) > By(x,3) ae. (13)eQ,

donde

(Vo (. )

Vi (x,
|Vf0(x,y)‘ ) fO( y)

bl)(xay) == ( I~

La sucesion de ecuaciones en (56) prueba que £, es una sucesion minimizante para

el problema il}f J(f) ,yque

b - VAP -
J’Q¢(|Vf0\) dxdy = lim inf Q[’—z £l +W8(b)] dxdy

£—=0 beL%

. ) £ 2
- 1im jg[¢(|wg|)+§;vm ]dxdy_
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