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DECAIMIENTO EXPONENCIAL DE LA SOLUCION DEBIL
DE UNA ECUACION DE ONDA NO LINEAL

Yolanda Santiago Ayala’

RESUMEN.- En este articulo demostramos que existe una unica solucion
débil de una ecuacion de onda no-lineal. Probamos la unicidad de solucion
utilizando el método de Visik - Ladyshenkaia. También, usando el Lema de
diferencias de Nakao, probamos el decaimiento exponencial de la energia
asociada al sistema.
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EXPONENTIAL DECAY OF THE WEAK SOLUTION OF A
NONLINEAR WAVE EQUATION

ABSTRACT.- In this article, we prove the existence and uniqueness of the
weak solution of a nonlinear wave equation. We prove the uniqueness by
using the Visik — Ladyshenkaia Method. Also, using the Nakao's Lemma, we
prove the exponential decay of the energy associated to the system.

KEYWORDS.- Existence of solution. Visik— Ladyshenkaia Method. Nakao's
Lemma. Exponential decay.

1. INTRODUCCION

Estudiamos la siguiente ecuacion de onda no lineal,

u, —Au+u +1,=0 en Qx(0,+w) (1.1)
u=0 en 3QxR" (1.2)
M(JC, O)ZMO(x)s ur(x: O)ZHI(I), (13)

donde Q — R?, es abierto y acotado con frontera Q) regular.

El problema (1.1) - (1.3) también puede ser visto como la ecuacion de evolucion de primer orden:

UI :AU+NU 0 I U 0
d d A= =
UO)=Lo e [A OJ ’ N[J (—u3—v}'
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Si pretendemos usar técnicas de Semigrupos [9], seria dificil acotar v + vu + u. De ahi que en

este articulo demostraremos la existencia de solucion débil del problema (1.1) - (1.3), viael método de
Faedo - Galerkin. Para probar la unicidad de solucion utilizaremos el método de Visik - Ladyshenkaia.

Para ver la propiedad disipativa del sistema, multiplicamos la ecuacion (1.1) por u, y obtenemos

OE ‘
= (1) =- J.Qlul(t)l2 dx, (1.4)

donde

E@) :-;- IQ{|u,(:)|2 +|Vu(r)|2} alx+—£11— Iﬂu4(t)dx,

es la energia asociada al sistema (1.1) - (1.3). De la igualdad (1.4) tenemos que E’(¢) es no positiva,

es decir la energia es acotada y decreciente, pero no se conoce que sucede con E(f) cuando el
tiempo va para infinito. Usando el Lema de diferencias de Nakao probaremos que la energia decae
exponencialmente a cero, cuando ¢ — + 0.

Todo esto lo resumimos en nuestro resultado principal.

-

Teorema 1.1 (Resultado principal) Sean Uy € Hé (Q)mL4(Q) Yoy e LZ(Q), Entonces el
Problema (1.1) - (1.3) tiene una unica solucién débil que decae exponencialmente a cero
cuando el tiempo va para infinito; esto es existen constantes positivas C y y de modo que se
satisface

E@ s E@)Ce”, ¥tzl.

2. PRELIMINARES

Lema 2.1 (Desigualdad de Gronwall) Sea fcontinua y no negativa en [0, a] y K una constan-
te. Si se satisface:

FO<K+ f;f(s) ds, Vte(0,d],

entonces f(t)<Ke', Vte (0, a].

En particular: si K =0 entonces f(f)=0.

Lema 2.2 En U un abierto acotado de R? xR,, sean &, y g funciones de [°(U) con

l<s< +°°=|8#|LJ(U) <Cy g,—> g enc. t p. en U Entonces g, —> g débilmente en

L'U).

Prueba.- Sea N e N, E), : ={x, x € U tal que |g#(x) — g(x)l =1 p= N}. Los conjuntos £, son



conjuntos medibles, crecientes sobre Ny m(Ey) — m(U) cuando N — +, donde m(A) es la
medida de 4.

Asi, definimos ¢y := {W e L'(U) tal que ++ L =1y soporte de y EN}, y denotamos por

Py = U dy, esto es ¢ es denso en [/ (U).
N=1

Sea y e¢ entonces existe N, tal que ¥ €@y . Tomando >N, tenemos que

ly/(g,l—g)|éll,!/|->0 c.t.p. Luego el Teorema de Lebesgue nos garantiza que

jy/(g# — g)dx — 0 cuando u — +c0.
]

Asi hemos probado que

siyeg = ".Uw(g#—g)dxﬁo cuando u —> +oo. (2.1

Desde que ¢ es denso en ["(U/), entonces (2.1) prueba el Lema:

Lema 2.3 Sea feIP(0,T;X), f,elP(0,T;X) con 1< p<+w. Enfonces existe una fun-

cién continua g en [0,T) tal que g = f en casi todo punto de X.
Prueba.- Ver [4].

Lema 2.4 Sea H un espacio de Hilbert separable, V < H una inclusién continua con V denso

en H,1<p<o. Si felIP(0,T;V)Yy f,eLP(0,T; H) entonces f eC([0,T], H). Por otro

lado si p=. entonces [ € Cupimene ([0, T1; V) (f es débilmente continua en [0,T]), i.e.

VgeV . < f(1),g >, = <f(h), & >y, cuando t — 1y, V1, €[0, T].
Prueba.- Ver [3].

Teorema 2.1 (Desigualdad de Poincaré) Sea Q — R" un dominio acotado en una direccion,
entonces existe una constante Cp, >0 tal que |u|p <C,|Vulp, Yue Hy(Q). La constante

C p €8 denominada la constante de Poincaré.
Prueba.- Ver [2].

Teorema 2.2 (Rellich - Kondrachoff) Sea 0 = (0, T)x Q, ast H'(Q) — [*(Q) es una inyec-

cion compacta.

Prueba.- Ver[1].
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Teorema 2.3 (Dunford - Pettis) 7°(0, T; H(l)(Q) ~ LY Q) (resp. I°(0,T: I*(Q)) es el dual
4
de I'(0,T; H'(Q) + [ (Q)) (resp. [}(0, T; I2(Q)).

Prueba.- Ver [4].

Teorema 2.4 (Inmersién de Sobolev) Sea Q) = R" 6 un abierto acotado con frontera de clase

1

I, : ) SRR i A
C'6 R", meN,1< p<+w. Si R= » ~n entonces valen los siguientes enunciados con

inclusiones continuas:

1. Si R >0 entonces WP (Q) c 19(Q), donde q:%.
2. Si R>0 entonces W"P(Q) c [9(Q), donde q €| p,+®).

3. Si R>0 entonces w™P(Q)c L”(Q).

Prueba.- Ver [1], [2].

Lema 2.5 (Lema de diferencias de Nakao) Sea ¢:R* — R* una funcién acotada con

#(0) > 0 y supongamos que existe M >0 tal que

sup  @(s) < M{p(t) - p(t + 1)}, Ve = 1. 2.2)

selt,r+1]
Entonces existen A>0 y M, >0 tal que ¢(¢) < M]eﬁ’“, Vi > 1.
Esto quiere decir que “ ¢(t) decae exponencialmente a cero cuando t—> +”.

Prueba.- En [11] se presenta en detalle la demostracion del Lema y otras aplicaciones. Es importan-
te citar los trabajos de Nakao [6], [7] y [8].

3. EXISTENCIA Y UNICIDAD
Prueba del Teorema 1.1
Prueba de la existencia
Usaremos el método de Galerkin. Desde que H}(Q) L*(Q) es separable, tenemos que existe

{Wf},-eN un subconjunto numerable y denso en H| (Q)n I*(Q). ie. YmeN,w,..,w, son

linealmente independientes y las combinaciones lineales finitas de w; sondensasen H/ (Q) n L*(Q).

Denotemos por u, =u,(f) a las soluciones aproximadas para nuestro problema, siendo

m
Up (1) = Z 8im (Wi son determinados por las condiciones:

i=1 :



" 3
0=<up(®), w; >+ a(u,(t), w;) + <u, (), w; >

+<up(t),w; >, i< j<m. (3.1)

3
donde a(u,v) = Z Ig;‘ gj dx.
=g
Uy (0) = Upp . Zam L mowo g €0 Hy(Q) N LH(Q), (3.2)

ul (0)=uy,, :Zﬁjmw,. S ol e Q). (3.3)
i=1

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales (3.1) con las condiciones iniciales (3.2)
- (3.3) tiene solucion, desde que det (w;, w;) # 0 ya que {w,, ...w,, } son linealmente independientes.

Asi existen soluciones u,, en [0, 7, ].
Afirmamos que ¢, =7 (Estimaciones apriori).

Multiplicando la ecuacion (3.1) por g/, (¢) y sumando en i, tenemos

0= <up (D), up (£) > + A (1), up () + < upy (1), up (£) >
Fau (), wp ()=

{'u OF + atu, ), um(r))} +-I--‘?-{ J'Qu,‘:,(r)dx} " (3.4)

28 4 ot

+ J'Q| Uy, (ar)l2 dx.

Defina,

v]):= VoG

“ i || €S una norma en Hé (Q) vy debido a desigualdad de Poincaré Teorema 2.1 se tiene que es

equivalente a | . IHI(Q)-
Integrando de 0 a ¢ la igualdad (3.4), tenemos

1 1 b,

5 { 4 (t)|1}(§z) + " ”m(r)”m{n)} —lum(t)ﬁ“(n) * J'0|”m(r)ﬁz(n) ds
1
2

{|“;n I +““ (0)” 3t |u (O)IL“(Q)
= u,,,, = SUom (3 o 4)

1
mo+o _2—{|u1|2 + ”uU”z} s ’uﬂli“(g)
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Luego,
I, 1 Yo
B { I“m(f)’}(g) +|l “m(t)”i{g(fz)} +z'“m (‘()’i“(m X J‘OII‘m (’)Iiz(g) ds<C (3.5)

donde C es independiente de m.

t
También, [y, ()2, < 2C <2C + J'Iu,',, (032 s+ Usando la desigualdad de Gronwall Lema
0

N : :
2.1, tenemos lum (t)lLZ(Q} < 2Ce', donde C es independiente de m.

Por otro lado, de (3.5) tenemos

(e (t)”iré(n) + ||t (t)”i“(n) S4C.

De ahi que
I ”m(f)”Hg(Q) + ””m(!)"ﬁ‘(n) oM

donde C es independiente de m.

Luego ¢, =T.

Por otro lado cuando m — +<0, tenemos que

u,, cae en un conjunto acotado de [°(0, T; H(l}(g) NINQ) Y

u,, en un conjunto acotado de (0, T'; I? (Q)). (3.6)

Recuerde que ” . "Hé(g) es una norma completa en Hé(Q) A L“(Q),

Usando el Teorema 2.3 de Dunford-Pettis, podemos extraer de (u,,) una subsucesién (z,) tal que

satisfagan

ey =5 5 L°(0, T; Hy(Q) N L' () (3.7

pr

ie. IOT(”# ), g@t) dt — J'OT(u(:), g() dt, Vg e I(0, T; H(Q) + I} ().

u, = L0, T; I*(Q) (3.8)
ie. u, ——u' en D'(0,T; Hy(Q) N LY(Q)).
En particular de (3.6) tenemos que u,, estd acotada en LZ(O, i Hg}(Q)) y u, estd acotada en
I*(0,T; I*(Q)). Por consiguiente u, estd acotada en H'(Q):={f, f e I*(0,T; Hy(Q) ¥

el 0,7 N



Debido al Teorema 2.2 de Rellich-Kondrachoff existe una subsucesion extraida de u,, que ademas
de satisfacer (3.7) - (3.8), verifica:

u, = u en [*(Q) fuertemente, en casi todo punto (c.t.p.). (3.9
También tenemos que u; pertenece al conjunto acotado de 7 (0, 7'; ﬁ(Q))

3

Pt s wen [°(0,T; I (Q)). (3.10)

U

De (3.9), (3.10) y Lema 2.2 tenemos w = 3> (estamos usando U = 0, gy = uf, , Yy §= %).

Usando m = 4 tenemos

(u:‘,wj)+a(uﬂ, w;) = (ui, w; ) +(u, (1), u,)=0

y como

a(u,, w;) — a(u,w;) en L*(0,T).
a(u,,w;) —> (', w;) en L°(0, 7).

n a  } n r
(u#,wj)g(u w;) — (u,w;) en D'(0,7).
a(u,,w;) —> @ ,w,)en L°(0,7).

ul'u) — (W, u).

entonces tenemos

72
gz—(u, w;)+a(u, wj)+(u3, w;)+ (u,u)=0

Por la densidad de la base {w,, ...} entonces

2
5—12-(1,{, w) + a(u, w) + @, w) + (u,, 4,) =0, Ywe H)(Q)n L*'(Q).

Asi u satisface la ecuacion

2
g?u—Au+u3+u,=O.
t

Probaremos ahora que u(0) =uy y u,(0) =u4.
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De (3.7), (3.8) y Lema 2.3 tenemos que 1, (0) = u(0) en Lz(Q).

Por otro lado de (3.2) tenemos que u,,(0) = u,, — u, en Hj(Q) N L*'(Q). Entonces u(0) = u,.

De (2.1) tenemos

(upy, w;) —— (u"s w;) en L°(0, T).
Usando el Lema 3.2, con X = R tenemos
(,(0), w)) = @', wy)| _ = @), w)
y como (u;,(0), w;) = (1, w;) entonces (#'(0), w;) = (u, w;), Vj. Asi u'(0) = .
Prueba de la unicidad

Sean y,v soluciones de (1.1) - (1.3) tales que w(0)=v(0)=u, e H}(Q) N L}Q) ¥

u,(0) = v,(0) = u; € I*(). Defina w:=u - v, entonces w es solucién de

w—Aw+u -V +w =0 G.ID
w(0) =0, w,(0) =0 (3.12)
we L°(0, T; Hy(Q) n L'(Q) (3.13)
w, =w' e L°(0, T; I*(Q)) (3.14)

Multiplicando la ecuacion (3.11) por ' e integrando sobre () tenemos
' 2+1a|ff2 ” r”2 3 3 'd
WOl + 5 1O + Ol |07 -w)wa (3.15)

Observemos primero que

Vo —u =(v—u)(u2+uv+v2)

= w(u2 +uv + v2)

1
< w(u? +-2—(u2 +92) + %) (3.16)
3.2 2
=w—(u +v
2( )
3
|v3—u3|£|w15(u2+v2)

También, como y € Hy(Q) y » = 3.entonces el Teorema 2.4 de Inmersién de Sobolev (caso 1) nos

garantiza que 4 e I%(Q), i.e. u* e I’(Q). Obtenemos andlogas conclusiones para v.



Utilizando estas observaciones, la desigualdad generalizada de Holdery que 4, v e 1°(0,7'; Hy ()

tenemos

Ug(vz' — )y wdx|< Iﬂlv3 —u3| w'dx

3 y
<= J. u? + V3| wl | w'| dx
2 Jo——|l~]| |—~

el el®| lel?
3

s——-{“u(t)|2I 5 F lv(t)]2| L3}]w(t)| 5 W2

2
<= {uofyy + DOl Ol o),
<C {u@ly + vl WOl W) 2
<

0 PRICIE

Como |w'(r)]2 20, tenemos de (3.15)
10 ' . '
5 1Ol + WOl ) < WOl o)
i.e.
~ (WOl + IOlyey} < 20l b
o 12 (1) H{l)(_())} = w(t) H) w'( )IL2
<cwolly + wol:,
integrando de 0 a s tenemos

8§
W@ + WOl g <c jo vl +w @l ar.
Usando la desigualdad de Gronwall Lema 2.1 tenemos

IW’(S)EZ + ”W(S)"irg(n) =0,
de donde obtenemos w =0, ie. # = V.

Sabemos que W, € H‘I(Q) Yy w, € Lz(g),como no tenemos garantizado que W, € H(‘)(Q), enton-

ces necesitamos justificar esta conclusion previa de unicidad, para lo cual utilizaremos el Método de
Visik - Ladyshenkaia, método clésico de las ecuaciones lineales hiperbdlicas.

Sea s € (0, T], definimos y(f) = - jsw(r)dr, sit<syw(t)=0,sit>s. Asi, ¥ escontinuade
!
[0,7] > Hy(Q), w(s) =0y y'(t) = w().

4
Definimos también w,(¢): = I w(r)dr. Entonces y (1) = w(t) — wy(s) para £ <5y w(0) = —w(s).
0

Tomando la dualidad de la ecuacion (3.11) con w(¢), e integrando de 0 a s tenemos
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S(v3 S, w)dt = S(w", W) dt + sa(w, W) dt + S(w’, W) dt
0

- [o, w)dr+ja<w vydi— [ v,y e

W

== J’ -——|w(r)|L;. B b I 5 i) at = f w2 di

I [w(o)a dt + = ]w(s)|L2 o |w(0)| 2 +—a(1,u(s) w(5)
0

= ——a(w(s), w (0))
P L
=w(s)

5 1 1
- [ ol at = Zwesl =Sl

(3.17)

Por otro lado, usando la desigualdad (3.16), la desigualdad generalizada de Hélder, la inmersién

HY)(Q) c I8(Q) y que u, ve L7 (0, T; Hy(Q)), tenemos

I(u i W)dt<f J-lv -u3l|w[alxdt

3
SE Jo .[QM l”ii"i,l M dx dt
el el er®

IA

W v

] S| W|L2 |“2 + vzlff ]wl(t) - WI(S)ILE' dt

IA

[ 1wl (b2l +b2Le) o - ol e

<2 [Tl (fl + B ) ot = w9

<2 jo [l (el + Wolligy ) [Pws ) = i (]l

<C, J'Oslwl 2@ - )], d

Gy erL’f [bor @)yt + € J.S|W|L2 i ()] i

<— j Il it + =4 I b Ol dt+— j Wi, d
AE [l a

< 92-1_ [l e+ % [[ Il e+ ZC_IE [[ bt a

LE s -

(3.18)



Entonces de la igualdad (3.17) y desigualdad (3.18) tenemos

1 2 1 Ce 2 S 2
SO + G === Pl <€ [l + ol a (3.19)
Fijando s,, en la desigualdad (3.19) podemos escoger € > 0 pequefio, de modo que % - —Cé—e—s >0
para todo s € [0, s,]. Luego basta escoger € > 0 tal que % - %So > ( y obtenemos:
2 2 Sio2 2
()i + ) <€ jo [y + @l de s €10, 5] (3.20)

Por otro lado como we I°(0, T; Hy(Q)) ¥ w, € L°(0, T, I*(€2)) entonces usando el Lema 2.4

tenemos que w e C(0, 7', I*(Q)).
De la desigualdad (3.20) y usando la desigualdad de Gronwall Lema 2.1 tenemos que w(t) =0 en

c.t.p. en [0, sg]. Pero como w es continua en [0, T'], entonces w(¢) =0 para ¢ € [0, s,].
Observacion 3.1 w(s;) = w,(sy) = 0.
En efecto, ya tenemos que w(sy)=0. Probaremos que w,(s,)=0. Observamos que

<w(r), (t) >=—<w(t), 9 (t) >, V8 € D(0, 55). Entonces j:<w, (1), 6(t) > dr =- J‘;w{t), g'(t)> dt,

pero w(t) =0 en [0, 5], luego, IOS< w,(1),0()>dt =0, V8eD(0,s).

Desde que w, € L* (0, T, Lz(Q)) Yy w, e L(0, T, H‘l(Q)) tenemos que w, € C(0,T; H'(Q)y
w, € C como subindice ([0, T]; 2?(Q)), luego w,(sy) = 0.
Repitiendo el argumento, obtenemos el mismo resultado en [s,, 25,1, ...., entonces Vs € [0, 7] tene-

mos w(f) =0, i.e. u=V.
4. DECAIMIENTO EXPONENCIAL

Sabemos que

5] '
aE([):—J.QIu @O ax <o, (4.1)

donde E(1) = L{|u' (07 +|[Vu(®)[22} + Lu @)
Integrando la desigualdad (4.1), de 0 a 7, tenemos que
e 1 1 o 1
EQ) = :—2-{|u O + Va2 + Z|u(t)l:4 < E{|u O +|Vu(O)f} + Z|u(0)|} — E(0)

Asi, 0 < E(t) < E(0), i.e. estd acotada y ademas es decreciente, debido a (4.1).
Consideremos £(0) > 0.
Probaremos que, 3M > 0 tal que Sup,< <41 £(5) < M{E(t) — E(t + 1)}, Vi 2 1.
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Esto debido a Lema 2.5 de diferencias de Nakao, nos permitira obtener: 3y y c constantes positivas

tal que E(r) < ce™”.
De (4.1) obtenemos

1+1 9E(s)
Os

E(t+1) - E(t) = J'r ds = - J‘:H(J‘Quf dx)ds,

de donde tenemos

E(t)- E(t +1) = f”(_[nufdx) ds >0

Defina Fz(t) =EN)-E@t+1)y f(s):= J’usz(x, §) dx = I”s(-’ S)liz(ﬁ) 2 0.
0

Particionamos el intervalo [¢, ¢ + 1] en cuatro subintervalos iguales. Usando en los intervalos extre-
mos, el Teorema del valor medio para integrales, tenemos:

r+% 1 1
L f@ds =2 @)t et +)

Anélogamente,

1

B _1 3
L% Fds =2 f (0). €t 2t + ).

Asi,
| otz ) < 4F2(0) para i =1,2. 4.2)
Multiplicando la ecuacién (3.1) por u e integrando sobre () tenemos
0= _[ (uy — Au+ u® + ) udx
Q

= j Uy udx — I Auudx + J‘ uldx + J‘ u udx
Q Q Q Q

(4.3)
0 2
= [5( .[Quutdxj - J‘Qufdx} + .[Q|Vu‘ dx + jﬂu4dx + J.Qu,udx
Integrando de #, a ¢, laigualdad (4.3) tenemos
4
J.Z(J- |Vu(s)|2 dx + j u* () dx) ds
4 Q Q
= _[ U, udx - J. Auudx + Lu4dx+ J u udx
“ e = (4.4)

:[EU. Wzdxj"‘_[ ufdx:|+ I IVul* dx + J utdx + .[ u udx
ot \ I Q Q Q Q



Por otro lado, usando el Teorema del valor medio para integrales tenemos:

IZ *
J'I E(s)ds = E(") (4, - 1,). (4.5)

También tenemos,

fy BECT (1 2 1 "
B ds = _L '[Qus dxdy + LI [EWu(.,s)le +Z.|.Qu(x,s) dx) ds 4.6)

~

e

Ahora estimaremos /.
Utilizando la igualdad (4.4) tenemos

fz ( .[Q|Vu(s)|2 dx + jﬂuz(s)dxj ds

1

- I L}u(x, ) ug
J::Z J‘Qufdxds +‘ 1:2

J‘ J.QM(JC, S) us(x: S) dxds (47)

<FX(1) Ji=

Observe que podemos obtener las siguientes estimativas, usando la desigualdad de Hélder y desigual-
dad (4.2)

j u(x, ;) u,(x, t;) dx
Q

Usando la desigualdad de Poincaré, Teorema 2.1, y sumando, tenemos

<luo 6] 1 G 1)) 2 <2F@)ul., 1,)| 2 para i=1,2,

2

-

<SCF() sup |Vu(s)|z

seft, 1+ 1]

J‘Qu(x, 1) ug(x,t;)dx

Por otro lado,

s ]1,
_[ \/—|“( S)ILZ‘/— I”( S)’des

1 % 2 1 2
<7 {5|u(.,s)|Lz +g|us(.,s)|ﬁ}ds
o (b 2 1 2
SE-r, Iu(.,S)ILz ds +{§ ~f~-§|us (.,S)|L2}d5
o 1 2
<— | E(s)ds —F°(¢
> ), () Y Q)

Asi I queda mayorado de la siguiente forma

L 1
[<CF(t) sup |Vu(s)|p +F* (1) +§ LIZE(S) ds + EEFZ (1)

se[!,t+1]
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donde la constante § es arbitraria y la fijaremos en breve.
Usando la mayoracion de /, la ecuacion (4,6) queda expresada

5. th 301
-2 _L E(s)ds S (C+52) FX(0)+ CF@t) sup |Vu(s)| 2

se[f t+[]
Tomando 0 < & < 2, porejemplo & =1 tenemos

t
% J "E(s)ds <2F2(t) + CF(1) sup |Vu(s)| 2
f

selt,1+1]

1
< (3 4 CZ:S") FX0)+8, sup |Vu(s)|p
. 0

se[l,r-;-l}
(4.8)
ek g
SRy =) F )+ 0, ..sup E(s),
o seftt+1]
donde la constante &, es arbitraria y la fijaremos en breve
Desde que £, — £} = 2 , tenemos usando (4.5) en (4.8) que )
Et) <42+ C? i) FX(t)+ 46, sup E(s) (4.9)
50 seft,i+1] )
También tenemos que
E(t*) < E(t") + F*(f) para se[t,t+1] (4.10)

Luego, de (4.9) y (4.10) tenemos

sup  E(s) € 4(— sl - —) F2(t)+ 48, sup E(s),

seft,t+1] 0 seft,r+1

esto es
1
(1-48y) sup E(s) < 4(— + - ).
seft,t+1] 50
Tomando 0 < & < —, en particular para & =% tenemos

sup E(s)<8( +8C)F2(t)

seft,r+1]

Que es lo que queriamos probar.



[1]
(2]
(3]

[4]

[S]

[6]

[7]

(8]

[9]

[10]

[11]

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ADAMS, R. A,, Sobolev Spaces. Academic Press, New York. (1975).
BREZIS H., Andlisis Funcional Teoria y aplicaciones. Alianza Editorial S. A., (1984).

DAFERMIS, C. M., dsymptotic behavior of solutions of evolution equations. in “Nonlinear
Evolution Equations”, M.G. Grandall Ed., Academic Prees, New York, pp. 103-203. (1978).

LIONS, J.L, Quelques Méthodes de Résolution des Problems aux limites non lineaires.
Dunod-Gauthier-Villars, Paris. (1960).

LIONS, L.L. and MAGENES, E., Problemes aux limites non homogenes et applications.
Vol. 1, Paris. (1968).

NAKAO, M., Convergence of solutions of the wave equation with a local degenerate
dissipation. Israel J. of Maths 95. pp. 25-42. (1996).

NAKAO, M., Convergence of solutions of the wave equation with nonlinear dissipative
term to the steady state. Memors of the Faculty of Scienge, Kyushu University. Ser. A., Vol.
30, N°2, pp. 257-265. (1976).

NAKAO, M., Decay of solutions of the wave equations with a local nonlinear dissipation.
Math. Ann. 305. pp. 403-417. (1996).

PAZY, A., Semigroups of Linear Operators and applications to Partial Differential
Equations. Springer, New York. (1983).

RENARDY, M., HRUSA, W. J. and NOHEL, J.A., Mathematical Problems in Viscoelasticity.
Pirman Monographs and Surveys in Pure and Applied Mathematics 35, John Wiley & Sons, Inc.
New York. (1987).

SANTIAGO, Y., Una aplicacién del Lema de Nakao. Revista de los Departamentos de la
Facultad de Ciencias Matematicas, UNMSM, N° 2 (2006).

43



