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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA ECUACION
DE ONDA CON CONDICION DE FRONTERA TIPO
NEUMANN, LOCALMENTE DISTRIBUIDA

Alfonso Pérez Salvatierra' y José Simeén Quique Broncano?

RESUMEN.- En el sistema, con condiciones de frontera del tipo
Neumann y disipacion localmente distribuida,

u, —Au+u+ f(u)+a(x)u, =0 en Qx(0,+0)
ou
==
u(0=u"e H',u(0)=u' e ’(Q) en Q

(*) 0 sobre I"x(0,+o0)

donde a(x) > ay > 0 cs. en @, ® < Q vecindad de I'=0Q el cual

es un problema abierto, ver [6], se estudia el comportamiento asintdtico.

PALABRAS CLAVE.- Decaimiento exponencial, multiplicadores, conti-
nuacion unica.

ABSTRACT.- [n the system (¥), with Neumann boundary conditions and

locally distributed dissipation; where a(x) > ay > 0 ae in @, ® <
neighborhood of I’ = 0Q which is an open problem, see [6], we study the
asymptotic behavior.

KEY WORDS.- Exponential decay, multipliers, unigue continuation.

1. INTRODUCCION

En el presente trabajo se hace el estudio del sistema,

u,—Au+u+ f(u)+a(x)u, =0 en Qx(0,+0)

() S8 0 sobre I"x (0,+<0)
ov
u(0) =u", u,(0)=u' en Q

Se tiene que el problema (*), esta bien puesto en el espacio B (Q)x I (Q), es decir para datos
iniciales {uo,u'} € H(; (Q)x (), existe solucién tinica débil de (*) en la clase u € C([O, +oo);

Hé(Q)) e ([O, +co) ; L*(€Q)), y con las hipétesis siguientes:
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Q c R"” es un abierto, acotado (n >1), I'= 0Q frontera de clase (2, (L.1)
a(x)e L7(Q),a(x)>a, >0 c.s.en @, donde @  Q es una vecindad de T’ =9Q2. (1.2)
[ es tal que f(5)s>0,VseRy ademas f es super lineal, es decir, 3§>0:

F(5)s= (2 + 8)F(s); VseR. (1.3)
/ tiene la propiedad del crecimiento, es decir, |/ (xX) —f(y)! < C|:1 +leﬂ—1 +|y|"H ]|x—y :
Vx,yeR yalgin C <0, p>1con (n—-2) p<n. (1.4)
Fs)=[ f(2)dz20, pues f(s)s20;VseR (1.5)

Para un x, € R" fijo se tiene que g =T =T, Ul donde I :{xeF/m(x).v(x)>0},

[ = {x el'/m(x).v(x) < 0} con m(x) = x — xo, v(x), normal unitaria en un punto x. (1.6)

Definimos la energia asociada al sistema por,

E(t)=%jn{|u,(x, OF +| Vau(x, 0 +| u(x, t)|2}dx+ [ Fau@, a7

*

Basado en el siguiente resultado de A. Ruiz [5], se tiene el siguiente lema,

Lema (Resultado de la continuacion tnica)

Sean be L”(w x (0, T)),we H'(Q x (0, T)) tal que w satisface,

w —Aw+b(x,H)w=0 en Q=Qx(0,7)
w=0 sobre Z2=0'%(0,T)

w=0  casisiempre en wx(0,T)

Entonces w = 0.

Deduccion de la energia formal:

Multiplicando el sistema (¥) por u, se obtiene

d |l 2 1 2 1, 2
E{E'u'[ +5|Vu; +E]u| +J’QF(u)dx}=—La(x)|u,| dx

de la hipdtesis (1.2) se tiene que La(x)| “fr dx >0, entonces
d
EE(I)<0’ Vte (0, +0) (1.8)

esto es, la energia dada en (1.7) es decreciente en (0, +0).

Usando la técnica de los multiplicadores se obtiene la estimativa de energia siguiente:

Para T > 0 suficientemente grande;



E(T)sc{j: [, aG)|u,Ge. o axar+ [ [ Jucx, t)lzdxdt} (1.9)

Usando técnicas de continuacidén Unica basado en el lema de la introduccion se obtiene la estimativa
Jo [oute, o dedi < [T [ aGlute, o dedr. (1.10)
Combinando (1.9) y (1.10) se obtiene que 3C > 0 tal que

E(T)<C jg Jalu(x, B dedt (1.11)

De (1.11) y propiedad de teoria de semigrupo se obtiene el teorema central, sobre el decaimiento
exponencial, es decir,

!
3C,y >0 talque E(t)<CE(0)e 7 (1.12)

2. METODOS Y RESULTADOS
Los métodos y resultuados seguidos son

¢ Técnicade los multiplicadores:
Sirve para obtener la energia y otras estimativas para la energia. (2.1)

* Técnicas de las desigualdades integrales:
Sirve para obtener estimados de la integral de energia como por ejemplo

J.OTE(I) < CJZO m, v[|ur|2 + F(u)} + |)2| + IQI(a(x)u) m.Vuf‘ (2.2)

donde 29 =Ty x(0,7),0=Qx(0,7T) y

T
£ [Jg(ut +a(ou)m. Vu + au[u; + “(z)”ﬂo 23)

» Técnicas de la continuacion tnica:
Son usadas para estimar el término (1.10)

Usando propiedades de semigrupos, finalmente obtenemos el decaimiento de la energia dado
por (1.12). (2.4)

3. RESULTADOS PREVIOS

Considerando () — R” abierto regular de clase c? , estudiamos la ecuacioén de onda no homo-

génea

33



34

@ -A8=f en 0=Qx[0,7]
®)|600)=6°,61(0)= 6" en Q

%:0 sobreZ:Fx[O,T]

ov

Lema 1

Sea Q un dominio acotado de R” con frontera I" de clase C2, q = (qk )k >1 un campo vectorial de

clase [CI(Q)]H_ Entonces, para toda solucién débil @ = (x, ) del sistema (*),

(es decir, ¥{6°, 0'} ¢ Hy (@) x 2(Q), f e 10, T; 2(Q)))

se tiene

" 1 12 r T
jQ(g fag)q.w:-a qu.vlel +[j99 q.ve@0 i

2(gp) 00 30

L v (o) o - rwo?
+2an'w.(q)[|91 vel™ |+ |, Oxj Oxp Ox;

Demostracion.-

s 00
Usamos la técnica de los multiplicadores. Multiplicando (*) por g% P donde g es la solucion
X
débil del sistema (*) se obtiene el lema, ver [4].

Lema 2

Para u solucion débil de (*) y con las hipdtesis dados en (1.1) y (1.2) se tiene
1 g 2 2 7)
Ede.(q)[lQI —|Vo[ -2|u| —2F(u)}+ j@q.Vu[a(x)uf —u]+

. j%%%(qﬁ%fyﬂ& =2 uf 270 |( f,uqvu]

T
0

Demostracion
Se multiplica (*) por ¢.Vu y se aplica la técnica de los multiplicadores.
Observacion.- El lema precedente es también valido para qe (Wl*“’(g))" .

Lema 3

Con las hipétesis dadas en (1.1), (1.2) y (1.6) se tiene
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(jnm.vu, +a(x)ujfi+§jg,u! '2+(1——3JL|V1,[}2_
-n+ J-Ql u |2 +nIQ F(u)— IQa(x)u mNu, — J.Qu mVu <

< [ mv||u [ ~|uf +FGo]

Zli

Lema 4

Si Q — R” es un abierto regular y u solucion débil de (*), entonces se obtiene

(jﬂu[u, +a(;>uﬂzz L[l -1vuf]- [ [ura+]af]

Demostracion
Basta multiplicar por Su al sistema (*) con ¢ ¢ W“’“(Q) y luego, tomar &=1.

Lema 5

Con las hipotesis de (1.1) - (1.6), se tiene que 3C > 0 tal que

D u, [ +}ulz +F(x)} ‘+] x|+ _[Q| a(x)u mVu, |

CLTE(t)S [ mv

T

donde x = [ Jg{m.Vu [ur + a(x)u]+a u(u, +$J}J , >0

0
Demostracion
Combinando los lemas (3) y (4) se obtiene el lema precedente.
Lema 6
Con las hipotesis de (1.1) - (1.6) se obtiene

({22 = P A5 L e

0

Demostracion

Multiplicando por &(x)u a(x) al sistema (*) e integrando de 0 a T, se obtiene el resultado propues-

to.
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Proposicion 1

Con las hipotesis de (1.1) - (1.6) se obtiene,

(jn u, h.VuI

8 a(x)u i
con y[jnn(uﬁ s HO

21451}

T E(T)Scl{jga(x”ur IZ + IQ!MF +

Demostracion

Resulta de los lemas 5 y 6.
Desde que la energia es decreciente, se tiene:

T E(T) < LTE(t)dt.

Lema 7

Con la hipotesis de (1.1) - (1.4) se tiene:

(jﬂ " h.Vu}:

<c, (2E(T) + [ )|y, |2)

| #[+] 7]+

Proposicion 2
Con las hipotesis de (1.1) - (1.6) obtenemos,

ED<C([,a|uf+ [|uf). c>o

Demostracion

Del lema 7 en la proposicion 1:

1’"}5(3’*)gCl{La(x)lur |2+ L|u]""}+ C]{r( Lul h.Vu]: +|3"c|+|}3|}
SCI{ La(x)|u, "+ L|u|2 }+C, C2(2E(T)+ La(x)lu! |2)
< C3{ La(x)| u, ]2 + L| u |2 +2E(T)+ La(x)' u, |2 }, C, =max{ Ext ., }

(T=2C,) E(T)gK{ La(x)|u, [+ L| ul } K =max{2C,,C,}

E(T) < T~K2C3 { [ aco]u [ +uf }

Para T suficientemente grande tal que 7 — 2C, > 0, obtenemos la proposicién 2.
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Proposicion 3
Con las hipotesis de (1.1) - (1.4) obtenemos,
2 2
J.Q| u‘ éC_‘.Qa(x)tu, | .

Demostracion

La demostracion es por el absurdo, usando el principio de la continuacién Gnica que aparece en
A. Ruiz [5], construimos un sistema estacionario cuya solucion lleva a una contradiccion.

4. EL TEOREMA CENTRAL

Mediante un teorema proponemos nuestro resultado principal acerca del decaimiento exponencial
de la energia para soluciones débiles del sistema (*).

Teorema

Si Q c R” es un abierto acotado con frontera de clase (2 y se satisfaen las condiciones (1.1) -

(1.6); entonces existen constantes C, ¥ > 0 tal que,
E()<CE(0)e ™", Vi =0
para toda solucion débil de (*).

Demostracion

De la proposicion 3, en la proposicién 2 se tiene que, 3C, > 0 tal que
- _
E(T)<C, [ [ ato)|u, [ dxdt (4.1)

desde que,

d
—E® :—jna(x)|ur I cx

integrando de 0 a T; obtenemos

T 2
E@)-E@Q)=- [ at)|u,[ dxdr (4.2)

Combinando (4.1) y (4.2) se obtiene

CO

&
E(T)< .
@ 1+C

E(0), C=

0 + 0

<l Fad

Luego, por propiedad de teoria de semigrupos y como el problema (*) esta bien puesto, se obtiene que

E()<K E(O)e™ , V>0



38

para toda solucién débil de (*), donde
C
C=— y=l10gC > K= Go
Gy 4 1+C,

5. COMENTARIOS

Existen muchos métodos para el estudio del decaimiento de la energia con condiciones iniciales y
de frontera; al respecto puede verse [1], [2] y [3]. En este trabajo se usé el método de la continuacion
tnica combinado con el método de los multiplicadores e integrales en la frontera.

El presente articulo es uno de los muchos trabajos realizados recientemente, que consiste en
realizar perturbaciones fisicas en una vecindad de la frontera, para conocer el efecto en todo su
dominio, ver [7],[8],[9], [10] y [11].

6. CONCLUSIONES

Se observa que ¢l método usado para obtener el decaimiento exponencial del sistema(*) ,el

cual ha usado el principio de la continuacién unica, segin A. Ruiz [5], puede también adaptarse a
otros sistemas a los cuales se les puede agregar o variar datos en la frontera. Ademas es posible
aplicar este método a otros modelos, comos son: Von Karman con cohdiciones de disipacién en la
frontera, placas con condiciones mixtas en la frontera de tipo Dirichlet - Newmann, etc, que podrian
ser materia de otros estudios.

El método usado, es una de las multiples maneras de obtener el decaimiento exponencial de la
energia de ciertos sistemas.
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