PESQUIMAT Revista de la Fac. CC. MM. de la
Universidad Nacional Mayor de San Marcos
Vol. IX N° 1, pp. 39 - 62, LIMA - PERU. Julio 2006

DECAIMIENTO DE LA ECUACION DE ONDA
CON DISIPACION

Yolanda Silva Santiago Ayala' y Luis Cortés Vega?

RESUMEN.- En este trabajo consideramos el problema de existencia de
soluciones globales para la ecuacion escalar de la onda con disipacion.
Estudiamos también el comportamiento asintdtico de las soluciones, y
presentamos un método alternativo inspirado en técnicas no lineales;
especificamente usamos el método de Conrad-Rao [1].

PALABRAS CLAVE.- Ecuacion de onda, decaimiento de solucién, método
de Conrad-Rao.

ABSTRACT.- In this work, we consider the problem of existence of global
solutions for a scalar wave equation with dissipation, We study also, the
asymptotic behaviour of the solutions. In this part of the paper, we present
an alternative method - inspired in nonlinear techniques. In order to attack
this problem, specifically, we used the Conrad - Rao method [1].

KEY WORDS.- Wave equation, decay of the solution, Conrad - Rao method.

1. INTRODUCCION

Estudiaremos el siguiente problema de evolucion

u, ~Au+a(x)u, = 0en Q xR", (1.1)
u = 0en OQxR™, {1.2) ~
u(0) = u°,  u,(0)=u. ' (1.3)

donde Q) esun conjunto abierto acotado en RY con frontera suave 3¢ y a es una adecuada funcién
no-negativa y suave (a > 0) en ; ademds, a puede ser nulo en alguna parte de Q.

Definamos por
E(r)zlj |u,|2 +|Vul* ax (1.4)
2J0 ’

la energia asociada al sistema (1.1) - (1.3). Debido al Lema 4.1 E es no creciente. Asi, estamos
interesados en saber que sucede con £(¢) cuando ¢ va al infinito y cual es la tasa con la cual decae.
En este trabajo, estudiamos la existencia de solucion global y el comportamiento asintotico, de la
ecuacion de la onda con disipacion, donde era la condicion inicial satisface la condicidén de compatibi-
lidad de m-ésimo orden, la cual nos permite obtener una solucion mas regular.

Usamos la Teoria de semigrupos para probar la existencia y unidicidad de solucion del problema (1.1)
- (1.3), también como su dependencia continua del dato inicial.
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Asimismo estudiamos la regularidad de esta solucion.

Haciendo uso de técnicas multiplicativas [6], obtenemos importantes estimativas como (4.12), (4.16),
(4.23). Por una adecuada adaptacion del método de Conrad y Rao [1], obtenemos la estimativa (4.44)
la cual nos permite probar el Lema 4.3 y por consiguiente la hipotesis del Lema 2.1.

En otro estudio puede ser visto en Nakao [8].

Algunos tépicos relativos a la ecuacion de la onda pueden verse en [9], [10], [11] y [13].

2. PRINCIPALES RESULTADOS

Empezamos enunciando el resultado de existencia de solucion del problema (1.1) - (1.3).

Teorema 2.1 Dado (g, %) € (HZ(Q) A Hé(Q)) x H(lj(Q), existe unicamente una solucion
u(x,t) del problema (1.1) - (1.3) en |

([0, ), () n C' ([0, ), Hy()) N C([0, 0), H(Q) N Hy ().
También, necesitamos del siguiente resultado de regularidad de solucidn, para el cual citamos
Kesavan [4] y Ikawa [3]. Introducimos la siguiente definicion. .

Definicion 2.1 La condicidn inicial (uo, u]) e H™' x g™ satisface la condicion de compati-

bilidad de m-ésimo orden asociado a (1.1) - (1.3) si
ut e H™1F A Hy para k=0,1,....,m y u"tle 12, (2.1)
donde la sucesion (u"‘)k estd definido por induccion desde (4°, y')por la formula
w*? = Au* - a(x)utt. (2.2)

Proposicion 2.1 Sea m =1 un entero. Supongamos que g e C" " 1(Q) y °, u') satisface la
condicion de compatibilidada de m-ésimo orden asociado a (1.1) - (1.3).

Entonces, existe unicamente una solucion u(t) del problema (1.1) - (1.3) tal que

m
k m+l-k 1 1 2
ueXfﬂ)c R, H" kA B A C"URY, I, (2.4)

2 2
0 A
|L2 < C" (u , U )“H"”'XH'" > donde 1)“c denota la

m+1
k
es continua. i.e. 3C >0 tal que Z”D u(t)
k=0

diferenciacion parcial de k-ésimo orden, con respecto a t y x.

Supongamos que () sea la bola abiertaen R” centrada en 0 y de radio R. También asumimos que



v|x| > a(x):=a(lxl), donde a: [f, R] — R" es una funcién estrictamente decreciente la

cual satisface a(R)=10. (Observemos que g— puede ser reemplazado por cualquier R — £ con

e>0). Seca

R -
Yre [O, E} , b(r)i=a(R—-r) ¥ Blr): =rbir). (2.5)

' R
Observamos que B es continua y estrictamente creciente en { 0, E} y que B(0)=0.

También,
b(r) > 0=a(R) cuando r — 0.

Esto es
a(x) - 0 cuando x — 8Q.

Nosotros usaremos el siguiente Lema en la prueba del Teorema Principal

Lema 2.1 Sea E: RY — R™ una funcion no creciente y ¢: R* — R* una funcidn C! estric-

tamente creciente tal que

#() > +o cuando ¢ —> +o0. (2.6)

Asumamos que existen o >=, ' >0y ¢ >0 tal que

o E(s)
Vs > 1, J' E0C §(0)dt < cE(s)'*° + c—2L 5 7
; P()7 @7
Entonces existe C >0 dependiendo continuamente de E(l) satisfaciendo
C
Vizl, E(f)<—F 2.9)

#(1) ©

Prueba.- Ver [12].
El resultado principal de este trabajo es el siguiente:

Teorema 2.2 (Resultado principal) Supongamos que a va para cero en la frontera, lo sufi-
cientemente rdpido de modo que existen p >0y C >0 tal que

R ! s
VSE(O,—-Z*J, J:b(r)p drs(ﬁ‘b(s)p. 2.9)
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N
Sea m > EN Entonces si (u°,u') satisface la condicion de compatibilidad de m-ésimo orden;

existe C > 0 la cual depende de la norma de la condicidn inicial en H’”“(Q) x H™(Q) tal que
la solucion u de (1.1) - (1-3) verifica

1.1, 2m
E(t)<C(B ‘(E)w, (2.10)
donde B~ denota la funcion de B.
2.1 Observaciones del Teorema

Observacion 2.1 La Tesis del Teorema dice que la energia asociada al sistema (1.1) - (1.3) va

para cero cuando t —» +o0. Pues si t —> + entonces % —> 0 y como B! es creciente enton-
2m
1))
ces Bﬁl(%)—ﬂ), Le. (B l(nD — 0.
t
1
Observacién 2.2 Si 3neN talque n>2y 3p>0 tal que per) < mr? b(nr), Vr e [0 .B..]
b I
Entonces se verifica (2.9).

Observacién 2.3 Si p(r)= r* con k>0 y pk>1, entonces se verifica (2.9).

Por lo tanto, debido al Teorema principal obtenemos

E(t) <

1
lt.(.h-l)g

Observacion 2.4 Si b(r) = —— entonces (2.9) no es verdad.
( ) |Lm‘[

Observacion 2.5 Si b(r) = ¥le * con k>0 entonces, podemos aplicar la observacion 2.2.

Por lo tanto, debido al Teorema principal conseguimos

E(f) <
[(Lm)ﬂ

2m
N

3. EXISTENCIA DE SOLUCION

De la ecuacion (1.1) escribiendo v = u, conseguimos.

() (2 ) (L) (e )



definimos el Operador 4: D(4A)c H — H,

0 I
A=
(A —aIJ

donde H = Hy(Q) x I2(Q) ¥ D(4) = H*(Q) Hy() x H)().
Asi(1.1) - (1.3) es equivalente a

U,(t) = AU(1)

"oy =U0:=(ZO]6D(A). @1
1

Teorema 3.1 E! Operador A definido arriba genera S(t) un semigrupo de contraccion en un
espacio de Hilbert H.

Prueba.- Observemos que D(A) es denso en /. Probaremos que 4 es disipativo.

Sea U = (u,v) e D(A) entonces

N
(4U,U) = Z %—%dx + _[Q(Au — a(x)v)Tex

A . Bu By 2
= Z 2iIm| —— | dx - J. a(x)|v| dx, {3.2)
o} . Q

donde Im(z) es la parte imaginaria de z € C. Tomando la parte reald e la igualdad (3.2), tenemos

Re (AU, U) - .[Qa(x)lvlz dx <0

HY @)= () ~

Ahora, probaremos que 0 € p(A). Enefecto, sea F =(f, g)" e H)(Q)x [*(Q) = H, probare-

mos que existe U = (u, v)| e D(A4), talque AU = F. Consideremos las ecuaciones

v=feHyQ) (3-3)

Au—-a(x)v=ge L?‘(.Q). . (3.4)
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Reemplazando (3.3) en (3.4), tenemos

Au=a(x) f + g e I*(Q). (3.5)

Por resultado estandar en ecuaciones lineales elipticas, tenemos que (3.5) tiene Gnicamente una solu-
cién y e H*(Q) N H(])(Q)_ De (3.3) obtenemos v = f. Esto es, 4 es una aplicacién sobreyectiva.

Afirmamos que 4 es una aplicacion inyectiva. En efecto, sea AU =0 entonces

v=10 (3.6)
Au - a(x)v=0. 3.7

Reemplazando (3.6) en (3.7) tenemos Au = 0 y usando la identidad de Green tenemos

2 2 -
o = J‘Q|Vu| e _[QAuudx "

deaqui u=0 in H(')(Q), De (3.6) tenemos que v=10. Porlotanto U =0. i.e. 4 es inyectiva.

*

Asi, existe 47': H — D(A) pues 4 es uno a uno y H es la imagen de 4.

Ahora, probaremos que 47! es acotado.

Multiplicando la ecuacion (3.5) por # e integrando sobre Q, tenemos

J.Q Auudx = Jﬂ(af + g)udx

pero desde que I |Vu|2 dx = I Auiidx, usando las desigualdades de Holder y Poincaré, obtenemos
0 Q

IQ|Vu|2 dt = Ig(af + g)idx
<lulpz|af + g2

<e Iﬂlulz dx + C(¢) IQ]af + g[2 dx.

Entonces, tomando ¢ > 0 tal que 1 — £C, >0 tenemos
(1-2C,) J' IVaul* dx < C(E)I laf + g[* dx,
ol 0

esto es

[1-2C,|Vulp < JC@©)of +glp

LT 1+l 69
P



Asi, usando (3.8), v = /', y las desigualdades de Holder y Poincaré conseguimos

'UlH - [VH|L2 o |v|L2
= IV‘MILZ + If!Lz
=C{/z +lglz}
= C{|vflz +lela}.

Entonces,
Uy <Clavly,

esto es

IA_IFIH SCﬂ'lf?lﬁf:’

lo cual nos permite decir que 4-! es acotado.
Por el Teorema de Lummer Phillips, tenemos que 4 es el generador infinitesimal de un C, semigrupo

de contraccion en H :S(7).

Observaciéon 3.1 Por el Teorema 4.3.2 en [4], si D(A)>U entonces
S)U e C'([0, ), H) N C([0, »), D(A4)).

Observacion 3.2 Por la observacion 4.3.3 en [4] entonces U (t):= S(t)U, es la solucion del
PVI (3.1) y es unica.

De las dos observaciones, conseguimos el siguiente resultado.

Proposicion 3.1 Existe unicamente una solucion de (3.1),

U (1) e C'([0, ), Hy(Q) x () N C ([0, ), (H*(Q) N Hy(C).
Ahora, culminaremos la prueba del Teorema 2.1

Desde que U, = (uo, ul) e D(A) por proposicion 3.1, obtenemos que existe

U(r) e C'([0, ), Hy() x L2(€) N C([0, ), (H*(€) N Hy(€) x Hy(€)) solucion de (3.1) tal
que U(0)=U,, U(t)e D(4),Vte R".

Desde que U satisface (3.1) tenemos u, =v y v, = Au — av.

Por otro lado, tenemos y, ¢ CO(R*, Hy(Q)), pero desde que u e C(R*, Hy(Q)) entonces
ue CI(RY, H/(Q)).

Por otro lado, , =v, = Au — au; € C(R", i (Q)), pero u, y u pertenecena C(R", LE(Q)) enton-

ces u e C2(R*, I2(Q)). También obtenemos que » € C(R*, H*(Q) N H)(Q)).
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Observacion 3.3 Por el Teorema de Hille Yosida (Teorema 4.4.3 en [4]), desde que A es el
generador infinitesimal de un semigrupo de contraccion, entonces A es cerrado, D(A) es denso

en Hy YA >0,3(A — A)”" acotado, mds ain ”(M o A)“Hs—,‘f.

Observacion 3.4 Desde A es cerrado y existe A7 (probado en 0 p(A)), entonces 4~ es
también cerrado.

4. USANDO EL METODO DEL MULTIPLICADOR

Sea (%, u!) e H™"1(Q) x H™(Q) satisfaciendo la condicion de compatibalidad de m-ésimo orden.

Entonces, la regularidad dada por (2.3) justifica los calculos que haremos.
Sabemos que el problema (1.1) - (1.3) es disipativo.

Lema 4.1

E'(f) = - '[Qa(x)lurlzdx, Vi > 0. @1

Prueba.- Multiplicando la ecuacion (1.1) por u, e integrando sobre Q, y usando la identidad de
Green, tenemos

o

= ,[Q(u" — Au + a(x)u,)u, dx

o |1 2 2
S fwrast - [ [ acowie

0 |1
3 {5 e} - [vomude - [Lator e

O gl 21 2 2
= {2 .{Q( a dx}-»— = {2 IQ|Vu| dx}+ La(x)(u,) dx,

Il

luego se obtiene el resultado.

Sea 020,y ¢:R" —» R* una funcion C? concova y creciente. Sea w una vecindad de la

frontera Q2.

Lema 4.2 Sea h:Q — RN un campo vector Cl, o220y 0<S<T <+ow. Entonces tenemos,

J'TE%'I 20,uh. Vu + (hv)(|u,[* = 1val®)
S 30

T
- a gt T _ rmo=1 4 o n
=[E%¢ Jﬂqu,h.Vu]S L (cEE° ¢+ E°¢") J-QZM:h .Vu

r oh, ou 0O
v [ 8% [ @ iyl - vy + 2 S22 s 2auh. (4.2)
§ o ox; Ox; Oxy



Prueba.- Multiplicando la ecuacion (1.1) por E9¢’2h . Vu € integrando sobre [S, T] x Q tenemos

7
- o gt _
0 .[S E°¢ J'th. Vulu, — Au +a(x)u, ) dxdt

T T
s EU'IZh.V dxdz—_[ﬁ""_[zh.v
‘L o' [ 2h. (Vi CEY | 2h. Vu(suydsd +

v

Il:: 1;:

T
J'S E° J'th Vu(a(x)u,)dx. dt 4.3)

Desde que 2 ( jQZh (Vi) u,dx) = ngh (Va)u,dx + J.QZh(Vu)ut,dx e integrado por partes obtene-

mos

— 3 g f_a_ _ T o 4t
h= [ B at(jQZh(Vu)u,dx] dr _[SE ¢ [ 2h(Tu)uds
T
_ L E°§' Iﬁ2h(Vu,)u,dxdt LE°H -[QQh(Vu)utdx]g

T
_— .[ E°§ j 20 (Vau, yu .
S Q

Usando la Identidad de Green tenemos

T
B == j E"gﬁ'J' 2h . Vubudxdt
S Q

“(2h . Vu)dt.

= ([ B¢ [ Vu.Vh. Vuydiat - [[57¢ ] %

Reemplazando /, y I, en la igualdad (4.3) obtenemos

T
e J'S E°§' J.QZh(Vu)utdxdt + [E“¢’J.Q2h(Vu)H:dx]§

TE‘T "\ 2R(V dxdi TE“ 'y (¥
*J.S ¢ _[Q (Vu,)u,dxdt + J.S ¢ IQ u.V(2h.Vu)dxdt

V" V-

13:: 14]=

R ot i Ou g o 4
" L E%% Lga(zh.w)m 4 J'S E°$ IQZh .V (a(x)u,)dx.dt (4.4)

Usando el hecho que 4V (u?) = div(hu?) — (divh)u] y el Teorema de la Divergencia

hu? V= j div(huf‘)dx, tenemos
80 Q
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_ J‘Z Eﬁ¢fJ'Qh.V(uf)dxdr
_ ISTE%' J.de'v(huf')dxdt+ _[;E"gﬁ' J.Q(a’ivh)u,z dxdt

T T
S T 4 2 o 11 . 2
[ 29 | il vasar+ [ B¢ [ divhyu? dt.

Por otro lado, tenemos

Vu . V(2h . Vu) =28ud,hdu+h.V(Vul*). (4.5)

Y desde que diy( hqu|2) = (dz'vh)qu|2 A (|Vu[2) y usando el Teorema de la Divergencia, conse-

guimos
.[Q(divh)IVulzdx T thVqulz)dx - Jndiv(h|Vu|2)dx = J'thIVuF . .6)

Usando (4.5) y (4.6) obtenemos
! zzj'TE“;ﬁ’J' B,uB D udvdt + j'TE"qﬁ'.f .V AVul*ydxdr
4 S q i k“k s Q g
=2JTE"¢’J 8,ud hy 0 uclxdt + J.TE"WI WIVul® . va
s B * Rk s Fle) '
T
o J' E°H J' (div )|Vl dxdt.
s 0
Reemplazando 7, y I, en laigualdad (4.4), tenemos el resultado.

Lema 4.3 Existe una constante C >0 tal que YO0<S<T <o se verifica:

'[;E(t)l“’g&’(t)dt <CE®)*° +C EE(:)"gﬁ’(t)[ L}|u,|2 dx)dr. @7

Prueba.- Sea K, un conjunto compacto de () tal que Q — K, sea un compacto en w.
Defina h(x):= f(x)m(x), donde m(x)=x-x, ¥y f es una funcion C* cuyo soporte esta

compactamente en () y esigualalen K,. Desde que ¢’ es no creciente y positiva entonces ¢’ estd

acotado en R"(i.e. |¢’(t)] < M).
Ahora, aplicamos (4.2) a esta 4 y conseguimos

0> E“M 2uh . Vull j (GE'E 4 +E“¢")I 2uh. Vu

J-EG;ﬁJ‘ divh(u? - |Vu|2) 22%%@— +2a(x)uh . Vu. (4.8)
taxk



Por otro lado, usando que '[th ..Vuurdx <eEE ¥, BB < E(S)°*! para S <T, tenemos

T
.|'S (CE'E° ¢ + ET4") ( J'th Vu u,dr)dx’
T 1
< ’(O‘E’EU &+ ET4)( J' 2. Vu utdx)dx|
S Q
T 1
< '[ loEET"y + Eog'|cEar
S
4 1
= _[ (~o BBy — E° g char
S
T T
<eM _fs _GE'E®ds + cE(S)° ! _[ _¢"dt
5

= M [——E@®°E + cE@S)TH [T
o+1 ?{,\7

<eM Z-E(S)°*! + c2ME(S)°H
o+l

r o+l
<c'E(S)°*. 49)

Y, desde que E(T") < E(S) y por la desigualdad de Holder j uh . Vudx < ””z””V“" < E(t), obtene-
Q

mos

HE° S IQ 2uh . Vuls < E°(T)¢'(T) IQZu, (TYWT) . V(T dx
+ E°(S)¢'(S) J'Qzu, (SYA(S) . Vu(S)dx

< E?(S)C{E(S) + E(T)} < CE®*'(S). (4.10)

Aqui necesitamos hacer la siguiente estimativa

ok, du ou T
SR < [ropdelivig
LB 2L s < [ B gVl oy
T
g ! 2
< J'SE ¢5{SE(I)+C(E)”Vu||L2(Q_K1)}dt, (4.11)

donde ¢ serd considerado lo suficientemente pequerfio.

Usando las desigualdades (4.9), (4.10) y (4.11) EN (4.8) tenemos que existe C > 0 tal que



T
L E°§ L Nu? + 2 - NVl dedt

T T
<C J' E°4 J' (2 +\Vul*ydxdt + CE(S)Y* + & I EMoga, (4.12)
s 0K 5
con ¢ suficientemente pequefio.

Integrando por partes la expresion:
T
O (P B) L E°¢’I u(u, ~ Au + a(x)u, dedt,
Q
tenemos

¥ a i 2 r o gt 2
(N = 1) J'S E°$ ~[leul dxdt — (N —1) J‘S E°¢ Iglu,l dxdt
= (N - D[E°Y Iguu,dx]g
T .
(N =1) L (GE°T'E'Y + E° 4" Iouu,dxdt
T
(N -1) J'S E°4 J'Quau,dxd:. (4.13)

Por la desigualdad de Poincaré tenemos J. un, dx < “u""“: " e "V“"""fu < CE(t). Usando esto
Q

en (4.9) obtenemos

’(N _1 -[:(UEG_IE'¢' +E°H) _[Quutdxdt <CE(S)°H. (4.14)

Con una prueba similar a (4.10),también obtenemos

~(N - D[E°’ _[Quu,dx}g 2 CEE*™. @.15)

Sumando (4.12) y (4.13), tomando & <1 usando (4.14) y (4.15) tenemos

r l+o T o g1 2 2
IE ¢’sjE¢ju,+IVuI dxdt
S S Q

T 4.16
<CE(S)*? +C J E°§' J'Q N + |VulPy dxde. e
§ -k

Queremos eliminar el iltimo término de (4.16). Para hacer esto, construimos una funcion

EeC®@Q) talque £=1en Q- K; y &=0 fuerade w.



Multiplicamos la ecuacién (1.1) por &u e integramos sobre Q; luego multiplicamos esta expresion

por E%¢', e integramos sobre [S, T], e integrando por partes conseguimos

J‘STE%&' L—afua(x)u,dxdr

_ LTW [| utuy -y

_ E E°§ J.quuﬂdxdt - Ji: E°§ _[QéuAudxdt
__ _[;(GE"”E%' ) _[quuﬁdxd:

e '[;E%' ..-Qﬁu,zdxdt +[E°H J.Quutdx]g

_ JST E g J'quAudxdz:. (4.17)

=

Usando la Identidad de Green y V(u?) = (Vu) u + uVu tenemos

1= [ B [ vEu) . Vudvar

J 5 JO

= .STE“¢’ .Q{V(f)u Vu + EVu . Vuydxd
L o ke , 2

= | E° | {=V(&).V(?) + &|Vul"} dxdt
Js Jao 2

= ‘TE"¢’ [ {l(A’g')uz + §|Vu|2} dx.dt (4.18)
Js a2 :

Reemplazando (4.18) en (4.17) obtenemos

I:E“¢’ J’Q-gua(x)u,dxdt ot J;(GE""IE’ng +E° ") J.quu{dxdt
N _[;E%' _[levulz dxdt + E° ¢ J'Quu,dx}g

- JTEG¢'I {—I-(Af)uz + Eul} dxdt, (4.19)
s Q2

de donde
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IA

_[:E"qs' J'Q . . |Vul® .[STE%' IQ§|Vu|2 dxdt
|

r
J.S (CE°'E'g" + E°¢") Jgfuu,dxdt
T J' "oy _[ —Eua(x)u,dxds
A . ! (4.20)
toew [ 2 2 2
; L E°% J.Q{E(Acf)u + Eu?) ddt.
Desde que & es acotada, en forma similar a (4.9), obtenemos

l+o
<SCE™”. @4.21)

T
'J‘ (O_EJ—IEI¢I+EO'¢")J‘ fuu[dxdt
s Q

También, usando el hecho que & es acotada, similarmente a (4.10) conseguimos

*

_[Eggﬁ" IQuurdx]g OETE, (4.22)
Y, usando (4.21) y (4.22) en (4.20) obtenemos
_[TE"gﬁ’L \Vul? dxdt < CE(S)"° + C jT 79 [ (uf +u?) . 455
S _Kl S w ! ( " )

Ahora, para alimentar el dltimo término de (4.23), adaptaremos el método de Conrad y Rao

[1].

Sea ﬁecw(ﬂ;g“’) talque 0 < f <1, =1en wy =0 fuera de una vecindad de w.

Fijamos ¢ y consideramos z la solucion del problema eliptico:

Az = B(x)u en Q (4.24)
zlao =0 (4.25)

Multiplicando la ecuacion (4.24) por z, ingrando sobre () y usando la Identidad de Green, tenemos:
Lﬁ(x)uzdx = J (Az)zdx = — _" |Vzl? dx,
Q 0
de aqui, usando las desigualdades de Holder y Poincaré, obtenemos

Izliz =8 Llelz dc=-C J‘Qﬂ(x)u zdx < clul2 oy l2l 20y (4.26)



luego,
|2l2 < Clu!LZ(Q) ; (4.27)

Analogamente a (4.26) obtenemos

2 2
<c | Ivifax=-c | dx
|z|L Q| z|” dx Qﬂ(x)uz

< Clﬁule(Q)lzle(Q)

< c| ule(w)|Z|L2(Q), (4.28)

luego,
|zl2 < C|u|L2(W). (4.29)

Diferenciando con respecto a ¢ a la ecuacion (4.24) tenemos el problema

Az, = f(x)u, en Q (4.30)
AN (4.31)

Multiplicando (4.30) por z,, integrando sobre () y usando la Identidad de Green obtenemos
[ BGuzd= [ t2)zds =~ | |Vaf d,

de aqui, usando las desigualdades de Holder y Poincaré, obtenemos

|22 <€ IQ|V2112 dx=—C Jgﬁ(x)u, zids < el 2y |2l 2 @32)
luego,
szlff = Clutlff(g)' (4.33)
También
|2 <C J’Q]vz, Pax--c J'Q B(x)u,z,dx
< el pglad o) (4.34)
= Cl "flL"’(w) |Zf|L2(Q)
luego

|z| 2 < Clu] 2,y - (4.35)
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Por otro lado,
0 TEG dxdl
- ! = T
J-S ¢ jﬂz(u“ u + au,) dxdt
T
—[E°¢' J’Qzu,dx]g - IS (GEE"\$' + E°4") j zu,dxds
Q

T
- L E°¢' IQ(—zAu + azu, — z,u,)dxdt. (4.36)

Usando la Identidad de Green y el hecho que z es solucion de (4.24) - (4.25) obtenemos

J'STE%&' IQzAudxdr I;E“¢' JQ(Az)udxdt

-[:Eggﬁ’ IQ(ﬂ(x)u)udxdt

= JjE";ﬁ’ quzdxdt. (4.37)

Usando (4.37) en (4.36) tenemos #
T ; T
J' E"gﬁ’j WPdrds = j E°¢'I zhudxdt
A) w 5 Q
T
—[E°§ j zu,dx]l - f (GE'E°'¢' + E°4") _[ zu dxdt
0 s Q
T a

= JS E°¢ J.Q{azut — zu,)dxdt. (4.38)

Podemos observar que se verifica la siguiente desigualdad

T
[E°4' J'Qzu,dx]g " L (GE'E°™\§ + E°¢") J-Qzu,dxa’t <CE(S)'*°. (4.39)

Por otro lado, sea 77 > 0, usando (4.35) obtenemos

IA

T
_L E§Clz| 2 ] 2 at

T
J Eagé'j zu,dx dt
A Q

IA

F [egry)
L E ¢C|”1|L2(w)|”r |2
T T
ol & E“qﬁ'j 2 dedt + L J' E"¢'J’ u? dxdt
2n 48 w 2 JS Q
C

Vi i
g ot E"¢’I W2 dxdt + 1 j E°H\dr, (4.40)
2?] S w S

donde 1 sera tomado lo suficientemente pequefio.



También, tenemos

oo
< | E%
-[S' ¢

T
_[quﬁ'.l‘ zau,dx dt
§ Q

I zau,dx| dt
Q
T
< L E"¢’|z|ﬁ(n)laur’ﬁ dt
T a
< [ B¢ Cludpon w5
T 2 " go ;
<y J- E%¢ I u dxdt+C(J’)J & ¢’j -
s w . &
T o 2 T
% IS E ¢’I u“dxdt + C(y) .[s E° ¢ (—E")dlt

T T
s;/f E"¢'j uzdxdr—C(y)J' E°(E')dt,
S w N
donde ¥ serd tomado muy pequefio. Desde que

1

EEHTH
o+1

T
—I ECE'dt = -
5

= ——(E$) - E1)°*)
o+1

L (E@©)°Y
o+1

entonces (4.41) queda expresada por

T
<y _[S E°4 Iwuzdxdz +C() ES)Y

T
E°Y | zauaxas
L @ Qzau, x

Usando (4.39), (4.40) y (4.42) en (4.38), tenemos
T T 5F 2 C (T T 11 2
A-p) [GE°F [ u dxdzg;jSE ¢ | uidxdt
+CES)O 1+ g J'gEH%i’dt.

Tomando y <1, de (4.43) tenemos que existe C > 0 tal que V7 > 0 se verifica
T o g4 2 C 74 T 2
[GE°H [ u dxa’ts;ISE ¢ [ urdxdt

+CESYT +q j§E1+‘7¢’dt,

donde 77 es suficientemente pequeifio.

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)
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Reemplazando (4.44) en (4.23) conseguimos
T G 2
[s E°¢ IQ_Kllvul dxdt
C
<CEES)'Y +(C+ p ng%ﬁ' [ ufdsdt + ng“%'d:. (4:45)

Reemplazando (4.45) en (4.16) tenemos

T i CeteT -
a-mJg EVYoydi <CES'T +(C +~;) [ B¢ _[wurzdxdt

y tomando 77 <1 obtenemos

T l+or l+o T o, 2
[SE dt <CE(S) +CjSE ¢jwu,dxd:_

5. CULMINANDO LA PRUEBA DEL TEOREMA PRINCIPAL

Sea p:t — p(t) una funcion decreciente que va para cero cuando f va para el infinito. Posterior-

mente, eligiremos p.

Definamos la funcién g por

a(r,t):=a(r) si 2 <r<R-p(t)
a(r,t):=a(R—-p(1)) si r<R-p() (5.1
y la funcion ¢ en wx RT por
a(x,t):=a(lxl,n, vid= g. (5.2)

Lema 5.1 (Gagliardo-Niremberg) Si m > %, existe ¢ >0 tal que para cada e H™ (Q) vale

. 0 1-0 N
Wl ) < c|IV||Hm(Q) v ||L2(Q) con 0= (5.3)

Ahora, usando (2.3) y (2.4) es posible aplica (5.3) y deducir

2(1

26 B
il gy < bl g Wil ) < Gl lgmer m B OO 50

sED?

Sea p >0 tal que valga (2.9). Entonces, usando la desigualdad de Jensen y (5.4) estimaremos el
altimo de (4.7).



J§ E@7§ @), udx)a

- jgg(:)“(:)(ng 1 u? a(x, fydx)dt

(x,1)
st EWT ¢ Oui a?*' |, 5 la P pr1ar
T 4 ;l 2(p+1) A
s + +1
= [sE® (t)(jwax,t)pdx)P (Ju 7 atx,na)?ar
T i 1 2+l P
:J'SE(t)O'(f)(p+l)(¢'(t)PJw e dx)P+l(Iwut pa(x,t)dx)p+ldt
x,t
_1
<I E(t) ¢(r)“’+”(¢<:)f’ | dR) P!
Yoa(x, t)p
T -
( jwu, a(x, 1) dx) P+ u, (t)||£m(g)dt
T +oeD 63 TP ¢ gron® ! 7o
<Cp E@) @D @@ (g dx)P*
J’S L)ar(x,z‘)p

LB
(jwu?a(x,r)dx)f’“ dt.

Para simplificar notaciones, introducimos

1
dx)P .

s0)=¢'O(], "
a X,

Sea £ > 0. Aplicando la desigualdad de Young conseguimos la siguiente estimativa

ng(t)ngﬁ’( [ ufdx)dr

L0 p
<C, J'E:E(r) D gy D )P ([ uPax, r)dx)P”dt

L0y
2 ng(r) (P+1J¢(f)(P+U (e()( [, ui Za(x, t)dx)P“ dt

~

+1
ELP p+1
el ?

_pP _P_
<c, (ng(:)"(P””U“?) #(6)dry@D .(jgg(r) [ iatx, ydrd?]

e (T D+(1-6) 4 b4 T 2
L ﬁ J'S E(r)g(p+ JE( )¢ (H)dt + Cp, G)E -[S (1) -[wuf a(x, t)dxdt.

(5.3)

(5.6)

(5.7)
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o es definida tal que

o(p+)+(1-0)=0 +1, estoes o‘:gzi. (5.8)
p 2mp

De (4.7) y (5.7) podemos deducir: si & es suficientemente pequeilo, existe una constante positiva C tal

que

T ; T
fs EOC¢mdt<CEWS)° T +C [se® jwu?a(x, 1) dxdt. (5.9)
Ahora, eligiendo cuidadosamente p y ¢, estimaremos el Gltimo término de (5.9).

La elecciéon de la funcion p

Asumamos que ¢ es una funcién 2 céncava y estrictamente creciente tal que

#(t) >+ y ¢'(t) >0 cuando —> +o0. (5.10)

Lema 5.2 Si b satisface (2.9), entonces existe C >0 tal que

pr(t)__#__l dr + 7 Lokl B dr
IR a(r, t)P e [R_p(t)dt(r, 0P
R-p(t) 1 RN 1 y
1 ae)? fe- PGk - pe)?
R 1 R 1
= [2 d
rp(f) b(r)P ar+ '[R—P(t) b( p(t)P '

<o PO, PO
b(p)F  b(p(t)?

Usando (5.11) obtenemos la siguiente estimativa para g,

1

ety < p(-LO (5.12)
b(p()P

Desde que b es estrictamente creciente proximo 0, definimos p:
p(t):= b7 (g1). (513)

Observamos que p es decreciente, desde que b es creciente y ¢’ es decreciente. De la definicion

de o y(5.12) tenemos
i
()< Cph(n?. (5.14)

También, obtenemos



25 2 2
jwa(x,:)u,dx_ I§ <<k p(ny@ (5 i dx + I|x|>R_p(l)a(x,t)ufdx

< J’Qa(x)u}dx + j|x|> R ity 3R - (1) u? dx

—E'(2) + b(p(1)) E(t)
—E'(t) + ¢'(1) E(t). (5:15)

IA

1 1
De (5.9), usando (5.15), (5.14), p(1)? < p(S)? y el hecho que E decrece, tenemos

Jo EO° g oy

SO TS T 46 I‘ge(t)(fE’(t) + ¢'(O) E (1)) dt

1 .
<CESM? +C fSTp(S)P (=ENde +C Igp(t)p ¢'(t) E(S)dt

L 1
<CE(S)'7 +Cp(S)? {E(S) - EM) CES) [§ pO)? 0yt

! T

1 1
SCETT L CH8)E B(S)Y + CE(S) jS p(t)P §'(t)dt. (5.16)

La eleccion de la funciéon ¢

1
Aqui, mostraremos como definir ¢ de modo que f'w p(t)P ¢’ (t)dt sea finito.

Sea p'>1+p ydefina

wt)=+ jlt—ll—dr, Vi> 1.

1
e o
Entonces, ¥ es una funcién 2 convexa y estrictamente creciente, que satisface
pt) >+ y y'(t)= + —y +oo cuando ¢ — +oo,
dvg
Definamos
()= N, Vi=1. (5.18)

Entonces ¢ es una funcion c2 concava y estrictamente creciente, satisfaciendo

Pty >+ y @)= ;,1(—[) — 0 cuando # — +o. (5.19)

Asi ¢ tiene todas las propiedades que usamos para conseguir (4.7) y (5.16). Usando p(¢) = b7 (4(1))
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y haciendo un cambio de variables f = y(7), usando (5.19) y haciendo un otro cambio de variable

t = ¢(t), y usando p~! (ﬁ) = b‘l(b(%) =p1o b[__lp_'J — 7 obtenemos
& T

| pwrpwa fw[b*‘w'(r»]%')dr

[T @weyar

Il

+00 1 1
b (—)17d
j b N T

Il
2
L]

*‘p—'+1 p’
{M ? -1} ydesdeque ——+1<0
p

Estimativa dependiendo de ¢

Desde que w o¢ =1 entonces y'(¢(1))p'(¢) =1, y luego ¢'(¢) = = (é(!)) =b (¢(rl)”')’ de donde dedu-

cimos

1 - 1
b0y 40P o)

p(O) ="' (@) =b" o b(

Por otro lado, usando (5.20), obtenemos

i 7
| _[ o) ¢(6)dt = j _di
b S —
p)”
1 1-£ 7
= |- £[¢(f) ]S
P
1 =2 ool
=—— {40 "-4(S) *)
1 o iR
p
1 1_ﬂ ]ﬁ”_,
=——{#(S) "-¢(T) "}
£ -1
P
< p,] I{Qﬁ(S’)l_F} puesto que ¢ = wl>o0. (5.21)

P



Usando (5.20) y (5.21) en (5.16) tenemos

LT EW°Hg'()dt < CES)'*° + E(S) = E(S)—CP,T
#(S)” #(S)”
l+o c
< CE(S)''? + E(S) — (5.22)

O

Entonces aplicando el Lema 2.1 desde que (2.7) sucede con 0" = % —1>0, y deducimos que existe

una constante C dependiendo continuamente de £(1), tal que

L A

o'

so”  HO°

Vit =1.

(5.23)

Crecimiento de ¢

Estimar el crecimiento de ¢ es equivalente a acotar la funcion ¢“ i

Sea T, tal que b(—%

: )sl, V2T,
|

Si s <7 desde que b es creciente tenemos b(L) < b(%), Le. b(-lf) B b(—L,)'
P sP 5P P

Por otro lado, tenemos que: si p’ > 1 se verifica [+ (r 1)z < Pz para z>1y 7 21. En efecto,
basta probar que 1< (1 =z + ¢”)z. Si 721 entonces 77 —7>0 yasi|+c” —r>1; luego

multiplicando por z > 1 tenemos (1 - 7 + f-"')z >1.

Usando estas observaciones obtenemos

(@) =1+ fﬁdmuaijj‘rdss”(r_l)ﬁ

o T

fa—
[y

M) 529

Luego, haciendo ¢ = (esto es +, = =l (%) ) y usando (5.24) tenemos y(7) <t, de donde

tenemos ¢ <y~ (1) = ¢(1), esto es
1 1

W S;- (5.25)
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Asi, usando (5.25) en (5.23) obtenemos

1l
=
—_
— |.—-
N
= -

C i
E@) < -<—
)

L 5.26
$(0)? (626)

T

donde @ = 2i
m
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