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Resumen

Se estudia el proceso estocdstico formado en base a la solucién de una ecuacidn de
evolucién estocdstica. Se presenta el teorema de la eristencia de una medida invari-
ante en el espacio de Banach de valores de las variables aleatorias, seqiin se cumplan
un conjunto de hipdtesis en el proceso estocdstico mencionado. El problema de valor
inicial y frontera de la ecuacion de la placa de Von Karman con término aleatorio de
” Movimiento Broumiano” es un ejemplo donde se construye una medida invariante.

Palabras Clave: Movimiento Brouniano, medida invariante, ecuacién de Von Kar-
man estocdstica.

Abstract

We study the stochastic process shaped with the solution of a stochastic evolution
equation. We prove the theorem of the existence of a invariant measure in the Banach
space of the values of the random variables, satisfying suitables hypothesis in the men-
tioned stochastic process. The initial-boundary value problem for the von Karman plate
with random term of Broumian motion is a model where fo build a invariant measure.

Keywords: Brownian motion, measure invariant, equation the Von Karman stochas-

tic.

1. Introduccién

Estudiaremos la existencia de una medida invariante para una cierta clase de ecuaciones
de evolucién estocésticas, y especificamente para la ecuacién de Von Karman de la placa.

Las ecuaciones diferenciales deterministicas han sido estudiadas durante los tltimos sig-
los, sin embargo los efectos aleatorios estdn presentes en cada caso real, esto conduce a las
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ecuaciones diferenciales estocasticas, es decir ecuaciones diferenciales con procesos estocas-
ticos y que nos proporcionan métodos para desarrollar modelos més cercanos a la realidad.

Si se prueba la existencia de una medida invariante en un cierto problema y la condi-
cién inicial tiene distribucién de probabilidad igual a una medida invariante, entonces la
distribucién de probabilidad de la solucion es invariante en el tiempo.

2. Definiciones Preliminares

Definicién 2.1 Sea (Q,U,P) un espacio de probabilidad, es decir Q es un conjunto de
eventos elementales, U es una o- algebra de subconjuntos de Q, y P : U — [0, 1] es una
medida de probabilidad.

Un proceso estocdstico es una coleccion parametrizada de variables aleatorias {X (t) / t € I}
definidas en el mismo espacio de probabilidad (Q,U, P), tomando valores en R™.

Definicién 2.2 Una filtracion es una familia creciente de o— algebras de subconjuntos de
D15 :s€lteon K CFussi

Definicién 2.3 Un proceso {X () : t > 0}, se dice adaptado a la filtracidon F; si X (t) es
F:— medible para todo t > 0.(X (t) es F, — adaptado) .
Si X (+) es un proceso estocdstico, para cada ¢ fijo, tenemos la variable aleatoria

wr— X (tw), we
Por otro lado, para cada w € S fijo tenemos una trayectoria.

t—rz(t,w), tel

Definicién 2.4 Dado un espacio de probabilidad (90,U, P) diremos que el proceso (B (t)),s,
a valores en R™ es un movimiento Browniano estdndar respecto de la filtracion (Ft),, sobre
el espacio Q) si es F;— adaptado y satisface:

i) casi todas las trayectorias son continuas, es decir existe Qy C Q con P () = 1 tal

que para todo w € {1y
t — B(t,w)

es conlinua.

ii) (B (t));»q tiene incremento con distribucion normal: Yn € N y to < t1... < t, las
variables aleatorias B (t;) — B (to), ... B (tn) — B (ta—1) son independientes con

B(tis1) — B(t) » N (0, (tis1 — ;) id)

i) B (0) = 0.
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Observamos que como B (t) — B (s) es independiente de la o-algebra F,, entonces
E[B(t) 7] = B(s);
en efecto,

E[B(t)F] = E[(B({)—B(s))+B(s)|F
= E[B(@{t)—B(s)|F]+ E[B(s)| Fi
= E[B(t)—B(s)]+ B(s)
= B(s)
Dado un proceso X, consideramos la evolucién del mismo hasta un cierto tiempo aleatorio
(tiempo de parada). Es importante observar que la decisién de parar, debe depender sélo de

la informacién disponible hasta ese momento y no del futuro. O equivalemente si 7 : @ — R*
es el tiempo de parada, el proceso y (t) := X (¢t A 7) debe ser un nuevo proceso F;-adapatado.

Definicién 2.5 Una variable aleatoria 7 : @ — R se dice tiempo de parada si {T < t}; es
decir {w € Q / 7 (w) < t} es Fi-medible para todo t > 0.

A continuacion el siguiente teorema menciona algunas propiedades del movimiento Brow-
niano. Cuya demostracién se puede encontrar en [4])

Teorema 2.1 Sea B (-) un movimiento Browniano unidimensional definido en (Q,U,P),
entonces:

1. Regularidad. Para todo 0 < v < -5— existe un conjunto £y, P () = 1 tal que para todo
w € Qo y para todo T > 0 la funcién B (-,w) es uniformemente Holder v en [0,T).

2. No diferenciabilidad Para todo % < v <1y casi todo w € Q la funcién B (-,w) no
es Holder v en ningin punto. En particular para casi todo w € Q la funcion B (-,w)
no es derivable en ningin punto y no es de variacion acotada en ningun intervalo.

3. Variacién Cuadridtica. Sea 0 < a < b supongamos que
PP =g =<l <ol t® =p}
son particiones de |a,b] tales que |P™| — 0 cuando n — oo. Entonces

mn—1

Y [B(t,) -B@)) —b—a
k=0

en L% ()

4. Rescale. Los procesos 1B (a’t) y 1B (3) son movimientos Brownianos.
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3. Existencia de medida invariante

Sea {Q, F, F:,P} una base estocéstica, es decir P es una medida de probabilidad sobre
el o-algebra F, {F;} es una filtracién continua sobre F , Q es un conjunto de eventos
elementales. E (-) denota la esperanza con respecto a P; supongamos que X (,s;2), 0 <t <
s < 0o es una ruta, solucién tnica de una cierta ecuacién de evolucién estocastica tal que
X (s,8;2) = z. En [5] se plantean las siguientes hipdtesis a partir de las cuales se probari la
existencia de una medida invariante para algunas ecuaciones de evolucién estocésticas.

(I) Sea = un espacio de Banach separable.

X(y82) : Rt — E
t — X582

es un proceso continuo y adaptado a {ft}:za para todo z € E.

Definimos la funcién
P(s, 2, ,T) =P 8,42)el), TeBE) O£t <0, HEE,
donde B (Z) es o—algebra de Borel de Z. Asumimos:’

(I} P(-,+;-,-) es una funcién de probabilidad de transicién homogénea en el tiempo, es
decir satisface:

i) P (s, z;t,-) es una medida de probabilidad sobre {Z,B(=)} para todo z € E y
0<s<t<0o0.

i) P(s,z;t,T) es B(E) —medible para todo0 < s<t< ooy I' € B(E)
iii) paratodo0<s<t<é<ooyIl € B(E)

P (s, %E,T) —[P(s,z;t,dy)P(t,y;g,r),

iv) P(s,5t,-) =P(s+h,;t+h,)paratodo0<s<t<ocoyh>0
(II11) Existe un z € = tal que
E (|| X (t,0;2)||z) £ M paratodot >0
y para alguna constante positiva M s

(IV) Existe un espacio de Banach T tal que = C T, la inmersién = — T es continua, y
cada bola cerrada de radio finito en = es un subconjuto compacto de T. Ademds para
cada funcién continua acotada 1) sobre Z, existe una sucesion de funciones continuas
{1, )32, sobre Y tal que 1, es uniformemente acotada en k y

Limi, (y) = (y) paracada y €=
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(V) Para cada 0 < ¢ < oo fijo, y cada bola cerrada fija S de radio finito en , si {2.}2°, es
una sucesién en S tal que
m—rzenl

entonces
E(¢(X (1,0524))) = E (¢ (X (¢,0;2)))
para cada funcién continua acotada ¢ sobre T.

Teorema 3.1. Bajo las hipotesis (I) — (V) existe una medida invariante para el proceso
X (), es decir, existe una medida de probabilidad p sobre = tal que

[E@x o ua) - [v0)n@w) 1)

pare todo t > 0 y para cada funcidn continua acotada 1) sobre =

Prueba.
Elegimos z € E y definimos la medida jp; para todo T > 0 por

T
pr () = 7 fo P(X (1,0;2) € T)dt (3.2)

y para cada I' € B (2).

De la hipétesis (1) :
Para cada funcién continua y acotada ¢ sobre =, E (¢ (X (¢,0;2))) es continua en . Sea
I' C E, T cerrado. Entonces existe una sucesion de funciones continuas acotadas no negativas
{®x}e, sobre = decrecientes tal que ¢, (y) — Ar (y) cuando k£ — oo, Vy € E.

De donde

E (¢ (X (2,0;2))) — E (A0 (X (8,0;2)))

con k — ooVt > 0.

Aqui P (X (-,0;2) € I') es B([0, 0o]) —medible.

Sea

S={rcZ/P(X(-0;2) €T) es un B([0, o0]) — medible}
S incluye todos los subconjuntos cerrados de = y ademés B (Z) C S.
Procedemos a definir
fir (T) = pr (T NE) (3.3)

para cada I' € B(Y).

Como la inmersién Z — T es continua 'NZE es un subconjunto de Borel de =, VI" € B(T).

fip es bien definida y es una medida de probabilidad sobre {1, B (T)}.
Por la hipétesis (I11) : Ve > 0, dr. > 0 tal que

P(|X (t,0;2)|[|z<r)>1—¢, Vt20 (3.4)
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De la hipétesis (IV) : Como Sy, = {y €=/ |yllz < 7:} es compacto de T, existe una
sucesién {fir, },., v una medida de probabilidad /i sobre {T,B ()} tal que LimT = oo y

‘/‘é(y)ﬁzk(dy)—+‘/‘¢(y)ﬁ(dy) cuando k — 0o (3.5)
T T

para cada funcién continua y acotada ¢ sobre Y.
Como S,, es un subconjunto cerrado de T, entonces

]— i S .{lfm Supﬂ'Tk (S"'s) S )a (S"'E)

Como £ > 0 es arbitrario y cada subconjunto de Borel de = es también subconjunto de
Borel de T, 1 (Z) = 1, y la restriccién de i a B(E), denotado como u es una medida de
probabilidad sobre {=, B(Z)}. Esta es la medida sobre = que verifica la ecuacién (3.1) del
enunciado del teorema.

Elegimos una funcién ¢ : T — R continua y acotada. Dado & > 0 3r > 0 tal que

fir, (5¢) = pr, (S7) >1—¢€, Vb > 1.
Fijamos t > 0 y sea

FO) =BG 000) = [POY:tdu)sw).

Por la hipétesis (V), f (y) es continua sobre S,, con respecto a la norma de Y. Como S,
es un subconjunto cerrado de T, podemos extender f a f de T con la misma cota tal que

fW)=F@svVyeSs.
Tenemos que:

/ f ) g, (dy) f ) i ()
+ f i, (dy) f P(0,y : ¢, dw) ¢ (w) a6
luego
‘[grﬁTk(dy)LP(O’y:t,d’w)gb('u))

—/;ﬁTk (dy)[:P(O,y:t,dw)cﬁ(w) < Me (3.7

donde M > 0 tal que |¢ (y)| < M, Vy e T.
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De la hipétesis (/1)

fsﬁm (dy)[EP(O,y:t,dw)dJ(w)

= %/:k (fEP(O,z:s,dy)/;P(U,y:t,dw)gb(’w)) ds
= i/Tk (/P(U,z:s+t,dy)¢(y))ds
=7 /Tw (fP (0,2: n,dy)cﬁ(y)) dn

Tenemos
pinl2 [ ([P Oz imansw) in= [ o, (@) )] =0,
/ per, (dy) & (y f i, (dy) 6 (y)
y Lim [ i (@9)00) = [ 580 = [ n@) o)
Luego e

tim [ F @), @) - [ F @,
‘/f(y)ﬁ(dy)—/ f(y)u(dy)‘<M6
T s
fs £ () (dy) = f 1 (dy) E (6 (X (t,0;)))

< Me

/; 1 (dy) E (6 (X (8,0:9))) - f w(dy) B (6 (X (t,0;3)))

Se sigue de (3,13) y (3,6) que:

< 4Me.

U: p(dy) E(o (X (2,0,9)) — /: u(dy) ¢ (y)

Como £ > 0 es arbitrario, tenemos

[rn BGe o) - / 1 (dy) 6 ()

(3.8)

(3.9)

(3.10)
(3.11)
(3.12)

(3.13)

para toda funcién continua acotada ¢ sobre T, para cada ¢ > 0. Elegimos cualquier funcién

continua acotada 1 sobre = y sea {1, };-., una sucesién en la hipétesis (IV).
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Entonces, para cada k > 1, tenemos

[ n@) BE@ 0 = [ 5@

haciendo tender k& — oo, tenemos

[r@E@x o) - [n@sw

esto completa la prueba. m

El resultado de este teorema, se aplica a cierta clase de ecuaciones de evolucién estocésti-
cas, en particular a la ecuacién de la placa de Von Karman estocéstica, también se aplica
a la ecuacién de la onda en dimensiéon uno con una condicién de frontera en términos del
movimiento Browniano. (Ver [6]).

En lo que sigue se estudia la ecuacién de la placa de Von Karman, como un tipico ejemplo
donde se contruye una medida invariante.

4. La Ecuacidon de Von Karman Estocastica

Consideremos el problema de valor inicial y frontera para la ecuacién de la placa de Von
Karman con término estocédstico.

B
ug + A?u—[u,v] = %? en (0,7)xG (4.1)
A’v+([u,u] = 0 en (0,7) x G (4.2)
i = %MO,U-%—Osobm [0,T] x G (4.3)
W' = ey w=uw(r), ent=0 (4.4)

donde g € L? (G), G es un dominio acotado en R? con frontera regular G, A? es el operador
biarménico, B es un movimiento Browniano que es un proceso estocastico, y el corchete es
definido por

[1, 2] = UzaVyy + Vaalhyy — 2zyVay

Observacién 4.1. Consideremos una base ortonormal completa {¢; };-, para L* (G) donde
cada ¢, es una autofuncién de
A2¢k = Akék en G

Oy,
= —% =0 sobre 0G
qbk an
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Definimos el operador G sobre H~*(G) por
o0 1 (o] B
Gh = kZ: /Tkakqﬁk para h = Zakqék € H*(G).
=1 k=1
Se tiene que G es la inversa de A? con las condiciones de frontera

= g% =0 sobre 0G.

Se tiene que para todo f, g € L? (G) :

(f,G9)] < ”f”a—?(cn "9”342(6)
(f,G9) = ”f“?q—i'(a)?

|G [f, Qlllwzsoo(a) sc ||f"H~2(G) ”9”1172(@)
4,1. Teorema de Existencia de la Ecuacion de Von Karman es-
tocastica

Tenemos que B es un movimento Browniano sobre la base estocéstica {Q, 7,7, P} donde
P es una medida sobre el o-algebra F, {F;} es una filtracién continua por la derecha sobre
F. E(-) denota la esperanza con respecto a P. Cuando V es un espacio de Banach B (V)
denota el conjunto de todos los subconjuntos de Borel de V' y una funcién h : @ — V se dice
F- medible si h~! (O) € F,VO € B(V). Para 1 < p < o0, L¥ (Q; V) denota el conjunto de
todas la funciones h : § — V medible fuertemente respecto a F tal que

[ 1nl dp < oo 43)

Teorema 4.1 Para todo t > 0 y (ug,u;) € Hi (G) x L* (Q), existe una inica solucién u de
(4,1) — (4,4) tal que (u,ut) es adaptado a {Fi} y

(u,ue) € L* (;C[0,T); HE (G) x L*(G)) (4.6)

aqui u satisface ( 4.1) en el sentido siguiente:
Para casi todo w € ) vale que:

(ue (t2) ) — (e (£1) , ) + /t " (A, A dt

+/2m£Wmmmﬂ=j”mwMB (47

ty i1

para todo v € H2(G), 0 <t <ty <T y G es el inverso del operador A*.
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Prueba. Ver [5].
Para la prueba de este teorema se usan resultados previos de [1], [2], [3] =

Observacién 4.2. Cada (u, u:) es adaptado a {F;}. Podemos deducir que:

E (osgltlgT (”ut (t)”?ﬁ(c) + || Au (t)”i?(G) + [|Av (t)”iﬂ(a))) < ko

para alguna constante ko, para todo 7' > 0 donde v = G [u, u]. (Ver [5])

Para la prueba de unicidad de la solucién suponemos que (i, 1) es otra solucién de
(4,1) — (4,4) en L? (2 C ([0, T]; HE (G) x I2(G)).

Entonces u — % satisface

Uge — Uy + A? (u — ’&) + [U,g{u: ’LL” i [ﬁ,g [ﬁ: ﬁ” =0
para casi todo w € Q2. Como (u,w) y (@, %) pertenecen a
C ([0, 7); HE (G) x L* (G))

para casi todo w, podemos aplicar el mismo argumento como el caso deterministico para
concluir que u = @ para casi todo w € .
Fijamos A tal que 0 < A < min(1, A;) donde A, es el primer autovalor en la observacién

4.1.
Definimos

Q) = [lue (t)”in(c) +[|Au (i)”iz(c;) +[|Av (t)“i?(a) + A ue (1), u(t)

entonces F (Q (t)) < Cy para alguna constante Cyy. Ver [5]. De aqui se deduce que
E (IIX(t, O;Z)IIHz(G)XLZ(G)) <M, Yt>0

y para alguna constante M > 0.
Tomamos cualquier s > 0 como el tiempo inicial y { = ({p,{;) como el valor inicial para
el problema de Cauchy ( 4.1 ) - (4.4 ) con valores de ¢ en HZ (G) x L* (G) y Fs-medible tal

que
(el (BHZ(G)XxL*(Q) v Gllo G € L (B HF(G@)).

Escribimos X (¢, s;¢) = (u(t),u (t)) donde u es la solucién de ( 4.1) - ( 4.3) parat > s

satisfaciendo (u (8),w (s)) = C.
Entonces para T > s

X (-8;¢) € L* (0, C ([s, T]; H3 (G) x L*(G))) ,

es decir
2
L ”X("3;C)"G([S,T]:H(?(G)XI,?(G)) dP < oo
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entonces

» - 2
51X 65 Olgcperny P < o0
Por otra parte para

0 < s<tzeHI(G)x L*(Q)
y T € B(H; (G)x L*(G)),

definimos
Pifa, 2:4,T) = P(X{t, 572 e 1)

Lema 4.1 Elegimos cualquier funcién continua acotada
v H(G)xL*(G)—R, t>s>0,
entonces

E @ (X (t,52)) = [

P (s,2;t,dy) ¥ (y)
HY(C)xL2(G) ‘

es continua en z € HE (G) x L*(G).

Prueba. Ver [5] m

Observacién 4.3. Sea E=H{ (G) x L*(G), el lema anterior implica P (s, -;t,T) es B (Z)-
medible para0 < s <t < ooy I' € B(Z).

Lema 4.2 X (-) tiene la propiedad de Markov, y la funcidn de transicién probabilistica es

homogénea en el tiempo.
Prueba. Ver [5| =

Lema 4.3 Sea S; = {y € HE(G) x L*(G) / Iyl a2eyx 226y < L}, y sea {z,} una suce-
sién en Sy, tal que z, — z en H} (G) x H'(G). Si ¢ es cualquier funcién continua acotada
en H (G) x H™1(G), entonces para todo t >0 :

E(¢(X (£,0,20))) = E(¢(X (8,0;2)))
Prueba. Ver [5]. =

Lema 4.4 Sea v una funcidn continua acotada sobre . Entonces existe una sucesion {¢,}
de funciones continuas sobre H} (G) x H'(G) acotadas uniformemente en k y ademds

U (¥) = ¥ (y) cuando k — oo

para cada y € HE (G) x L? (G).
Prueba. Ver [5] =
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Teorema 4.2 Eziste una medida invariante sobre H: (G) x L? (G) para el problema ( 4.1)
-(4.4).
Prueba.

En efecto: Sea = = HE (G)x L* (G)y T = H} (G)x H' (G) . Se tiene que T es un espacio
de Banach y que = C T y ademds la inmersién = — T es continua. Las hipétesis (1) — (V)
de la seccién 3 se cumple por los lemas anteriores con lo cual se prueba este teorema.

[ |

Observacién 4.4 . Algunos resultados generales sobre medidas invariantes en ecuaciones
de evolucién estocésticas son presentadas en [1] y [2] , las cuales pueden cubrir una amplia
clase de ecuaciones de evolucién incluyendo la ecuacién de onda.

En [6] tenemos el problema de la ecuacién de onda unidimensional con condicién aleatoria
en la frontera:

Up = QUgz—bu,, a>0,b>0 (z,¢t) € (0,L) x (0,T) (4.8)
4 (0,5) = Cff_f’ u(L,t)=0 te(0,T) (4.9)
u(z,0) = uo(z), w(z,0)=wui(z), z€(0,L) (4.10)

donde B es un "movimiento Browniano”.

Se considera el operador A = —% en L2 (0, L), con dominio

D(A) ={p e H*(0,L) / ¢.(0) =0, (L) = 0}

y sean {\c} e, » {¥x}re; sucesiones de todos los autovalores y las correspondientes autofun-
ciones normalizadas para (A, D (A))

1e.
A(,Ok:)\k(pk, 0<:L'<L

3

dipy,
—(0) = L)y=0
2% (0) =0, 4(L)

se define para ¢ € R

- {1 =S mon) St < ol
k=1 k=1

el cual es un espacio de Hilbert con un obvio producto interno. En [6] se prueba que existe
una medida invariante para ( 4.8) ,( 4.10 ) sobre

{L*(0,L) x HY, B(L*(0,L) x H; ")}
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5. Conclusiéon

Dado el problema de valor inicial y frontera para la ecuacién de la placa de Von-Karman,
como es formulado en (4.1 ) - (4.4 ) ; si u es la solucién respectiva, y definimos el proceso
estocdstico X (¢, s;¢) = (u,u), se puede construir una medida invariante u en el espacio
HE(G) x L*(G) tal que se verifica la ecuacién (3.1) del teorema 3.1. Con una medida in-
variante, si la distribucién de la condicién inicial tiene distribucién de probabilidad igual a
una medida invariante, entonces la distribucién de probabilidad de la solucién es invariante
en el tiempo.
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