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Resumen

En este trabajo consideramos la ecuacién de Fucik en Q=< 0,7 > con condiciones
de frontera Sturm-Liouville. Obtenemos su espectro de Fucik, asi como la descripcidn
completa y las propiedades de las curvas contenidas en él.

Palabras Clave: Feuacidn de Fuéik, Condiciones de j.‘rontem tipo Sturm-Liouville,
Espectro de Fucik.

Abstract

In this article, we consider the Fuéik equation in =< 0,7 > with Sturm-Liouville
boundary conditions. We obtain ils Fuéik spectrum also the complele description and

properties of the curves on it.

Keywords: Fucik equation, Sturm-Liouville boundary conditions, Fuéik Spectrum.

1. Introduccién

La ecuacién diferencial
w” = —ptwt + N~
donde w* = méx {w,0} y w~ = méx {—w, 0} , es llamada la ecuacién de Fuéik.
Consideramos el siguiente problema de valor frontera Sturm-Liouville

w” = —pwt + Nw—,
w(0) cosax —w'(0)sencx =0, (1.1)
w(n)cos B —w'(m)senB =0,

donde 2
Dﬁaﬁaﬁﬁﬁﬂ-
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En el presente trabajo hallaremos el Espectro de Fuéik de este problema, es decir, hallare-
mos el conjunto de pares (A, ) para los cuales el problema (1.1) tiene soluciones no triviales.

En Tugik [2] y Rojas [3] se hace un estudio del espectro de Fugik para el caso o = 0 y
3 = m, es decir para el problema tipo Dirichlet:

{ w” = —pPwt 4+ Nw—,

w(0) ='wlr) B (1.2)

obteniendo que éste consta de curvas separadas. Mds exactamente, se prueba que (A, )
estd en el espectro de Fucik de (1.2) si y sélo si se cumple una de las siguientes condiciones:

= u=1 , X arbitrario ,

= 4 arbitrario , A=1 ,
mu>1,A>1, §+§=1, ke N,
mp>1,A>1, Byt kelN,
k| k+l
= u>1,A>1, E“L%:l’ ke N . .
Estas curvas también pueden escribirse como:
ey =1,
FO_: Azl,
K o
Fiiy: iy, mels
+1 k
Fﬁ: T+X=l,
. ko k+1
Fﬂk: ;‘l’“ A :1 5 Vk'G]N,

donde el subindice indica el nimero de ceros de las respectivas soluciones no triviales w de
(1.2) en el intervalo < 0,7 > y el signo + 6 — indica si w’(0) >0 6 w’(0) < 0, respectiva-
mente.

Nuestro estudio para el caso general
3

0<a< 3 s o=,
estd basado en la reduccién del problema (1.1) a otro de primer orden introduciendo coor-
denadas polares.
La parte restante del trabajo estd organizada como sigue: en la seccién 2 enunciamos y
probamos nuestros principales resultados. En las secciones 3 y 4 obtenemos las expresiones
analfticas y las propiedades de las diferentes ramas del espectro de Fuéik del problema (1.1).
Finalmente, en la secciéon 5 presentamos dos casos especificos del problema en estudio.
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2. Coordenadas Polares y Principales Resultados
Tenemos como centro de nuestro estudio la ecuacién diferencial
w” = —pPut + Nuw~ . (2.1)
Introducimos las coordenadas polares

w = pseny (2.2)

w' = pcosy (2.3)

donde p(t) es la distancia de un punto (w(t),w’(t)) al origen y ¢(t) es el dngulo entre el
vector (w(t), w'(t)) y el eje vertical.

Asf , la funcién f(w) = —p?w?t + Aw™~ en coordenadas polares se escribe como
2
) —upsenyp , senp >0,
flo,p) = { Ny .. EEED, (2.4)

y tenemos la siguiente proposicién

Proposicién 2.1 Para las soluciones de la ecuacion (2.1) con condiciones iniciales p(0) =
wo y p(0) = po , el dngulo p(t) cambia al valor o(T) = ¢ en el tiempo T, para cualquier
po>0.

Prueba.- Derivando (2.2) respecto a t, obtenemos
w' = p'seny + pp'cosp
y usando (2.3) tenemos

p'senp + pp’cosp = pcosp (2.5)

Ahora derivamos (2.3) respecto a t y obtenemos

w” = p'cosp — pp'senp
Usando (2.1) llegamos a -
p'cosp — pp'senp = f(p, ) (2.6)

Asf , en lugar de la ecuacién (2.1) llegamos al sistema formado por las ecuaciones (2.5) y
(2.6)
{ p'seng + pp'cosyp = pcosy @7)
p'cosp — pp'senp = f(p, ) '

El cual nos conduce al sistema

p' = psenpcosp + f(p,¢) cosp
@' =—2f(p,p)senp +cos’ p
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Y usando (2.4) , tenemos

A o) 2
oL _ ) misen“p+tcosp , senp >0
P =Fig) { Asen?p +cos’p , senp <0 (2.8)

Como puede verse en (2.8) , la funcién ¢(t) es creciente pues ¢’ > 0, y la derivada de ¢(z)
es independiente de p(t) . O

De esta manera, nuestro problema en estudio se convierte en

i = prsen®p +cos?p , senp >0
Msen®p +cos’p |, senp <0
0(0) =, o(r) =
donde o g
0<a<Z<p<n

La interpretacion geométrica de este problema es : hallar la curva integral que empieza en
la recta p(0) =a y terminaen ¢(r) = .
A continuacién presentamos los resultados que nos permiten resolver este problema .

Proposicién 2.2 La solucién del problema

{ o' =k?sen*p +cosly , k>0
(,O(t{]) = {PD.J

siendo 0 <o < p £ 7, es dada por

1 1 |
% arctan (k tan @) — % arctan (ktanyg) =t — to

Prueba.- De la ecuacion, tenemos

g0 dt

k2 sen?y + cos?

Ahora, integramos y llegamos a

t
= whkitanip+1 & k:temgo

to wo k2 sen?p + cos?

¥

® dy _ /ﬁo sectp dyp 1 d(k tan cp

es decir

1 1 1
f—1tp = T arctan (ktanp) |7 = % arctan (k tan ) — % arctan (ktanyg) .0
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Proposicién 2.3 La solucion del problema

{ o' =k¥senfp+cos’y ,k>0
99(‘50) = 0,
siendo 0 < o < 3 <@ <7 , es dada por

1 1
— arctan (ktan ) + % — —arctan (k tanyg) =t — {p

k k
Prueba.- Por hipétesis 7 €< o, >. Entonces la integral de la derecha en
t P
j dt = dp
to wo k2 sen?p + cos? v

es igual a la suma de dos integrales:
1 ¢ d(ktany)
k Joo (ktanep)? + 1

3 f’a-' d(k tan ) " fﬂ d(k tan )
k| Jpo (ktanp)2+1  Jg (ktanp)? +1
L[, i d(ktaney) . (¢ d(ktany)
- | S of TN | Pl e f
{611210 ./W (ktany)? +1 ¥ 521§0/’2—'+52 (ktan)? +1

3
k
1
k

t—1ty =

€1

{ lim [arctan (k tan(g — €1)) —arctan (ktanpg)] +
— e11’m0 [arctan (k tan @) — arctan (k tan(g +€))] }
2~ .

1
Tk { g — arctan (k tan o) + arctan (k tan @) + g }

1
= % arctan (k tan ) + 1;— =i arctan (ktanyg) .Q

Proposicién 2.4 Sea el problema

, | ulsenp +cosp , semp >0,

Y 7 Msenotcostp , semp <0,
@(to) = o
Sioant<po<@<I+2m o FH2m<p<9<m+2nr,n=012,..., entonces

la solucidn satisface
1
i arctan (u tanyp) — m arctan (ptangy) =t — tp

Si2nt<pp<i+2mr<p<m+2nr,n=0,1,2..., entonces la solucion satisface

1 "
— arctan (i tan @) + ol arctan (utangg) =t —to
P ,
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Prueba.- Por hipétesis, 2nm < ¢p < ¢ <7 +2nm y porello senp > 0 . Luego, en este
intervalo de valores de ¢ , el problema se reduce a

@' = p?sen®p + cos? p,
p(to) = ¢o .

Usando las proposiciones 2.2 y 2.3 obtenemos el resultado .

Proposicién 2.5 Sea el problema

Msenlp +cos?p , semp <0

{ o p2sen’p +cosp , semp >0
©(to) = wo.

Sim4+2nr L < < 37”+2n7r 0 37“+2n7rggog Sp<2r+2nt,n=012...,
entonces la solucion satisface

1 1
3 arctan () tan @) — 3 arctan (Atanyg) =t — &g

Sim+2nm <o < ¥ 42nr <p <2r+2nm, n=0,1,2,..., entonces la solucién satisface

i1 1
3 arctan (A tan ) + ; —3 arctan (A tanyg) =t — o

Prueba.- De la hipétesis, 7 + 2nm < o < p <27+ 2nw y de ahf que seny < 0 . Luego,
en este intervalo de valores de ¢ , el problema se reduce a

@' = A senp + cos? ©,
©(to) = o .-

Nuevamente, usando las proposiciones 2.2 y 2.3 obtenemos el resultado .

3. Espectro de Fucik para el problema de valor frontera
Sturm-Liouville
En esta seccién obtendremos el Espectro de Fucik para el problema
w” = —ptwt + Nw—,
w(0) cosa — w'(0)sena = 0, (3.1)
w(r)cosB—w'(r)senf=0, 0<a<IZ<AB<T.

Denotamos con Fi y Fy, k =0,1,2,. .., las diferentes ramas del espectro, donde el subindice
indica el nimero exacto de ceros que tiene las respectivas soluciones no triviales w(t) en el
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intervalo < 0,7 > y el signo indica si w’(0) >0 6 w'(0) <0
Hallaremos el espectro de (3.1) resolviendo la ecuacién

2sen? 2p, si >0
‘P':{ o w4+ cos® @, si senp > (3.2)

A sen?p + cos? g, si senp < 0,

con las condiciones de frontera ¢(0) = o, (7)) = 3.
En primer lugar, obtendremos las ecuaciones de las ramas Fy, Fy , Fit, Fy, Fyt y Fy . Luego,
generalizamos el estudio obteniendo férmulas para las ramas Fyf y Fy, Vk € IN.

3.1. Larama Fy

Esta rama del espectro de (3.1) estd formada por todos los puntos (A, i) que dan lugar
a soluciones w(t) del problema (3.1) tales que w(t) > 0, Vt €< 0,7 >.
Por las condiciones de frontera, la recta asociada a estas soluciones gira en el plano de fase
un angulo igual a # — « en el tiempo T = 7, y para cualquier ¢ en este intervalo de tiempo
tenemos que seny = 0.
Entonces, el problema (3.2) con las condiciones de frontera se reduce al problema

@' = p?senp + cos? @,
»(0) =a,
p(m) = 0.

y usando la proposicién 2.4 , tenemos que

1 Kerl
— arctan (p tan3) + — — — arctan (utana) = . (3.3)
[ B

Asi, la rama F} consiste en todos los puntos (A, 1) que resuelven la ecuacién (3.3).

3.2. Larama Iy

Esta rama del espectro estd formada por todos los puntos (A, i) que dan lugar a soluciones
w(t) del problema (3.1) que satisfacen w(t) <0, ¥t €< 0,7 >.
Para estas soluciones, la recta asociada a ellas en el plano de fase gira un éngulo igual a
B —cen el tiempo T = 7 , y para todo ¢ en este intervalo de tiempo se tiene que senp < 0.
Entonces, el problema (3.2) con las condiciones de frontera se reduce al problema

@' = Asen’p + cos? o,
p(0) =a+m,
p(r) =B+

De aqui, usando la proposicién 2.5, tenemos que

%arctan (Man (B +m)) + ; g %arctan (Atan(a+m)) =,
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o lo que es igual a

1 1
% arctan (Atan ) + ; 3 arctan (Atana) = 7. (3.4)

Asi, la rama F; consiste en todos los puntos (A, 1) que resuelven la ecuacién (3.4).

3:3. . La rama F}

Esta rama estd formada por todos los puntos (A, 1) que dan lugar a soluciones w(t) del
problema (3.1), las cuales tienen exactamente un cero en el intervalo < 0,7 > y satisfacen
w'(0) > 0.

En este caso, la recta asociada a tales soluciones gira en el plano de fase un dngulo igual
a T+ 8 —aen el tiempo T = «. El intervalo [0,7] es descompuesto en dos intervalos
Jr, :=[0,Th] y Jn, := [T1,7], donde Ty := ® — T1. La recta en el plano de fase gira en el
tiempo T desde el dngulo « hasta 7, y en consecuencia seng > 0. Para el resto del tiempo
Ty, la recta en el plano de fase gira desde el dngulo 7 hasta = + 3, y para los respectivos
valores de t se tiene que senp < 0.

En el intervalo Jp, el problema (3.2) se reduce al problemar

gt = ué sen’p + cos® ¢,
0(0) =a,
W(Tl) =T,

y en el intervalo Jr, se reduce a

@' = Asen?p +cos? @,
(p(T1)=1T,
o(r)=8+r.

Usando las proposiciones 2.4 y 2.5, obtenemos que

1 T 1
T, = —arctan (utanm) + — — —arctan (p tan o
1 ﬂ (1 ) b asdi ( )

£ e L
Ty =—— E arctan (ptana),
Y 1 T 1
m =T} = 5 arctan (Atan (B +m)) + 3~ 3 arctan (Atanm),
0

1 i
Ty = 1 arctan (Atan §) + 1

Introduciendo la notacién vy = © — 3, tenemos

y % - %arctan (Atan~y),
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y como T} + T2 = w, llegamos a la relacién

[% - %arctan (utan )] + [; = %arctan()\ tany)] =m. (3.5)

De este modo, la rama F}" consiste en todos los puntos (A, i) que satisfacen la ecuacién
(3.5).

3.4. La rama 7

Esta rama la forman todos los puntos (A, 1) que dan lugar a soluciones w(t) del problema
(3.1), las cuales tienen exactamente un cero en el intervalo < 0,7 >, y satisfacen w'(0) < 0.
La respectiva recta en el plano de fase gira un dngulo igual a 7 + 3 — a en el tiempo T = 7.
El intervalo [0, 7] se descompone en los intervalos Jp, := [0,T1] y Jr, := [T1, 7], donde
T, := 7 —Ti. En el tiempo T7, la respectiva recta en el plano de fase gira desde el dngulo
7+ « hasta 27, y para ¢t € Jr, se tiene que seny < 0. En el tiempo restante T3 la recta gira
desde el dngulo 27 a 27 + 3, y para t € Jp, tenemos que seng > 0.

En el intervalo Jr, , el problema (3.2) se reduce a la ecuacién

©' = M sen?p + cos? p,
) =71+a
QC?(Tl) =27

De la cual, usando la proposicién 2.3 obtenemos que

1
% arctan (A tan2m) + % 3 arctan (Atan (7 + )) =T;

T 1
3T arctan (Atana) =T}

En el intervalo Jp, , el problema (3.2) se reduce a

@' = pu?sen’p + cos?
o(Ty) =27
o(r)=2r+p

Usando la proposicién 2.4, obtenemos que

1
r—T = A arctan ptan (27 + 8) + E e arctan (ptan 2m),
I

1
T = T _ ~arctan (ntanvy)
T

donde v =7 — (3. Y como T + T, = m, tenemos la siguiente relacién

[; - %arctan()\ tan o) + [E = i—arctan (ptanvy)] ==. (3.6)

Asi, la rama Fy~ del espectro de (3.1) consiste de todos los puntos (A, 1) que satisfacen la
ecuacion (3.6).
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3.5. La rama F;

Esta rama estd formada por todos los puntos (A, ) que dan lugar a soluciones w(t) del
problema (3.1), las cuales tienen exactamente dos ceros en el intervalo < 0,7 > y satisfacen
w'(0) > 0.

La linea recta asociada a tales soluciones, gira en el plano de fase un 4ngulo igual a2n+ 3 -«
en el tiempo 7' = . El intervalo [0, 7] se descompone en tres intervalos Jr, = 0,1},
Jr, =11, Ty + T3] y Jg, := [x — T3, 7], donde T3 := m — Ty — Ty. En el tiempo T} la recta en
el plano de fase gira desde el dngulo @ a 7, y por tanto senp > 0; en el tiempo T; gira desde
el dngulo 7 a 27 , y para los respectivos valores de ¢, senyp < 0; en el tiempo Ty restante la
recta gira desde el 4ngulo 27 a 27 + 3, y seng > 0.

En la subseccién 3.3 calculamos el tiempo necesario para la rotacién desde el dngulo v a 7,
esto es,

T 1
T}, = — — —arctan (utana) .
AR (ntana)

Para hallar el tiempo 73 , necesario para la rotacién del 4ngulo 7 a 27, usamos la proposicién
23

e, 7/ CR | T

Ty = —arctan (Atan2r) #— — —arctan (At =—,

2= 5 ( ﬁ)%-)\  ore an (Atanw) 3

El tiempo necesario para la rotacién desde el dngulo 27 a 27 + 8 ya fue calculado en la
subseccién 3.4, por tanto el tiempo T3 es conocido:

T 1
T3 = — — —arctan (putanvy),
T (1 tany)
donde v = © — 3. Ahora, usamos la relacién Ty + T3 + Ty = 7 y llegamos a la férmula
T 1 T T 1
[~ — —arctan (ptana)] + — + [~ — = arctan(ptany)] = 7. 3.7
T — — arctan (utana)] + § + [ - arctan (utan ) (37

Asi, la rama F3 consiste en todos los puntos (), u) que satisfacen la ecuacién (3.7).

3.6. La rama Fy

Esta rama del espectro la forman los puntos (A, 1), para los cuales las soluciones w(t) del
problema (3.1) tienen exactamente dos ceros en el intervalo < 0,7 > y satisfacen w'(0) < 0.
En este caso, la recta en el plano de fase gira un angulo igual a 27 + # — « en el tiempo
T = 7. El intervalo se descompone en tres subintervalos: Jp, := [0,T}], Jp, := [T, T1+ 1] Y
Jpy := [r —T1, ], donde Ty := m —T; — T. En el tiempo T; , la recta en el plano de fase gira
desde el d4ngulo 7 + o a 27. Y por tanto, senyp < 0; en el tiempo T3, la recta gira desde 27
a 37 y para esos valores de ¢ se tiene seny > 0; en el tiempo T3 restante la recta gira desde
el angulo 37 a 37 + [, siendo seny < 0 para estos valores de £.

Ahora, usamos los resultados previamente obtenidos. En la subseccién 3.4 hallamos el tiempo
necesario para que la recta en el plano de fase gire desde el dngulo ™ + « a 27, esto'es

T = T % arctan (Atana) .

>

40



Usando la proposicién 2.4, obtenemos que el tiempo 73 necesario para que la recta gire de
2m a 3w, es igual a

1 1
T; = —arctan (u tan 37) + T _ Zarctan (utan2r) = £,
p T m

Similarmente, el tiempo T3 necesario para el giro desde el dngulo 37 a 37 + 3, se calcula
usando la proposicion 2.5:

v/ |
Ty = S arctan (Atanvy),
donde v = m — 3. Como T} + T3 + T3 = 7, obtenemos
T 1 1r T 1
[X g arctan (A tana)] + ; + [X —  arctan (Atany)] = . (3.8)

De este modo, la rama F, consiste en todos los puntos (A, ) que satisfacen la ecuacién
(3.8).

3.7. El caso general

Sea w(t) una solucién no trivial del problema (3.1) que tenga exactamente n ceros en el in-
tervalo < 0, 7 >. Para esta solucién, el intervalo [0, 7] puede ser descompuesto en n+1 subin-
tervalos JT1 = [OpTl]v JTg = [TI:T1+T2]s ']Ta S [T1+T2?T1+T2+T3], ey JTn+1 = [E?:l T"h TT]
de manera que en cualquiera de estos intervalos el signo de w(t) no cambia.

Observacién 3.1 1. Si n =2k, w(t) tiene el mismo signo en los intervalos Jr, y Jr,,,.
2. Si n=2k—1, w(t) tiene signos diferentes en los intervalos Jr, y Jr, -

Usamos las proposiciones 2.3, 2.4, 2.5 y la anterior observacién para obtener la descripcion
analftica de las ramas FI y F.. Asi llegamos a que la descomposicién del intervalo [0, 7] en
subintervalos es tal que

= Para Fﬂ:
T, = I-—arctan(utana),
Ty = Ti=Ty=i.. =Ty g=Ty=1
T3 = T5=T7=...=T2k_1=ﬁ
Togyr = % - %arctan (ptanvy).
» Para Fj;:
T, = % -—sjarctan(Atana),
Iy = Th=Te=...=Tps=Tup=3
B = BTy Tia =T
Taksr = I — yarctan(Atany).
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= Para Fji_.:

Ty = I-—.arctan(utana),

T, = Ty=Tg=...=Ty-2=5%,
Ts T T5=T7=---=T2k~1:£,
Tw = 5 —yarctan(Atanwy).

= Para [}, ;:

T, = % - jarctan(Atana),

T2 = T4=T6=...=Tgk_g:;££
I3 = Ti=Tr=..=Tp1=%

= 7 _1
Ty = % - jarctan(utany).
Como la suma de todos los intervalos Jr, , Jp,, Jpy,...,J1.,, es«:
n+1

obtenemos ecuaciones para las ramas del espectro de Fuéik del problema (3.1) , las cuales
quedan establecidas en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1 Las ramas del espectro de Fucik para el problema de valor frontera
w” = —pfwt + Nw~,
w(0)cosax — w'(0) sena =0,
w(r)cosf—w'(n)senf=0, 0<a<

ol
IN
=
I
5

son dadas por las ecuaciones:

1 1
/i T _ Zarctan (ptany) — " arctan (ptana) =T,
I

L
1
Fy % - %atctan(}‘ tany) — 3 arctan (Atana) =,
(w1 1, (k-1 k 1
o E ~ arctan (utanca)| + (——-—i + -XTE + [g— - ; arctan (u tan 7)} = ,
: 1 kr (k-1 1
Fo g - %arctan (Atan oz)] + —5— + (—/\—)W + E — arctan (A tanq)] =
[ 1 —1 k—1 1
e E - iarctan (ptana)| + (k p i + ( i i + E S Xarctan (A ta,n'y)] == T
w1 1 (k=7 (k-1 1
For_y ; DY arctan (A tana)] He ( 4 )7 + ( 3 L + [E = Earctan ( tan'y)} —

Vee N, A\>0, u>0, y=nr—-0.
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4. Propiedades del espectro de Fucik para el problema
de Sturm - Liouville

Aqui estudiaremos las propiedades de las curvas Fif y Fi del espectro de (3.1), cuyas
ecuaciones se obtuvieron en la seccién anterior. Para ello, introducimos la funcién

1
9(z,a) = ;[71' —arctan (ztana)], 2>0,0<a< g

Esta funcion tiene las siguiente propiedades:

= g es monotona decreciente en el primer argumento. Més atn, si z crece en el intervalo
< 0,400 >, g decrece de 400 a 0, y si z estd en el intervalo < 2y, +0o >, los valores
de g estdn en el rango de g(z, @) a 0.

= Para 2z > 0 (fijo), g es mondtona decreciente en o. Més atin, si v crecede 0 a 7, g
decrece de £ a. 2%,

Empezamos con el estudio de las ramas impares Fy;_, y F3;_, . De la proposicién 3.1,
tenemos que '

P [% - iarctan (ptana)| + e —ul)?r + i _:\l)w + [§ — —iarctan(/\ tany)] =,
e [; - %arctan()\tana)} + (k= L + (k _/\l)ﬂ- + [E — %arctan (ntany)] ==,
las cuales pueden escribirse como:
Fi.: g(pa)+ (=l | & —/\1)7r +g9(\7) =, (4.1)
Fp_i: g(ha)+ (k ;UW + & _Am +gy)=m. (4.2)

Asf tenemos los siguientes resultados:

Proposicién 4.1 Para todo k € IN , las ramas Fy,_; y F5_, son simétricas respecto a
la diagonal en el primer cuadrante. Es decir, si (u,\) € Fg_1, entonces (A, py € Fo 1 v
VICEVETSA.

Observacién 4.1 Si a = v, entonces las ramas Fy,_, y Fy,_, coinciden.
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Proposicién 4.2 La funcion p = f(A), dada por (4.1), decrece mondtonamente.

Prueba.- Usando el hecho que g(z,a) y 7 son funciones mondtonas decrecientes en z,

probaremos que A; < A, implica que p; > pg. En efecto, tenemos las siguientes implicaciones:

k—1 k=i
M<h = g7+ % > g(Aa,y) + (—T)W
k-1 k—1
= W“guhﬂ“jH“Jz<W*gwmﬂwl——li
A1 A2
k-1 kw1
= g o) + EZDT g0y + EZDT

M
De la tltima desigualdad se tiene que p1 > p2. o

Observacién 4.2 Las ramas Fy,_, y Fy,_, son los grificos de funciones monétonas decre-
cientes.

Proposicién 4.3 Para la curva Fy,_; ezisten la asintota vertical A = \j,_, y la asintota
horizontal p = g, _,, Vk € IN.

Prueba.- Si u — +o00, entonces g(p, ) — 0 y U“—"plﬁ — 0. De (4.1) tenemos que

-(-]?—:X—l)—ﬂ-l-g(/\,'y)—mr.

De esto, y usando el hecho que las funciones pp = f()) y @ + g(\,7y) son mondtonas,

llegamos a que existe Aj,_; tal que A — Af,_;. El valor A}, _, se halla de la ecuacién
k—1)r
L7J—+ﬂ%ﬂ=ﬂ,
7(k — A) = arctan (Atan~y) .

Del mismo modo se prueba que existe una asintota horizontal p = pg,_,;.
El valor de p = pg,_; se puede hallar de

(k—l)'fr+g(

p,) =,
7

n(k — p) = arctan (ptana) . g

Observacidén 4.3 Por la simetria de Fy,_, y Fy_, respecto a la diagonal, eziste una asinto-
ta vertical A = Aj,_, y una asintota horizontal pn = pigy._; para la curva Fy,_\, Yk € IN. Los
valores de Ay_; Y Par_1 Se hallan de las ecuaciones

m(k — A) = arctan (Atanc) y m(k — p) = arctan (utany),

respectivamente.
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Observacién 4.4 De las proposiciones 4.1 y 4.3 se tiene que Ay, = Pgp_y ¥ M, =
Agk—1 -

Proposicién 4.4 (Comparacién de asintotas) Las asintotas de Fy,_, y Fy_, se rela-
cionan de la siguiente forma:
Si a > vy, entonces
Mgkt < Mdko1y  Mago1 > Higp_; -
Si a < 7, entonces
Ako1 > Ageots Mgy < By -

Prueba.- Probaremos que o > «y implica A\z;_; < Af_;.
Observamos que 2z; = Ay, ¥ 22 = Aj_, son soluciones de

m(k — z) = arctan (2tana) y w(k — z) = arctan(z tanv),

respectivamente.
Comoa>~v y z>0,tenemos que

tana > tan<y y arctan(ztana) > arctan (ztanvy)

y por tanto
w(k — 2z1) > w(k — 22)

de donde
2= A1 < 22 = M1

La relacién pg, , > pia,_; se obtiene del hecho que las ramas Fy, | y F;;_, son simétricas
con respecto a la diagonal en el primer cuadrante.
Para el caso a < v, similarmente se prueba

— + — +
Adk—1 > Agk—1 5 Hap—y < Hag—1-0
Ahora veamos las propiedades de las ramas pares Fy, v F;;. Estas pueden escribirse como:

k-7 k&
Fyy g(u,a)+(—u—)—75+—;+g(u,v)-w, (4.3)

kr  (k—1)n

P g(he)+ - S+ g(h) =7 (4.4)

Anélogamente a los resultados para las ramas impares, tenemos los siguientes resultados:

Proposicién 4.5 Las ramas Fy}, y Fy, son simétricas respecto a la bisectriz del primer
cuadrante.

Proposicién 4.6 La funcién p = f()\) definida por la relacién (4.4) decrece mondtona-
mente.

45



Observacién 4.5 Las ramas Fy, y Fy; son los grdficos de funciones mondtonas decrecientes.

Proposwlon 4.7 Las curvas Fy, tienen asintotas verticales X = A§,, y asintotas horizontales
b=, Vk € IN.

Corolario 4.1 Para cualquier k, las curvas Fy;, tienen astntota vertical comin Aj, = k,
cuando « y -y difieren.

Observacién 4.6 Por la simetria de las ramas F3, y F;;,, exzisten asintotas verticales y
horizontales A = Ay, y 1 = gy, para las curvas Fyy, Yk € IN.
El valor de la asintota vertical Ay, puede hallarse de

7((k +1) — A) = arctan (Atana) + arctan (A tanvy),
y la asintota horizontal es dada por
figp = k.

Corolario 4.2 Para cualquier k € IN, las ramas F;, tienen asintota horizontal comin
oy =k, cuando o y vy difieren.

Observacién 4.7 Por simetria (ver proposicion 4.5) tenemos que Ay = piar ¥ tide = Agg-

Proposicién 4.8 (Comparacién de asintotas) Para las asintotas de las ramas Fyy, y Fy,
se cumplen las siguientes relaciones:

)‘;k >’\3_k? #2_k<”g_k7 Vke V.

Observacién 4.8 A diferencia de las ramas impares, las ramas Fy, y Fy, no coinciden si
a=. En la siguiente seccién veremos que Fy, y Fy;, coinciden sélo six =y = %

5. Casos especificos de problemas de frontera Sturm -
Liouville

3
51. Casoa=7%, 8=
Consideramos el problema
w" = —pPwt + Nw~
w(0) cos & —w'(0)sen§ =0
w(r) cos & — w'(r)sen & =0
que es equivalente al problema
= —pfwt + NMw
( ) =w'(0)
w(m) = —w'(r)
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y en coordenadas polares:

senw > 0
senyp < 0

=%

Vk € IN

i p?sen®p +cos?p,  si
Asenp +cos?p, s
9(0) = %
3n
o(r) =F
En este caso, por la proposicién 3.1, obtenemos las siguientes expresiones para las ramas del
espectro:
Joia L 2arctan,u S
I T
T arctan A
Ff: —-2 =
0 A A
m  arctan T  arctan A
o S L
p 7 A A
o 2m _2arctan,u LA
Iz 7 A
Fr Q_ﬂ'_zarctan/\ T_ .
A A n
+ kr arctanp  km  arctan A
Fha: —- R
1 In
k+1
F . (k+ )W“Zarctanp_l_k_fr_
p p A
P (k +A1)7r B 2arct;n)\ km

Calculo de asintotas:

:ﬂ',

Si 4 — 00, la asintota vertical es dada por A = /\f y viceversa, si A — o0, la asintota
horizontal es dada por & = i . Aqui presentamos algunas de tales asintotas:

Ff: uf =~0,638322,
FE:  u* s 0,787637,
Ff . pf ~1,39577,
Ff . uf ~1,67161,

AT ~0,787637,

A1,

Fy: )\j ~0,638322,

Fy:opy =1, Ay =~ 1,39577,
A5 ~ 1,67161, ete

Observacién 5.1 En este caso las ramas del espectro no tienen asintolas comunes.
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52. Casoa=75, =75 (El problema tipo Neuman)

Aqui nuestro problema en estudio, se escribe

w" = —pPwt + XNw~
w(0)cosF —w’(0)sen 5 = 0

w(m)cos g —w'(m)sen§ =0

esto es, el problema tipo Neuman

w" = —pPwt 4 N~
w'(0) =w'(m) = 0,

0, en términos de coordenadas polares

, | plsen®p+cos’p, si senp >0
71 Msen?p +costp, si senp <0
0(0) =3
p(r) =3

En este caso, por la proposicién 3.1, obtenemos las siguientes expresiones para las ramas del
espectro:

i w=0
Ffs: A=0;
1 1
Fr: —4—=
1 2u+Qz\ -
1 1
1 1
F2_: ;'{*X:l
C 2%k—1 2%-—1
:E ¥ —
F2k-1' 2”' ¥ 2\ 1
k k
Fgﬂ;:ci IJ:-E__X:]-
i ot kol
: —+—==1, VYVne lN.
F, 2M+2)\ , vn

Ahora, calculamos sus asintotas. Como en el caso anterior, si © — oo la asintota vertical
es dada por A = A{ y viceversa, si A — 00, la asintota horizontal es dada por p = ui
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Asf obtenemos las siguientes asintotas:

Fere =0, Fy : A=0

K  p=05, ;=05

Ff: pu=1, x=1

Ff: u=15, A=15
T m

! o == =-, WneN.
k=35, A=z, Vne

Observacién 5.2 En este caso, las ramas del espectro tampoco tienen asintotas comunes.
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