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Resumen

En este trabajo, estudiamos la existencia y unicidad de soluciones locales del pro-
blema mizto para un tipo de ecuacion de Kirchhoff no lineal viscoeldstica con término
disipativo.

Palabras Clave: Solucidn Local, Ecuacion de Kirchhoff no lineal viscoeldstica, Méto-
do de Galerkin, Método del punto fijo.

Abstract

In this work, we study the existence and uniqueness of the local solutions to the
mized problem for a type of viscoelastic nonlinear Kirchhoff’s equation with dissipative
term.

Keywords: Local solution, Viscoelastic nonlinear Kirchhoff’s equation, Galerkin method,
Fized point method.

1. Introduccion

En este articulo consideramos el siguiente problema de valores iniciales y frontera

ug + oz, t)u, — B(t) Aug — M (/ |Vu]2 dfﬂ) Au
0

t
+/ g(t —s)Au(s)ds = f(u) , ze€Q,t>0, (1.1)
0
'u.:O , L EBQ,tEO,
U(CC,O):UO(.’E), ut(:c:O):ul (:C) 5 $€Q,
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donde 2 es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 99, V es el
gradiente, A el operador laplaciano, a(z,t) es una funcién real para z € Q, t > 0, ((t)
funcién real continua positiva para t > 0, M (s) funcién real positiva para s > 0, g(t)
funcién real continua no negativa para t > 0y f (s) funcién real no lineal para s € R.

El caso n = 1, el problema (1.1) describe las vibraciones transversales no lineales de una
cuerda de material viscoeldstico, fuertemente tensa entre dos puntos fijosz =0y z = L, en
el eje = del plano zu. La ecuacién resultante es

En [t
phuy + a(:z:, t)ut - IB(t)Aut — P+ E |u$| AT | Ugy
0
t

(1.2)

= /0 g(t — 8)ugs(s)ds = f (u),
donde u = u (z,t) es el desplazamiento transversal en el espacio de coordenada x y en el
tiempo t, p es la densidad de masa, h el drea de la seccidén transversal de la cuerda, pg
es la tensién inicial, ' el médulo de Young del material, a(z,¢) y G(¢) son los coeficientes
de las fuerzas amortiguadoras, g(t) la funcién de relajacién, y f (u) la fuerza restauradora.
Cuando @ = = g = 0 y la cuerda de material eldstica, la ecuacién (1.2) fue propuesto y
estudiado primero por Kirchhoff [6]. El caso general n > 1, la ecuacién en (1,1) tiene diversas
aplicaciones, como en el drea de Optica no lineal, fisica del plasma y mecdnica de fluidos.
Cuando g es una funcién no trivial y M = 1, la ecuacién en (1.1) fue investigada desde
diferentes puntos de vista por diversos autores y la referencia citado por ellos [2,3,5,8,9].
Para f§ = 0 y a(z,t) = a(z) no nulo en una parte del dominio 2, Cavalcanti et al. [5],
obtuvieron el decaimiento exponencial de las soluciones. Paraa = =0y f(u) = |u|” u con
~ > 0, Berrimi and Messaoudi [3] obtuvieron la existencia y el decaimiento exponencial de
las soluciones, y Wu [9] obtiene la singularidad de las soluciones. Cuando g es una funcién
no trivial, M es una funcién no constante, « = 0 y § = 1, recientemente, Wu and Tsai [10]
estudiaron la existencia, el decaimiento exponencial y la singularidad de las soluciones de la
ecuacion en (1,1).

En este trabajo probaremos la existencia y la unicidad de soluciones locales del problema
(1.1), cuando g es una funcién continua no negatina, M funcién continua positiva, a funcién
de un espacio determinado, [ funcién continua positiva y f funcién real no lineal. Primero
probaremos la existencia y unicidad de solucién global de un problema lineal asociado a
(1.1), utilizando el método de Galerkin. Asi mismo obtendremos una estimativa para sus
soluciones. En segundo lugar, linealizaremos el problema (1.1) para elementos de un espacio
G'1y,ry, lamado Espacio de soluciones, luego obtendremos sus soluciones en G'r, g, y después,
por argumentos del teorema del punto fijo de Banach, tendremos las soluciones locales del
problema (1.1) sobre un intervalo [0, Ty, donde T > 0 depende de los datos iniciales y los
parametros del problema. La prueba de unicidad de soluciones, la obtendremos utilizando las
estimativas de soluciones de un problema lineal. En la discucién del problema emplearemos
las estrategias seguidas por Andrade and Mognon [1], Berrimi and Messaoudi [3], y Wu and
Tsai [10].
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2. Preliminares

En esta seccién daremos algunas notaciones, conceptos y lemas sin demostracién que
seran utilizados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea €2 un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 9¢). Denotamos
el producto interno y la norma de L?(Q) y LP (Q), con (.,.) y | . Ip, respectivamente, para
1 < p < oo. Ademas ((.,.)) y ||-||, denotarén el producto interno y la norma de H3 (§2), donde
((u,v)) := [ Vu(x).Vu(z)dz es la forma de Dirichlet.

Sea X un espacio de Banach, 0 <7 < ooy 1 < p < co. Representamos con L? (0,T; X)
al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : |0,7] — X tales que son medibles y
lu(t)|lx € LP(0,T), con la norma

-1

T
il = | [Iu@ld)  1sp<o,
0

lull oo 0,7,y = sup ess[lu(t)llx , p=ooc.
0<t<T

Similarmente, cuando 0 < 7" < oo, representaremos con C ([0,7]; X) al espacio de Ba-
nach de las funciones continuas u : [0,7] — X, con la norma

lulleqoryxy = sup llu(®)llx -
0<t<T

Denotamos v' := v, v" 1= vy, v (t) (z) := v (z,t), L' := LY(0,T) y L™ := L>(Q).

Hipétesis. Imponemos sobre las funciones reales u(z), a (z,t), 8(t), g(t), M (s) y f (s) las
siguientes condiciones:

H1) p€ C([0,00[), 4’ € L (0,00) y p(t) > mp > 0, Vt > 0, my constante.

(H1)

(H2) a € L2 (0,00, L (@)

(H3) B e C([0,00[), B € L1 (0,00) y B(t) = By > 0, Vt > 0, 8, constante.
(H4)

H4) g € C* (|0, 00]), acotada, g (t) > 0, Vt > 0,
o0

mo—fg(s)ds =10

0

y existen constantes positivas Cy y Cs tal que

—Cig(t) < ¢'(t) < —Cag(t), ¥t > 0.
(H5) M € C'([0,00[) y M (s) = mp >0, Vs > 0.
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(H6) f(0) =0 y existe una constante positiva K tal que

If (@) = f@)I < K|z —y| (21" + [yI"™*), Va,y €R,

2(n—1)

con2<p< n g

paran >3 o0p > 2paran < 2.

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [4]). Si 2<p < 2% paran>3 0 p > 2
para n < 2, entonces exisle una constante positiva B, tal que

lul, < Bilull, Yu € Hj ()
lull < By |Aul,, Yu e HE ()N H2(Q).

Lema 2.2 (Desigﬁaldad de Yaung [4]). Sea u € L? (R™) y v € LY(R™) con 1 < p < o0,
1 < q < ooy r un mimero real verificando + = 113 + % —1>0. Entonces uxv € L™ (R™) y

| * U”Lr{nm) & ”uHLp(Rm) HU“Lq(Rm) )

donde la convolucion de u con v estd definida por

(ws0) @) 1= [ u(e =)y

Rm

Lema 2.3. Si g € C1([0,00[) y w € C* ([0,T]; L? (2)), entonces

t ¢
1d

[ott=9 @@ w@nds = 53 |60 © - | [ os)ds | w o)

0 0
1 L e
~59(t) [w (@)1} + 5 (¢/Ow) (4),

donde

t

(vOw) () := /v(t —8) Jw (t) — w(s)|3 ds.
0
Demostracion. Diferenciando el término gllw, se obtiene el resultado. O

Lema 2.4 (Desigualdad de Gronwall [11]). Sean f,g : [a,b] — R continuas, con g no
decreciente y h € L' (a,b), que satisfacen la desigualdad

t

f)<g(t) +/h(s)f (s)ds, Vt € [a,b] .

a
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Entonces,
¢

f(t) <g(t)exp (/ h(s)ds | , Vt € [a,b] .

a

Definicién 2.5. Una funcién u : Q x [0,7] — R es llamada solucién del problema (1.1)
sobre [0, T si satisface las condiciones (1.1)9-(1.1)3 v la igualdad

ug + az, ug — B(t)Aug — M (fﬂ |Vu|2 da:) Au

+ /0 g(t — s)Au(s)ds = f(u) en L2(0,T; H™(Q)).

3. Problema No Lineal

En esta seccién estudiaremos la solucién global del siguiente problema lineal
uy + a(z, t)uy — B(t) Auy — p(t)Au
t
+/ g(t — s)Au(s)ds = h(z,t) en Q x]0,T7,

0
u=0 en 02 x 0,77,

W {20 ="dp (2], g (o 0)=1%; (&} en 2,

(3.1)

donde T es un numero real positivo arbitrario fijo.

Lema 3.1. Supongamos que las funciones p, o, 3 y g satisfacen las hipdtesis (H1), (H2),
(H3) y (H4), respectivamente, y que ug € Hi (Q)NH2(Q),u; € H} () y h € L?(0,T; L* (Q)).
Entonces el problema (3.1) admite una inica solucion u sobre [0,T] tal que

we L*(0,T; H} (Q) N H2(Q),
W' € I (0,T; Hy () N L* (0, T; H} (),
u" € L2 (0,T; L* ().

Ademds, la solucion u verifica la siguiente estimativa

Ei(t) < I:Elé (0) + / |h(s)], ds:| exp (/ [% + |a(s)[Lm} ds) , (3.2}
0 g2
vt € [0,T], donde

E1 (t) =5

31 OF + 34, O I O + 5 OV0) () + [ 5(5) o (5},
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Demostracion. Procedemos por etapas.

Soluciones Aproximadas. Sea {w;} una base hilbertiana de H} ()N H? () formada por
las funciones propias del operador eliptico —A .

Sea Vi, = |w1,ws, ..., wn] €l subespacio generado por los primeros m vectores wq, wa, ..., wn
de {wi}. Sea

m
U (£) = Y Tjm () wj,
J=1
las soluciones aproximadas en Vi, del problema (3.1), donde las funciones 7, (),
j=1,2,...,m, son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinar-
ias, para w € Vi,

(u, (t) ,w) + (a(t)ur,(t), w) + Q(t)((ujn,w)) + u(®)(un(t), w))
_ / 0lt = 9)((n(s),w))ds = (h(H), ), (3.3)

Um (0) = Uom, Up, (0) = U1m, .
donde .
Uom = Z TojmWj, Ugm — Ug fuerte en H& {Q) N H2 (Q) y
S (3.4)
Ulm = D T1jmWj, Uim — U1 fuerte en HJ ().

j=1
Por el Teorema de Carathéodory[6], aseguramos la existencia de una solucién local u,,
del problema aproximado (3.3) en el intervalo [0, T;,[. Las siguientes estimativas a priori nos
permitirdn extender la solucién u,, al intervalo [0, 7] independiente de m.
Estimativa a Priori I. Tomando w = u/,(t) en (3.3), obtenemos
1d

5 7 It ®)]5 + ((t)ul,(t), uln(t))

$(8) it (O + 5(0) % um (1)1 (3.5)
t
- f a(t = ) (tm(8), v () = (h(2). (8

Del Lema 2.3, resulta
t

—/g(t— 8)((um(s),u, (t))ds =

0

& [60vum) @

b | =

t

- [ s6)ds | fum @12

+59(8) lum I

—% (¢'OVuy,) (). (3.6)
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De (3.5) y (3.6), obtenemos

SED = (0,1, (0) + 550) fim O ~ (@O (0), (1)
= 20(0) L DI + 5 (40V ) (0.
donde
B (t) ¢ =l () + 5ty (1) lum ()]

+ 5 (60 ( f 8(5) i (3)1” s

t

o(®) = u®) - [ g(s)ds.
De (3.7), se tiene

d
dt

De (3.9), se obtiene

d

Sl < o+ |

20l
1y (2)

Integrando (3.10) y por la desigualdad de Gronwall, resulta

El(t)s{é flh(s)lzds} exp(][ L+ s |Lw] )

donde

ia(t)ILmJ E2 (t).

1 1
By (0) = 5 i + 54 (0) [tom”

De (3.11), se tiene
[th, (8)]5 + [l () + / lu, (5)]1* ds < K, Vit € [0, T1,

donde K es una constante positiva independiente de m .

17

—Er(t) < [A(t)]; [up, ()], + IM ()]l (I + [ee(t) e i ()5

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)



Estimativa a Priori II. Tomando w = u],(¢) en (3.3), obtenemos

[ (Ol + (a(t) ), (1)) + 280 i, ()1

+ plt) = D (e (8) 1 (2 ))) — () [luty, (8117 (3.13)
-/ (¢ = 5)(tn(5), 5 (1)) = (h(8) (0.
Por diferenciacién de la integal | ; g(t — 5)((um(s),u,, (t)))ds, tenemos

t

~ [ ot = )(um(s) s O)is = -5 { [ 9t = (), ()i

0

+9(0) (um(t), u (1))). (3.14)
De (3.13), usando (3.14), obtenemos
iy O + = |55 [1 (8) i N2 + E) (o (8) 2 (1))

~ [ ot = )Cam9), e 05| = (), )
+ 580 it (O + 42) (i 8) 10 (1)
— (i 0) )+ 50 o, O
~ 6O (@)t (1)~ [ = )((am), ()

0

(3.15)

Por (H4), utilizando la desigualdad ab < da® + b, Va,b > 0, V6 > 0 y la desigualdad
de Holder, obtenemos

i

- / g'(t — 5)((um(s), i (B))ds < 7l ()]

0
2
ool (0% Tuml®) 0 (3.16)
~g0)((um(®), v () < 1l O + ZE Jum )P, (3.17)

(1) (Cam (8) o, () < 0l DI + — [ O Tum D11, (3.18)

47]'
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~ (@) (8), (1)) < iy (O3 + 7 [(t) B i (O (3.19)
((e) i (1)) < e bty ()24 1= IR (3.20)

t

/g(t—S)((um(S),Uin(t)))ds <l @1

0
t

1
tor bl [ot =) lun @ ds,  @2)
0

donde 0 <& <}y 0 <7 < 30, son constantes.

Integrando (3.15), usando (3.16)-(3.20), la desigualdad de Young para la convolucién y
(3.21), obtenemos

.

(-20) [ (ol ds+ (560~ 20) iy @I

—

< 28(0) il + 12(0) o

+ / | [3n+ F I8+ 1) I (9 s

t o [ [P0+ woP + 2ol (3.22)
ol 00 ] um(s)1 ds

+—/ a(s) B i ()12 s

o / ()3 ds -+ 5 1O lum ()1

De (3.22), escogiendo € = 41 yn==1B0y utilizando la estimativa (3.12), se tiene

—fo m ()] ds + ﬂollum(t)ll

3900 Ll + 4O) ol Il + 5 2 gou?
y 2K
g ] _| O+ Kala(e) - + 2 (670 (3.23)

+ lﬂ’(s)_|2 + C? [g[i1 + 191 g(s)) ] ds
+ [ St 3186+ )] (ol ds

0L

donde p, := sup u(t).
te[0,T]
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De (3.23) por la desigualdad de Gronwall, tenemos
t
Ju O + [ It ()3 < Ko, Vi € 0,7],
0

donde K5 es una constante positiva independiente de m.

Estimativa a Priori III. Tomando w = —Au,,(t) en (3.3), obtenemos

d

| 360) 18un 0 (w0, Bum ()] + 0 |2 0
= (h(t), D (1) + I (0]

+ (@O (8), B (1) + 38(2) | DB

+ /0 g(t — s)(Aum(s), Aun, (t))ds.

*

Por la desigualdad de Holder, resulta

t

/g(t — 8)(Aun(s), Au,, (t))ds < n|Au, (t)lg

0
t

1 2
b lols [ ot = ) 18un (5} s,
0

donde 0 < < 3my constante. De (3.25) y por (3.26), se tiene

& |35 1m0  (walt), Aum(e)]| + ()~ m) A0
< (Bl |Aum O, + i (O

+la(®)l o i O [Btm(@)], + 5 18O A (1)

1 t
4 lols [ ot 5)18un (93 ds.
7 0

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Integrando (3.27), usando las estimativas (3.12) y (3.24), la desigualdad de Young para
la convolucién y utilizando la desigualdad ab < da? + 4—15b2, Ya,b > 0, ¥§ > 0, obtenemos

1

(éﬂm - /\) |Aunm(t)} + / ((s) — ) | A (s) 2 ds

1 K
< 56(0) |A”0m|§ + |t1mly [Atom|y + 4_;

+ff<+i1h(>|2+ﬁ|()|2 d
|Fat g IRt o)l | ds

t 1 2
T fo [5 18 (s)] + % |g|il} |Aum (5)[; ds

20
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donde 0 < A < /3, constante.
De (3.28), escogiendo A = %ﬁo yn= %mg, resulta

o lBun(® + 3ma [ 1Aun(s)ds

4 0
1 K
< 5,3(0) |Au0m|§ o |u1m|2 |Au0m|2 i ﬁ—l

0
t 2 (3.29)
1 2 | Kj 2
Ko+ —|h — o
+f Kot IR+ 2L ol
1 1 .5
+ [ RO+ ] 18un ) as.
De (3.29) por la desigualdad de Gronwall, tenemos
t
|Aum, ()5 + / |Auy, (s)[2ds < K, ¥t € [0,T], (3.30)
0 *

donde K3 es una constante positiva independiente de m.

Pasaje al limite. De las estimativas (3.12),(3.24) y (3.30), existen subsucesiones {u, }, {u} }
y {up} de {un}, {u,} y {u,,}, respectivamente, tales que

en L*(0,T;H} ()N H?(Q)),
en L*(0,T; Hg (Q)),

en L*(0,T;H; (),

" en L2(0,T:L2(R)).

U

~

(3.31)

g g @
S -t

L Lol e
R OR 8

=

Por (3.31) y de la ecuacién en (3.3), por pasaje al limite, resulta
ug + oz, t)ue — B(E)Auy — p(t) Au
l

+ fo g(t — s)Au(s)ds = h(z,t) en L?(0,T;H™'(Q)). (3.32)

Los datos iniciales se verifica de modo estandar. La estimativa (3.2) se obtiene de manera
similar que (3.11). La unicidad resulta de la estimativa (3.2). Esto concluye la demostracién
del Lema 3.1. 0

Lema 3.2. Supongamos que las funciones p, o, B y g satisfacen las hipdtesis (H1), (H2),
(H3) y (H4), respectivamente, y que ug € Hy(Q), uy € L*(Q) y h € L*(0,T;L*(Q)).
Entonces el problema (8.1) admite una tnica solucion u sobre [0,T] tal que

uw e C([0,T); H: (), '
u' € C([0,7); L*(Q) N L2(0,T; H} (),
u’ € L2 (0,T; H™* (Q)).

Ademds, la solucion u verifica la estimativa (3.2).
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Demostracién. Como H{ () N H?(Q) es denso en Hi () y Hi () es denso en L2 (Q)
entonces existen sucesiones {ugm} C Hy (Q) N H? (Q), {uim} C HE (Q) tales que

bl

Ugm — Ug €N H& (Q),

uim — u; en L%(Q). (333)
De esta manera, para cada m € N, consideremos el siguiente problema lineal
ul + (o, i, — BE)AU, — u(t) At
t
+/Og(t — 8)Aupm(s)ds = h(z,t) en Qx]0,T7], (3.34)
At en 00 x|0,T,
U (3: 0) = mpnile), w; @0l= 1w, () en ).
Por el Lema 3.1, para cada m € N, existe una tnica funcién u,, tal que
up + oz, t)ur, — B(t) Ay, — p(t) Aup,
¢ (3.35)

+ /0 g(t — s)Aup(s)ds = h(z,t) en L2(0,T;H1(Q)),

um € L (0,T; H} (Q) N H2 (Q
€ T 0L, H () N 22 (0.} HY (@) (3.36)
Um € L*(0,T; L2 (2))
y verifica la estimativa (3.2).
De (3.36), obtenemos

un € C([0,T]; HE (),
ul, € C((0,T]; L2 (@) N L? (0,T; H} ().

Por (3.33), {uom} ¥ {uim} son sucesiones de Cauchy en Hj (Q) y en L?(Q), respectiva-
mente. Por la estimativa (3.2), resulta que {w,} y {u,,} son sucesiones de Cauchy en
C ([0,T];H; () y en C([0,T]; L*(2)) N L2(0,T; H (2)), respectivamente. Asi existen
ue C([0,T); H} () yu' € C([0,T); L*(£2)) N L2 (0, T; H} () tales que

um —u en  C([0,T]; Hy (Q)),

. — 1 en C(0.T]: L2 Q) N L? (0, T: Hi (Q). @i31)

Por (3.37) y de (3.35), por pasaje al limite, resulta (3.32). De (3.32) se obtiene u” €
L?(0,T; H* () . De aqui el resto es similar al Lema 3.1. Esto concluye la demostracién
del Lema 3.2. 0O

Lema 3.3. Supongamos que las funciones p, o, B y g satisfacen las hipdtesis (H1), (H2),
(H3) y (H4), respectivamente, y que ug € Hi (Q)NH?(Q),uy € L2 (Q) y h € L2(0,T; L* (Q)).

Entonces el problema (8.1) admite una inica solucion u sobre [0, T tal que

ue C([0,T]; H (Q)n H2(Q)),
u' € C([0,T];L%(Q2)) N L*(0,T; Hy (),
o e L2(0,T; H1(Q)) .
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Ademds, la solucion u verifica la siguiente estimativa

t

. 2
Ex(t) < [EO% - Qf |k (s)], ds:| exp (/ F(s)ds) , Vt € [0,7], (3.38)
0

0

donde
By (t) = == |0 ()2 + = B2 | A ()2 + =1, (1) [lu ()12 + 2 (90OV7w) (8)
10 tz 1ot 2. 9T 2 ’
po(®) 1= 1) = [ go)ds,

2 g 9 2 2
LT
P(t) = TORMYAC +4{o(t)] e -

Demostracion. La primera parte es similar a la prueba del Lema 3.2. Probemos la estima-
tiva (3,38).

Multiplicando la ecuacién en (3,1) por «’, integrando sobre 2 y procediendo como para
(3,9), se obtiene

31008 + 3, 0 1 @1 + 5 (0092 0)

dt |2
T8O O < O, | ©), (3.39)
+ 5 WOl O + la(t)] o [/ (1)]3

También multiplicando la ecuacién en (3.1) por —Au, integrando sobre {2 y procediendo
como para (3.27), se obtiene

& [360 12 - @io), 8u0)] + 6 - m 3o
< MOk IAu O+ W OF
+ 1ol WOl 1dub)], + 5 18O 1Au(®);

1 t
+aclol [ ot -9 du)Eds,
7 0

(3.40)

donde 0 < 7 < 3 |91
Multiplicamos (3.39) por A, 0 < A < 23,, (3.40) por &, 0 < ¢ < 2432 y sumando los
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resultados, se obtiene

B BE) + (B0 = &) ! ()1 + & (u(0) = ) I
< W@l [ (©)]; + ¢ 18u )], |
+ o)l MO + e W) |Au(e), |

F A @I + e 180 |Au()?

t

£
+Slolus [ ot - o) 1A (s) s
n
0

donde
BoB() + = 3 [l (3 + 1y () hu ()1 s+ (600V) (1) ]
+oe [ﬁ(t)IAu(t)lg—2 (w(t), bu(t) |.
De (3.42), utilizando |e (u/(t), Au(t))| < £ [ (t)]3 + £ |Au(t)[3, resulta

JE(t) > ( Am) v (t)|2+e( ﬂr) A2
o2y () u O + 2 (6OV) (1.

También, se tiene
soBw) < (3A+5)h (t)|2+s( 80+ ) 18u(0)
301 () (O + 52 (60V0) ().

De (3.43) y (3.44), escogiendo A = B, y € = 23, resulta

E(t) > Ea(t), Vt € [0,T],

E(0) < Ej,
donde
1 1 1
By (1) = 25 o (O + 753 1Au (O + 5, () [ @)1 + 5 (4009w) (0,
9 3
By i= = fuf} + 6° o>|Auo|2+1,u< ol
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e (3.41), se obtiene

EaEuyr%@mwﬁmz+h%WmnHAMﬂE
< |h(O)l; [BH(t) + B3 (1) |
+lo(®)l [EQ) + EQ) |

L@ gy, 118G

T2 ) 2 B(0)

PRORA

E(t)

B 2
+ ﬁ 9l [ g(t —s)|Au(s)]; ds. (3.47)
0
Integrando (3.47) y usando la desigualdad de Young para la convolucién, obtenemos

SE(l —%/nuwnw

+= 130( 07?*"“"|9'|L1)/ |Au(s |2d5

(3.48)

< 3B(0) + tﬂmwbm@

1A' (s)] | 11w (s)]

+/J5ﬁ&)+§%@)+MMQbJE@M&
De (3.48), escogiendo n = 3 |g|,., resulta
%E(t) < %E(O)+2 / Ih(s)], B3 (s)ds

(1B, 1)

+/ [5(5 e (5) + 4 |a(s)| | E(s)ds. (3.49)

De (3.49), por la desigualdad de Gronwall y luego por (3.45)-( 3.46), resulta la estimativa
(3,38) . Con esto se concluye la demostracién del Lema 3.3. O

4. Existencia y Unicidad

El objetivo central del presente trabajo es discutir la existencia de soluciones del problema
( 1.1), usando argumentos del Teorema de punto fijo de Banach. Para esto emplearemos
resultados del Lema 3.3.
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Definamos el siguiente espacio de dos pardmetros, llamado conjunto de soluciones o con-
junto admisible

Gy = {0 € C(0,To]; H} (@) N H* (@) ;
v € C((0, To]; L* () N L2 (0, To; H3 (),
[ ()5 + 140 (8)]; < B3, t € [0, Ty)

con v (0) =ug y v (0) = u; }a

donde Ty > 0y Ry > 0. Entonces Gr, g, es un espacio métrico completo con la distancia

d(u,v) = sup [|u’ (t) — o' (&) + |Au () — Av (&) ] (4.1)

0<t<Ty

Lema 4.1. Supongamos que la funcién M satisface la hipdtesis (H5). Si u, v € Gryry, ¥
p(t;v) == M (|lv (t)]|*), entonces u € C([0,Ty)), u' € L™ (0,Tp) y

|,Lb(t; U) —H (S;U)l < 2M1R% ]t =8, Vi€ [OJTU] ]

i (t;u) — p (t;0)] < 2M1BiRo |Au (t) — Av (t)],, Vt € [0, Tol,
|1 (t;v)| < 2MyR§, ¥t € [0, To],

0<mg < p(tv) < M, Vte(0,To],

donde

My :=sup{M (s); 0 < s < BR3},

My :=sup {|M'(s)|; 0 <s < B?R?}.
Demostracion.

Por el Teorema de valor medio y la designaldad de Sobolev-Poincaré, se obtienen los
resultados. O

Lema 4.2. Supongamos que la funcidn f satisface la hipdtesis (H6). St u, v € Gy, U
h(t;v) = f(v(t)), entonces h € C([0,To]; L*(2)) y

b (;v) — B (s;0)], < 2KBXP VDRI |Au (£) — Av (s)],, VE € [0, To]
b (t;w) — b (tv)], < 2K BI" VR |Au(t) — Av (t)l,, Vt € [0, Th],
b ()|, < KB VRS, vt € [0, o).

Demostracion.
Por la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtienen los resultados. O

Teorema 4.3 (Existencia Local). Supongamos que las funciones «, 3, g, M y f satisfacen
las hipétesis (H2), (H3), (H4), (H5) y (H6), respectivamente, y que ug € H} () NH?(Q) y
uy € L?(Q). Entonces existe Ty > 0 y el problema (1.1) admite una inica solucidn u sobre
[0, Ty] tal que

we C (0, To); H} () N H2(9)),

u' € C([0,To]; L2 () N L2 (0, Ty; Hp (£2)),

u” € L2(0,To; H1 ().
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Demostracion.
Existencia de Soluciones. Para cada v € G, g,, consideremos el siguiente problema lineal

g + oz, t)uy — B(t)Auy — p(t; v)Au
+f g(t — s)Au(s)ds = h(t;v) en Q x|0,Ty[,
0

w=0 en 90 x |0, Ty,
U(!L’,O):'UO(SE), ut(wag):ul (.’L’) €n Qa

(4.2)

donde Ty > 0y Rp > 0 serdn determinados més tarde, p (t;v) := M (|lv (t)||*) y Rk (t;v) :=
f(v(t)). Por los Lemas 4.1 y 4.2, las funciones p (.;v) y h(.;v), satisfacen las hipdtesis del
Lema 3.3, entonces existe una tnica solucién u sobre [0, Tp] del problema (4.2) tal que

u € C([0,To]; Hy () N H?(Q)),
v’ € C([0,To]; L* (R)) N L* (0, To; Hy (), (4.3)
u" € L2 (0, To; H1 ().

Ademads, la solucién u verifica la siguiente estimativa

¢ 2 t
Ey(t) < EO% + 2[[?1(3;'0)]2 ds| exp (/ F(s)ds) , Yt € [0,Tq], (4.4)
0 0
donde
E>(t) = = o (03 + 558310 ()3 + 5, (59) [ ()1 + 5 (60V) 1)
150 s= ttiv) — [ gls)s.

9 3 1
By = 75 lual; + 756°(0) [Aul; + 5M (luol®) [uol®,
168" ()] W (&)l

i) =
O =50 " t0)

El siguiente paso serd mostrar que u € Gr, r,. Por (4.4) y los Lemas 4.1 y 4.2, obtenemos

10 = g1 op 1 T

= [g? +orxpBXr-Vpge T]

ml’n{l,,@g}[ 0 ! i 0
To

exp /Fg(s)ds ; (4.5)

0

+ 4 |o(t)| foo -

[/ (t)]; + [Au(t)]; <

donde Fy(t) := %&t—n + m + 4 |a(t)| . Escogemos la constante Ry > 0 que satisfaga la

relacién )
20 i
RBy> | ————— B2 +2].
o (min{l,ﬁg}) [ £
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Tomemos Ty > 0 que satisfaga a las relaciones

Ty
KBXP DRI <1y exp /Fg(s)ds <2 (4.6)
0

Entonces de (4.5), resulta
[ )3+ 1Au (@) < BE, ¥t € [0, To].

De aqui, (4,3) y desde que u es solucién de (4.2), se tiene que u € Gy g,-
Por el resultado antes obtenido, definamos la aplicacién no lineal ¢ como
p: Gnmr — Gnr
v — p(v)=u
donde u es la solucién del problema (4.2). Esto significa que ¢ (Gy,r,) € GTy.Ro-

Ahora probaremos que ¢ es una contraccién estricta con respecto a la distancia (4.1), es
decir,
d ((,D (Ul) y P (U2)) S od (UI:UQ) ) V?)la vy € GTg,Ro

para un fijo §, 0 < § < 1.

Sean vy, vy € Gy Ry, €ntonces u; = @ (v1) y ug = @ (v2) son soluciones del problema
(4.2). Haciendo w = u; — ug, se tiene que w es solucién del problema lineal

wy + oz, t)w, —tﬂ(t)Awt — p(t;vy)w
+/ g(t — s)Aw(s)ds = h(t;vi,v2) en Q x]0,Tg[,
0

(4.7)
w=20 en 8Q><]0,T0[,
Wz O) =0 "~ wlr0) =0 en (),

donde
u (o) =M (Jor (1), 2
h(tv1,v2) = [M (loz (D) — M (lor ()I7)] Auz (8) + f (01 (£)) — f (v2 (1)) -
Por los Lemas 4.1 y 4.2, obtenemos
IA(t; 01, v2)], < 2 [MleRg + KBf@’*”Rg—z] |Avy (£) — Avy (£)],. (4.8)

Del Lema 4.1, (4.8) y Lema 3.3, existe una tinica solucién w sobre [0, Ty| del problema ( 4.7)
y verifica la estimativa

2 t

Ey(t) < 2/|h(S;U1,U2)|2 ds} exp ng(s)ds , Vt € [0,Tq], (4.9)
0 0
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donde Fy(t) := l’%% + % + 4 |a(t)| - De (4,9), resulta

2 2 160 PO U
|T.U’ (t)|2+ ]A’LU (t)lz < m [MlB?R%+KBl('P )Rg ]
Ty

exp / Fy(s)ds

0
2

/ |Avy () — Avy (8)], dt | (4.10)

Por (4.6), de (4.10), resulta

(SI

320
min { 1, ﬁg}

d(p(v1),¢(v2)) < [ [ToM,BYRg + Rg'] d (v1,v2). (4.11)

Ademas de las relaciones de (4,6), tomando Ty > 0 que satisfaga la relacién

1
2

[ToMBiRE + R5'] < 1,

5. 320
" | min {1, ﬁg}
se tiene de (4.11) que ¢ es una contraccién estricta.

Aplicando el teorema de punto fijo de Banach, existe un tinico u € G, g, tal que ¢ (u) =
u. Asi, hemos obtenido la existencia de la solucién local del problema (1.1)

Unicidad de Soluciones. Sea u la solucion construida en la prueba de existencia, la cual
pertenece a Gr, r,. Consideremos otra soluciéon v de (1.1) tal que

v e C([0,T1]; Hy (2) N H?(Q)),
' € C([0,Th]; L* (2)) N L? (0, Ty; Hp () , (4.12)
v € L2(0,Ty; H1 (@),

con 0 < Ty < Tp. Entonces, la funcién w = u — v satisface el siguiente problema lineal
wy + oz, )w, — B(t)Aw, — p(t; u)Aw
t
+/ g(t — s)Aw(s)ds = h(t;u,v) en £ x]0,73[,
0

w =70 en 3Q><]0,T1[,
wiz,0) =0, wlz, =0 en €,

(4.13)

donde

u(tw) =M (fu ) , )
At w,0) = [M (e (1) = M (lu (OIF)] Av () + f (w () = £ (2 1))

29



Por (4.12), existe una constante Cy > 0 tal que
|Av ()] < Co, VE € [0,T1] . (4.14)

Por el teorema de valor medio, desigualdad de Sobolev-Poincaré y (4.14), se obtiene

h(t;u, )], < [MQBIQ (Bo 00} 6

4.15
+E BV (B + 05 %)] [au(t) - Av(t),, o8

donde My ;= sup {|M’ (s)|; 0 < s < B max {R%,C3}}.

Del Lema 4.1, (4.15) y Lema 3.3, existe una tnica solucién w sobre [0, 73] del problema
(4.13) y verifica la estimativa

2

¢ ¢
Ey (t) < {2f|h(s;u,v)|2 ds| exp fFU(_s)ds , Vt € [0,11] (4.16)
0 0

donde Fy(t) := ]%ﬂt—n + w + 4 |a(t)| - De (4.16) y empleando (4.15), resulta

t
|Aw (1)] < const/ |Aw (s)|ds, Vt € [0,T1] . (4.17)
0

De (4,17) y la desigualdad de Gronwall, se tiene que |Aw (¢)| = 0, V¢t € [0.73],0 < T} < Ty,
Esto implica que w () = 0, V¢t € [0,T}]. Con esto hemos concluido la unicidad y por tanto
la totalidad de la demostracién del Teorema 4.3. O

Corolario 4.4. Supongamos que las funciones «, 3, g, M y f satisfacen las hipdtesis (H2),
(H3), (H4), (H5) y (H6), respectivamente, y que ug € H} (Q) N H?*(Q) y u € L*(Q).
Entonces existe un unico intervalo [0, Tmax| con 0 < Thsy < 00 y el problema (1.1) admite
una inica solucion u sobre [0, Tsx| tal que

u € C ([0, Tuax| ; Hy (@) N H?(Q)),
W' € C([0, T ; L2 () N L2 (0, Tins; HL (),
u” € L2 (0, Trax; H1 (Q)) .

Demostracién. Para los datos iniciales ug € Hj (Q)NH? (Q) y u; € L? (), por el Teorema
4.3, existe Ty > 0 y el problema (1,1) admite una tnica solucién u sobre [0, Tp| tal que

u e C([0,Tol; Hy () N H?(Q)),
u' € C ([0, To]; L2 (2)) N L* (0, To; Hy () (4.18)
v € L*(0,To; H1(Q)).

Ademés por (4.18), existe u (Ty) € Hy (Q)NH?(Q) y ' (Ty) € L2 (D).
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Ahora tomando como datos inciales u (Tp) € H} (Q) N H2 () y «'(Tp) € L*(Q), y
nuevamente por el Teorema 4.3, existe 77 > 0 y el problema (1.1) admite una tnica solucién
v sobre [0, T}] tal que

v e C([0,Th]; H (Q) N H?(Q)),
v' € C([0,T1]; L* () N L* (0, Ty; Hy (Q)),
v € L2(0,Th; H1 ().

Definamos la funcién

w(t) = u (t) ,8 0<t<T
Tl v(t-Ty) ,si To<t<Ty+T.

Entonces para los datos iniciales uy € H} () N H2(Q) y w1 € L*(Q), w es una tnica
solucién del problema (1.1) sobre [0, T, + T3] tal que tiene la propiedad (4.18).

Ahora consideremos para los datos iniciales ug € Hy (Q)NH? (Q) y w1 € L? (), la familia
{ui};c; de todas las soluciones del problema (1.1) sobre [0,T;] tal que tiene la propiedad
(4.18). Si T; < Tj , por la unicidad de soluciones implica que u; y u; coinciden en [0, T;].
Entonces el intervalo [0, Ty dado por

[0, Tax[ = [ J 0, T%]

iel

es el intervalo maximal de existencia de la solucién u del problema (1.1). Con esto se concluye
la demostracién del Corolario 4.4. O
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