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Caso de un Sistema no Hiperbdlico
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Resumen

Un sistema no hiperbélico en el plano, tal como

d

d_:f = ar+by+ Paz,y)
d *
d_g = cr+dy+ Q2(x,y)

puede presentar el caso en que la matriz de la parte lineal tenga un autovalor cero o
los dos autovalores nulos. En tales casos es necesario conocer el comportamiento de las
trayectorias en la vecindad de un punto singular aislado. En éste trabajo se analiza la
situacion cuando la matriz tiene sus dos autovalores nulos.

Palabras Clave: Trayectorias , ezplosiones, estructuras topoldgicas, sistemas analiticos.

1. Preliminares

Consideremos el sistema analitico

d
d—f = ax+ by + P(z,y)
d
'&% = cz+dy+ Qaz,y)

bajo las condiciones

|al + 18] + |ef + |d| # 0

c=a+d=10
a b
A= d|—ad—b0—0,
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esto es , los dos autovalores de la matriz A = ( (é Z ) son iguales a cero, siendo O(0,0) un

punto singular aislado, P;(z,y), Q2(z,y) analiticos en una vecindad de O(0,0).
Sin perdida de generalidad podemos asumir que (1) a sido transformado en

d

d—i = y+ P(z,y) )
d

7 = Q)

donde asumimos que Pa(z,y), Q2(z,y) son de orden > 2 y analiticos en la vecindad Vj(O).

Si consideramos la transformacidn

T:£=z,n=y+ P(z,v) (3)

entonces por el teorema de la funcién implicita, existe en una vecindad suficientemente
pequenia de O(0,0) una transformacién inversa

/i :.T,‘:g, y:f(g?n)v
donde f(&,7) es también analitica en V3(O) y f(0,0) = 0.

La ecuacién (3) transforma (2) en

L.
& (@)
= = Q& f(&m) + FHE FE M)+ FE(E F(Em) Qul€, F(Em)

La funcién a la derecha de la segunda ecuacion, que la denotaremos por &k (&,7), es analitica
en V3(O), con terminos de orden > 2 .
Asi, el sistema (2) a sido transformado a

d§

—_ = n

e = (5)
g = @ (f ) 7?)

En una vecindad suficientemente pequeiia de V;(0), (3) es una transformacién topoldgica,
por lo cual las trayectorias de los sistemas (2) y (4) tienen la misma estructura topolégica,
asi que podemos estudiar (5) en lugar de (2).

Por simplicidad notacional escribimos (5) como

@ =Y
g ©)
g = Qz(%y)
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al cual si le aplicamos la transformacién

T=z,y=n

resulta
ar (7)
_’r] _ Q2 £x>’732 2
a = 7

donde O(0,0) es el tinico punto singular de (7) , ademds z =0, n > 0y z = 0, n < 0 son
trayectorias positiva y negativa , respectivamente, de (7).

Sea p una vecindad ( circular ) del punto O(0,0) y I' la regién correspondiente sobre
el plano (z,n). Supongamos que existen en el plano (z,7) las semitrayectorias Ly Ly del
sistema (7) las cuales tienden al punto singular 0 y estan respectivamente a la derecha e
izquierda del eje z = 0. Asumiremos que las semitrayectorias cruzan el borde de I' en puntos
Ny Ns , en tal forma que todos los puntos entre 9] y Ny (O y N» ) son puntos interiores
deT. o

Las semitrayectorias L; y Lo corresponden a L, y L, del sistema (6) sobre el plano (z,y)
las cuales estdn a la derecha e izquierda , respectivamente, de z = 0 y tiende al punto
O(O 0) en las direcciones # = 0y § = 7 . Sean N; y N, los puntos correspondientes a
Ny y N, sobre el borde del circulo C de la vecindad . Denotemos por I'y a la subregién
de I' acotada por la semitrayectoria n > 0,z = 0, el arco NlO de la semitrayectoria
Ly y la correspondiente porcién del borde de I'(fig la) Similarmente, denotemos por I';
a la subregién de I' acotada por la semitrayectoria n < 0,z = 0, el arco N,O de la
semitrayectoria L; y la correspondiente porcién del borde deMI" . Las reglones Iy y I'; son
las imagenes de los sectores curvilineos p, y p, (fig 1b). Sea N una pequeiia vecindad de O
enteramente contenida en I' , y v, Uy las intersecciones de N con Ty y I's respectivamente.
Anédlogamente sea w una pequena vecindad de O y w* su interseccién con la unién de i, , o
y el eje positivo y, es decir, w* = w N (u; U py Ugy™).

Los siguientes lemas, cuyas pruebas se pueden encontrar en [1] y [3] , nos ayudardn en
nuestro estudio.

Lema 1.1. Con las notaciones anteriores se tiene que

i) Si 0y y Uy son sectores parabdlicos del punto singular O, entonces w* es la unidn de
una region eliptica y dos sectores parabdlicos.

i) Si v, y U2 son regiones hiperbdlicas, entonces w* es una region hiperbilica.

1) Si una de las regiones Uy, Uy es hiperbélica y la otra parabdlico, entonces w*™ es una
region parabdlica.

Lema 1.2. Sea 51 (0, k1) un punto silla simple del sistema

dx

S f(z,nz) @)
dn _ glznx)  flz,nw)

dt x2 U .
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Figura 1:

entonces

i) Si el punto singular O5(0, ko) es un nodo, la vecindad, del punto singular O(0,0) es la
union de dos sectores hiperbdlicos y dos sectores parabélicos.

i) Si 52(0, k) es un punto silla, dos de cuyas separatrices estin en ambos lados del eje
n , entonces la vecindad de O es la union de seis sectores hiperbdlicos.

iti) Si 52(0, ks) es una silla nodo, ambos de cuyas regiones sillas estdn sobre un lado del eje
1, la vecindad de O es la unidn de cuatro sectores hiperbdlicos y un sector parabdlico.

Lema 1.3. Fl sistema

&,
ffé (9)
E — —.I{:yg =+ Z'Qf(m, y) + $yf1(5'3a y} )

donde f(z,y) y fi(z,y) son analiticas en la vecindad del origen , k > 0 y f(z,0) # 0, tiene
eractamente dos semitrayectorias tendiendo al punto O(0,0) en las direcciones 8 = 7/2 y
0 = 3w /2, lus cuales son el eje y positivo y el eje y negativo.

Lema 1.4. Sean f(z,y) y ¢(z) analiticas en la vecindad del O(0,0), a # 0,b < 0 y ¢(0) = 0.
Entonces el sistema

e _
2 | (10)
7 = el e@)]+by*+ay fley)

tiene un punto silla en O(0,0), cuyas separatrices son el eje y positio y negatio , asi como
dos semitrayectorias, las cuales también tienden a O(0,0) en las direcciones 0 = 7/2 y
0 = 371/2 ; estos tultimos estdn respectivamente en el primer y cuarto cuadrante sia >0, y
en el sequndo y tercero si a < 0.
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2. Resultado Principal

Puesto que el punto O(0,0) es un punto singular aislado de la ecuacién (6), podemos
escribir tal sistema como

- y
A (4)
= = az*[1 + h(z)] + buzy[1 + g(2)] + y° f(z,y),

donde h(z), g(z) y f(z,y) son analiticas en la vecindad del origen, h(0) = ¢(0), k > 2, aj # 0.
A fin de estudiar las propiedades del punto singular O(0, 0) para el sistema ( A ) usaremos
el siguiente método. Primero aplicaremos la transformacién

T=T,YyY=mT (F)
el cual transforma (A) en
do _
dt = T,
dny 2 k-1 (4)
T = g+ @@t L+ b)) + b+ g(a)} 4 e f e, ),
luego aplicamos la transformacién
T=x,m =12 ,;dr=uzdt (F1)
(por simplicidad notacional usaremos ¢ para denotar 7) el cual transforma (A;) en
dr 0,
= = nz,
it T (42)
o = 2m a4 ()] + b il + g(2)] + nie f(z, mya?),
continuando de la misma forma aplicamos las transformaciones (F), (F}),...,(Fr—1) donde
T=, N _1 =12 , d7,_1 = xdt
y con lo cual (A) se transforma en
g‘fp T » (AT)
W~ it @ L4 (z)] + b, 1+ g(2)] + e f ().
Las transformaciones (F}),. .., (Fr_;) son distintas de (F') en el sentido de que también hace-

mos una transformacién en la variable temporal. La propiedad de la transformacién (F,._;) es
que descompone estructuras topoldgicas complicadas de los sistemas (A;_;) en estructuras
topolégicas més simples de puntos singulares de los sistemas (A;), £ = 0,1,2,..., donde
Fy=F, (Ay) = (A). Se continiia de la misma forma hasta el r—ésimo paso, cuando todos los
puntos singulares de (A;) sean simples y luego de aplicar las propiedades de la transforma-
cién inversa F,c‘1 ,k=0,1,2,...,r — 1 hallamos la estructura topolégica del punto singular
O para el sistema (A). '
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Definicién 1. Un punto singular cuya vecindad es la union de dos sectores parabdlicos se
llama punto singular degenerado. Si la vecindad del punto singular O consiste de un sector
hiperbolico y un sector eliptico, se dird que O es un punto singular con regién eliptica.

El siguiente resultado es el principal del articulo

Teorema 2.1. En el sistema (A), k=2m+1(m>1) y
A =02 +4(m+ 1)agms,. Se tiene que

1. Sib, =0 0b, # 0 conn > m, entonces el punto singular O es un centro o foco si
Gamye1 < 0; y es un punto silla 81 agpmyr > 0.

2. 8ib, #0 conn < m entonces

a) St azmy1 > 0, el punto singular O es un punto silla.
b) St asmi1 < 0 y n es par, entonces O es un nodo topoldgico.

c) Siagms1 > 0 y n es impar, entonces O es un punto singular con region eliptica.
3. Sim=nyb, #0, se tiene

a) Si A <0, entonces O es un centro o un foco.

b) Si A >0 y asmer > 0, O es un punto silla; si A > 0 y agme1 < 0, O es un nodo
topolégico si n es par y O es un punto singular con region eliptica sin es impar.

Prueba
Hay exactamente dos direcciones en el cual las trayectorias del sistema (A) pueden acercarse
al punto singular O(0,0); estas son las direcciones 0 y 7.

Para la prueba de la primera parte , tenemos por hipétesis b, = 00 b, # 0y n > m.
Para todo r tal que 1 <r <m — 1, se tiene

2m —2r+ 224, n—r+12>2n—m+22>3

Para cada r existen cuatro direcciones tal que las trayectorias del sistema (A,) pueden tender
al punto singular 0,.(0,0) : 0, 7, 7/2, 37/2 . Por lema 3, para 1 < r < m — 1 hay sélo dos
semitrayectorias tendiendo a O, en las direcciones 7/2y 37/2:2 =0, n, <0;z =0, 75, > 0.
Ahora por las propiedades de las transformaciones Fj y el lema 1 , para cada semitrayectoria
L del sistema (A) en el plano cortado (z,y) el cual tiende a O (en la direccién 0 o ) le
corresponde una semitrayectoria L, de cada uno de los sistemas (4,) ,7 =1,2,...,m—1,m
en el plano cortado (z,7,), el cual tiende al punto singular O, y ademas esta correspondencia
es uno a uno. Por este motivo, el estudio del punto singular O del sistema original (A) se
reduce al estudio del punto singular O,,(0,0) del sistema (A,,):

dz. .

df - nm ’

d

Do~ —l, + a1+ h(@)] + boa™ 0,1+ g(@)] + 1 £ (™).
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Las direcciones en las cuales las trayectorias de este sistema pueden aproximarse a O,,(0,0)
son determinadas por la ecuacion

z[(m + 1)1, — azmi12°] =0 (11)
Se presentan dos casos:

ax = agmy1 < 0: En éste caso las semitrayectorias del sistema (A,,) pueden tender a O,
sélo en las direcciones m/2 y 37/2 . Como ya se habia indicado, hay exactamente dos
de tales semitrayectorias (z = 0,7,, > 0; z = 0,n,, < 0). Por tanto no hay trayectorias
sobre el plano cortado (z,7,,) que tiendan a O,,(0,0). Luego, ninguno de los sistemas
(Am-1), (Am—2),...,(A;) tienen tales semitrayectorias y entonces el sistema original
(A) no tiene trayectorias que tienden a O en una direccién definida. Esto significa que
O es un foco o un centro para el sistema (A).

ay = agm41 > 0: De la ecuacién (11) observamos que hay cuatro direcciones adicionales, (
ademas de 7/2 y 37/2 ), en las cuales las semitrayectorias del sistema (A,,) pueden
acercarse al punto Oy,:

-

arctan i , T+ arctan i ;
m+1 m+1

arctan | —, | 22m+l , ™+ arctan | — L
m+1 m+1
Se puede ver que los puntos (0, A /“;;"—:11) y (0, \ /‘-..-T—_:ll) son puntos sillas simples

para el sistema (Ap41). Luego, segiin el lema 2, la vecindad canénica del punto singular
O, del sistema (A,,) es la unién de seis sectores hiperbdlicos y el punto O,, tiene seis
separatrices, dos de los cuales son los semiejes z = 0,1,, > 0y z = 0,n,,, < 0.
Finalmente, para ir del sistema (A;) al sistema (A) se usa el lema 1 obteniendose que
0(0,0) es un punto silla de (A).

Ahora probemos la parte (2) es decir bajo la hipotesis que b, # 0, n <m. Cuandor =n
, el sistema (A,) es

dr .
gt n" 2 (An)
Ti?jti = =1 + am1 2?21+ (@) + bawna[l + 9(2)] + niz f (2, n,2").

Aqui 2m — 2n 4+ 2 > 4 y asf las direcciones de las trayectorias de (A,) se obtienen de

) . . . . . bn bn
Tal ecuacién origina seis direcciones 7/2, 37/2, 0, m, arctan(;2;), 7 + arctan(;»;) y por el

lema 3 hay tnicamente dos trayectorias tendiendo a O,, en las direcciones 7/2 y 37/2:z =
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0,m, >0y z=0,n, <0.Para estudiar las trayectorias tendiendo a O,, consideremos el
sistema (Apyi1):

dx

E = MpuT,

d??ﬂ, m—2in Y3

Tﬂ batps1[l + g(z)] — (R + 1)U3+1 + agmp12*™ 2 [L + h(z)] + Tfrri-H$ f(@, +1)-
Del sistema (An+1) se ve que sus puntos singulares son O,41(0,0) y O*(0, nbﬁ)' Ademis se

puede calcular que para el punto O* se tiene que A= —(fﬁ) < 0, asf que O* es un punto
silla del sistema (A,4;). Este punto tiene dos separatrices a lo largo del eje z = 0 y los
otros dos estan a ambos lados de este eje. Para el punto singular O, ;, también se tiene
que A=0y o = b, # 0, lo cual nos indica que el punto singular O, 4, del sistema (A,;)
es un nodo si aopmy1 < 0 y un punto silla si agpny1 > 0. Por la segunda parte del lema 2,
si @ams1 > 0 la vecindad canénica de O,, es la unién de seis sectores hiperbdlicos y por
la primera parte de tal lema , si as,+1 < 0 la vecindad de O,, es la unién de dos sectores
hiperbdlicos y dos sectores parabdlicos (fig 2a). Podemos ahora caracterizar el punto singular
0(0,0) del sistema (A), procediendo sucesivamente a través de las sucesiones de los sistemas
(An—l)a (A'n—2)1 o Gl (A'r'): i g (Al)a (A)

Notemos que en el caso n < m bajo consideracién, la desigualdad 2m — 2r + 2 > 4 se
tiene que para r, 1 <r <n — 1. As{ el paso del sistema (A,) a (A,-1), (An_2),...,,
(A1), (A) es llevado tan igual como en el caso n > m y asi conseguimos al mismo tiempo que
sl @ams1 > 0 el punto O(0,0) es un punto silla. Si az41 < 0 la paridad del nimero n juega
un rol, puesto que la transformacién z = x, n,_, = 1, x mapea puntos del segundo y tercer
cuadrante en el plano (z,7,) sobre puntos del tercer y segundo cuadrante, respectivamente,
en el plano (z,7,_,). Asf el retrato de fase del sistema (A4,_1) en la vecindad de O,_; es como
est4 mostrado en la fig. (2b) si b, < 0; y si b, > 0 el retrato de fase es obtenido por reflexién
en el eje z. Asi los retratos de fase de los sistemas (A,—2), (An-3),..., en la vecindad del
origen son descritos alternativamente por las fig (2a) y fig (2b). Luego el retrato de fase del
sistema (A;) en la vecindad de (0;(0,0) es semejante al del sistema (A,) para n impar y
semejante al de (A,_;) para n par. Finalmente para ir del sistema (A;) al sistema (A) se usa
el lema 1 obteniéndose que el punto singular O(0,0) es un nodo topolégico si n es par y un
punto singular con regién eliptica si n es impar.

Ahora veamos el caso (3), es decir cuando m = n.

Para r = m = n, el sistema (A,) es

e on
= = T+ Gamnn 21+ (@) + buan 1+ 9(2)] + mn,2 f(@ ™).

Las direcciones en las cuales las semitrayectorias del sistema (A,,) pueden tender al punto
singular O,,(0,0) son dadas por la ecuacién

z[nZ (1 + m) — b — Gzms12°] = 0 (13)
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Figura 2:

Por lema 3, las tnicas trayectorias que tienden a O,,(0,0) en las direcciones 7/2 y 37/2 son:
r=0,n,>0yz=0,mn, <0.Sea A =02+ 4(m + 1)agm+1. Se presentan tres casos:

A < 0: Por la ecuacién (13) 7/2 y 37/2 son las tdnicas direcciones en las cuales las semi-
trayectorias de (A,,) pueden tender a O,,. Pero entonces como en la parte (1) (n > m),
ninguno de los sistemas (A,), (Am-1), ..., (A1), (A) tienen semitrayectorias sobre el
plano cortado tendiendo al origen, asi que el punto singular O(0,0) del sistema (A) es
igual a un foco o a un centro.

A > 0: Consideremos el sistema (Ap41):

dz
E = nm+1$ )
d
Wc?:ﬁﬂ bt 1+ 9(2)] = (m+ 1)nfyy + Gam [+ R(2)] + 05412 £, D pa 2™ ),

el cual tiene dos puntos singulares 51(0, ki) y 52(0, k), donde

b+ VA bn — VA

2= 2mrD) M ameD ¥

de donde se obtiene que
A (0,]1)1) = —k; \/X y A (O,kg) = ky '\/X (15)

Si agme1 > 0, entonces VA > |by|, k1 > 0, k; < 0 y ambos puntos O, v O, son puntos
de silla del sistema (A,,41). Por consiguiente, O(0,0) es un punto silla del sistema (A).
Si @amy1 < 0, entonces VA < |b,| y los niimeros k; y ks son del mismo signo. De (15)
vemos que en este caso uno de los puntos singulares 51 6 Oy es un punto de silla del
sistema (A,,;1) v el otro es un nodo simple; ademds si b, > 0 el punto de,silla esté en el
eje Tyy1, Sobre el nodo y reciprocamente si b, < 0. El razonamiento ahora es como en
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la parte (2) (n < m, aam+1 < 0). La conclusién final es que si b, # 0, A > 0, agpir <0
y n = m, el punto O(0,0) es un nodo topoldgico para n par y un punto singular con
region eliptica para n impar.

A = 0: En este caso, de (14), se puede ver que en una cierta regién I' conteniendo el eje

Nys1s €l sistema (A,,41) tiene un tnico punto singular O(O,Tbm—) para el cual se

m+1)
tiene A= 0, o # 0. Es decir, el punto singular O del sistema (Asm+1) es una silla-nodo .
Usando el lema 2 se logra caracterizar el punto singular O, del sistema (A,,). El resto
de la prueba es como en la parte (2) , concluyéndose (para b, # 0,m =n, A =0) que
el punto singular O(0, 0) del sistema(A) es un nodo topoldgico para n par y si n impar
resulta un punto singular con regién eliptica.

3. Conclusiones

El resultado probado es sélo un caso de un sistema no hiperbdélico y para la situacion en
que k = 2m+ 1. Para tener un estudio completo deberia analizarse el caso k = 2m y también
cuando A= 0y o # 0, ver [4]. Para el caso de sistemas hiperhdlicos se puede ver [2].
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