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Resumen

Sean (V,a (u,v)) , (H, (u,v)) espacios de Hilbert con inmersién V C H densa
y compacta. Consideramos el problema abstracto siguiente

) { Bu"+M(|u|0,[u’]?)Au:f en V'
w(0)=wup ; o (0)=1u

donde B : H — H es un operador lineal simétrico y positivo ; (W, |ul,) , (Wh, |ul,)
son espacios de Banach. M es una funcidn real a dos variables de clase C' y no
negativa. En el trabajo se demuestra existencia local y unicidad de solucion del

problema (*).
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1. Introduccidon

Sean (V,a(u,v)), (H,(u,v)) , espacios de Hilbert, V C H , la inmersion de V en H es
densa y compacta. Sea A, el operador definido por la terna {V, H,a (u,v)} . Entonces, A es
un operador no-acotado, auto-adjunto y positivo de H, con espectro discreto. Asimismo para
todo a € R , el operador A% esta bien definido. En este contexto V = D (AY?) .

El modelo abstracto

u' + M |Aau|2 ABy = f
{ U(O):’lgo ;u’()O):ul (1.1)

considera como casos particulares los siguientes problemas:
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Sea  un abierto de R con frontera regular I' ; Q el cilindro Q2 x ]0,T[ 0 < T < oo con
frontera lateral ¥ =I" x ]0,T] . La ecuacién diferencial parcial no-lineal

p (@) uy + (1+ [, |Vu* dz) (~Au) = f(t) en Q
1 =il en X (1.2)
w({0) =1up; 1w (0) =uy en {2

es un modelo generalizado de la ecuacién de Kirchhoff estudiado en [8], planteada para
estudiar las vibraciones de pequeiia amplitud, de una cuerda fija en sus extremos y cuando
la dependencia de la tensiéon no puede dejarse de lado en el modelo.

Asimismo el problema mixto

p(@)uee+ (1+ [o|ul’dz) (~Au) = f(t) en Q
u=20 en X (1.3)
u(0) =wo; w(0)=wu en

Es una generalizacién de un problema estudiado por Carrler en [2].
En [18] Pohozaev , trata el sistema

W'+ (=)™ (14 [, | V™uPdz) A"u=f en Q
Tolh = Y1U = cerenene = Yo ge= 0 en ¥ (1.4)
u(0) =up; v (0) =u en (2

Obsérvese que si V = H} (Q) , H =L*(Q) , A= -A, a=1/2,8 =1, estamos
en la Ecuacién de Kirchhoff [10] ; si « = 0, f = 1, es el modelo de Carrier [2] ; si V =
HMQ) , H=L*Q),A=-A;a=m/2,3 =m, es el modelo de Pohozaev. En los
casos sefialados M (s) = 1+ s? .

Con relacion a esta formulacion, se plantea entre otros problemas, el estudio de la ecuacion
(1.1) para el caso en que la funcién no-lineal M sea no-negativa (caso degenerado). La
existencia y unicidad de soluciones locales para el caso degenerado de la ecuacién de Kirchhoff
a=1/2y =1, son obtenidas por ejemplo en Ebihara -.Medeiros -Milla [5], asumiendo
que M € C' y que | M'(s) s| < aM (s) , donde la constante a es positiva. En [4] Crippa
trata un caso bastante general suponiendo que la funciéon M € C! ([0,00)) , M(0) =0y
Vé =0, ‘gf; (s) = 0, demostrando que existe una tunica solucién local débil al problema
de Cauchy asociado a (1.1). En relacién al modelo de Kirchoff- Carrier (1.3), se tiene las
referencias [3] y [7], y donde la funcién no-lineal M es de clase C! y estrictamente positiva.
En (3], se obtiene soluciones globales con datos analiticos “suficientemente pequenos”. En [7],
se obtiene solucién local, pero en una clase mayor de datos iniciales. Para el caso degenerado
se tiene la referencia [5] donde M es de clase C' y verifica cierta condicién de crecimiento
polinomial.

Una generalizacién del modelo (1.3) se da en la ecuacién

Ku"(t)+ M (|Bu(t)[?) Au(t) = f () (1.5)

donde K y B son operadores que conmutan con el operador A y cumplen ciertos requisitos
técnicos .



Por ejemplo, para tratar el caso

p(z)u + (1+ [, |ul’dz) (—Au) = f(t) en Q
u=70 en ¥ (1.6)
w(0) =ug ; u (0) = ug en

Se tiene la referencia [6], donde se obtiene solucién local para el modelo abstracto

Bu”+M(|u|fv) Al = f
en V' (1.7)
u(0)=ug#0 ; v (0) =u
Donde V es un espacio de Hilbert, con dual V' y A, B : V — V' son operadores lineales
simétricos con (Av,v) > 0, (Bu,u) >0, u# 0. W es un espacio de Banach con VC W
con inmersién continua ; § es un ndimero real , > 1y M () , una funcién no negativa y
regular en una vecindad de |ugly, .
Otra manera de tratar unificadamente los sistemas (1.1), (1.4) y (1.7), es considerar el
modelo .

u (1) + M (4% (t) 7, [A%u () [*) A™u(t) = £ (2) (1.8)

donde la funcién no-lineal M (s,r) es no- negativa y de clase C! en las dos variables.
En la referencia [7] Izaguirre — Garcia demuestran la existencia de solucién para el caso
a=1/2; =0 ; v=1,y en lareferencia [6] de Izaguirre-Fuentes-Milla, se demuestra
la existencia de solucién para un caso méas general, que en otros trabajos del autor a ser
publicados. Una extensién natural de los casos tratados es considerar la ecuacién

W+ M (Al |40 |") aru = |

en V' (1.9)
u(0) =y
uw (0) = uy

En la referencia [12] Long trata la ecuacién de onda no lineal, con condiciones de frontera
mixtas, segin el siguiente modelo

we+ M (Jul,|Vuf) (~Au) = £ (£) en Q
=ikl en X
1.10
% + hu =0 en X ==
1%
w(0) =wuo ; u (0) =g en £
donde 2 es la bola abierta unitaria en dimensién N=1,2 .
Una natural generalizacion de estos problemas es considerar el caso
Bu"+M(1u|0,|u'|f) Au=f, en V' w(@) =uo ; o (0)=u (1.11)

Donde |u|, , |u|; son las normas en espacios de Banach convenientes.
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2. Descomposiciéon Espectral del Operador T

Sean (V,a(u,v)) , (H,(u,v)) espacios de Hilbert reales con inmersién V C H densa y
compacta.
Seab: H x H — R , una forma bilineal , simétrica (luego continua) y positiva ,esto es :

b(u,v)=0b(v,u) w,veH (2.1)
b(u,u) <0, u#0 (2.2)

Entonces (H,b (u,v)) es un espacio pre- Hilbert . Sea (ﬁ b (u, 'u)) su completacion que es

un espacio de Hilbert . Observemos que b (u,v) = B(iu,iv) , Yu,v € H ,dondei: H— H
es el operador de inmersién que es lineal , isométrico de rango denso.
Entonces V' C H , con inmersién densa continua y compacta. Sea S el operador lineal,

autoadjunto determinado por la terna {V, H,a (u,v)} Se tieneque: S: D(S)CV — H es

biyectivo, con operador inverso S~! : H — D (S) compacto, D (S) es denso en V y en I .
Ademas se verifica la relacién

5(Su,iv)=a(u,v) , ueD(S),veV. (2.3)

Observacién 1. El espacio H es isomorfo al espacio dual fuerte H' de (H,b(u,v)) Hy
la inmersién i : H — H' puede ser identificada con B: H — H'.
De acuerdo a la Teoria Espectral para operadores autoadjuntos y compactos, existe una suce-
sién ortonormal { wy, } de autovectores de S~! | para los cuales la correspondiente sucesién de
autovalores {u, } converge a cero y los autovectores forman una base para Rg (S™!) = D (A).
Entonces tenemos que existe una base numerable (wy),., de V y una sucesién creciente de
nimeros positivos (Ag).-, tales que: -

Aj b(w;,v) = a(wj,v) Vv eV, j=12... (2.4)
b(wj,’wi) = 51;;; ; a(wj,wj) = )\j 3 _j' = 1,2, ....... (25)
S?.Uj=/\j‘lUj ) j=1,2,... ' (26)

Segun la Teoria Espectral para a € R , podemos definir la potencia S% | con dominio

D(S%) = {u; %22 [b(u, w,)|* < oo }
Sou=73 7 Asb(u,wy) w, Vue€ D(SY
(’U,,’U)a = zil )\ia b (’I.L, wv) b(v,w,,)

Julf = Seul® = 352, A2 b (u,w,)?

se tiene que (D (S%), (u,v),) es un espacio de Hilbert y si a < [ la inmersién de
D (SP) € D(S) es compacta Va,f € R .

(2.7)



3. Problema Lineal
Sea T' > 0. Consideremos el problema de hallar solucién para el sistema

{ Bu" (t) + M (t) Au(t) = Bf(t)
u(0)=1up ; v'(0)=wu

en V'
Trabajando formalmente, sea v € V' . Entonces

b(u" (t),v) + M (t)a(u(t),v) =b(f(t),v)
Por (2.3)

b (iu” (t) ,5v) + M (£) b (Su(t),iv) = b(if (t),w)

Entonces desde que v es denso en H , el sistema es equivalente con

{u" (t) + M (t) Su(t) = f(t) w(0)=up ; v (0)=1u
en H'

3.1. Problema (Solucién Global)
SeaT >0y

pel (0,T]) , () =me>0 Vs € [0,T] ;

IL’ = LOO (OaT) ) |¢|Loﬂ(0"1"} S Ml .
Teorema 1. Sea a € R y 1) que verifica las condiciones (3.3) y (3.4) .

w0 €D (5
u € D(8(2a+l)/2)

f e L™ (0,T; D(Se+))
Entonces existe una tinica solucién u del problema (3.1) tal que:
u € L= (0,T; D (5*1))
'U.’ € L (O,T,D (S(‘ZOH—I)/Q))
uw € L*(0,T;D(S%))

'+ (t) Su=f en L™ (0,7;D(5%)

(3.1)

(3.2)

(3.5)
(3.6)

(3.7)
(3.8)

(3.9)
(3.10)

(3.11)



La solucién satisface el siguiente estimado de energia:

E(t) = |5 (t) |* + |2+ 2y (2) f < Dy exp (Dst) (3.12)
donde
2
CU == |S(2a+1)/zul| + 'ﬂb (0) |SCH1U"D|2 + i |f|iw(D’T;D(S(2a+])/2))
Cy =min{l,me} ;
Cy = Maz {1, My} ;
Co Cy
Dy=— ; D =—.
=g T o
Demostracién . Sea V,, = [wy,ws,........ ,Wp] C V . Luego Vm es un subespacio de

V' de dimensién finita m, e invariante bajo la accién del operador S* .
Sea entonces

m .
i=1
Donde las funciones g;,,, son determinadas por la solucién del siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias lineales

b (U, (1) ,w;) + ¥ (8) a(um(t),w;) = a(f(t),w;) Vi=12,.,m
' (3.14)
Um (0) = uom ; u,, (0) = Uim
Por la seleccién de la base especial, el sistema es equivalente con el sistema lineal de
ecuaciones diferenciales ordinarias

Gjm (1) + % (£) Xpey M Gom (8) = B(f (t),w;) = f; (t)
gim (0) = b(uo,w;) = a;

G (0) = b (u1,w;) = b;

=12,

(3.15)

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales (3.15), admite una tnica solucién en un
intervalo [0,%,,) , de donde seguimos la existencia de las soluciones aproximadas u,, para
m > 1. Seguidamente debemos obtener estimados a priori para la sucesién {um} { um } de
modo que podamos prolongarlas a un intervalo uniforme de existencia .

3.2. Estimado a Priori 1

Por linealidad la igualdad en (3.14) se verifica para todo v € V,, . Entonces haciendo
v = §?a+2y! (t) , obtenemos

(85412l (8), 5%/ 20t, () +4 () (S (2), 5710, () = (S2H/2 (8), 57172, (1)) (3.16)
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Luego

d

= {1572, (O + 9 () [S™ um (O]} < | S=H2F @O + |52, (0) | + My | S um () (3

Ahora integrando en esta desigualdad obtenemos
i(t) = |Sa+1/2' (©)]7 + mo |S2  un, (t)[?
< [Se+ 2, () + 9 () |5 (1))
<f |S°‘+1/2f(s)l ds + [y 1sa+1/2 i ()] ds + 57172, (0)
+1 (0) |S°+ uy (0)[* + My fy |S°‘+1um (s)[* ds
< lu |a+1/2+Mo |uo |a+1+T|f|L°°(OTD(Sa+1/?) +f0 lSaHﬂ”’ (s) | ds
+M; fo S"‘“um s)f ds

< Co+Cy fo
Aplicando el lema de Gronwall obtenemos

c .
|Se+12 (¢) | + |8** U (t)i 0060”/01 = Doe" (3.19)
1
luego

(um) esacotadaen L (0,T;D (S*+1))

(u;,) esacotadaen L* (O,T; D (5"’“/2)) (3.20)

3.3. Estimado a Priori 2

Multiplicando en la ecuacién aproximada por w; y luego sumando, obtenemos

Z(u Vowp)wy + % (8> (Sum (), w) wj = D (F (1), w))w (3.22)
j=1 j=1

Entonces por definicién de la proyeccién se obtiene

Luego
(u") esacotadaen L™ (0,T;D (S%)) (3.24)
y
1S%u, ()] < Mo | S (£)| + da | S*H2f (2)] (3.25)



4. Convergencia de las Soluciones Aproximadas

Para tratar la convergencia de las soluciones aproximadas utilizamos el siguiente
Lema 2. Sean X,Y,Z espacios de Banach tales que X C Y C Z , con inmersiones
continuas y la inmersién X C Y es compacta. Sea
W={uel”(0,T;X); ve€L1(0,T;Z) }

donde u' denota la derivada generalizada de u : [0,7] — X , sobre (0,7") . Entonces

Si p=o0, g >1entonces W C C([0,T] ; Z) es compacta. (4.1)

Si 1<p<oo, g=1 entonces W C LP(0,7;Y ) escompacta. (4.2)

Demostracion . ( Ver J. Simon [20] ).
Entonces , por los estimados 1,2 , tenemos que:

(un) esacotadaen L (0,T;D (S**)) (4.3)
(uj,) esacotadaen L (0,T;D (S“+1/2)) (4.4)
(ur) esacotadaen L*(0,T;S%) (4.5)

Luego , existe una subsucesion de (u,,) que continuamos denotando de la misma forma
tal que :

Um —u debil — x en L®(0,T; D (S**)) (4.6)
w, —u debil en  L?(0,T;D (S°+/2)) (4.7)
up, —u” debil — x en L*(0,T;D(S%)) (4.8)

Por las inmersiones continuas y compactas: D (A°+!) C D (AB«tD/2) C D (A%) |y el
Lema 2 , existe una adecuada subsucesién de ( u,, ) que continuamos denotando de la misma
forma, tal que :

Um —3 U fuerte en C° ([O1T]S D (S(2a+1)/2)) cc ([0, T]; Wo) (4.9)
w "%’ fuerte en CO([0,T); D(S*)) c C°([0,T); Wy) (4.10)

De (4.9), (4.10) v procediendo de forma estandar obtenemos que la funcién u es solucién
del problema (3.1) y verifica

u' +¢ (@) Su(t)=f({) en L*(0,T;D(S%)) (4.11)

Para demostrar que la solucién u verifica el estimado de energia (3.12), probaremos
primero que :

U, (t) — u(t) debil en D (S5*1) Vtelo,T] (4.12)

8



ul, () — o' (t) debil en D (S@*tD/2) v ¢e[0,T] (4.13)
ur (t) — u” (t) debil en D (S%) Vitel0,T) (4.14)

Seav eV, ; m>k . Tenemos

Sotly (1) . §otly) = S(2a+1}/’2u t S(4a+3)/4,v a5 S(2o¢+1)/2 (da+3)/4,,) —
( m(), ) m(), ) ( u(t),S v
s (Sa+1u (t) . Soz+1,U)
(4.15)
Observacién: Por (4.10)

| (S{2a+1)/2um (t) _ S(Za+1)/2u (t) ?S(4a+3)/4,v) I
< ls(2a+1)/2um (t) _ S(2a+l)/2u (t)l 13(4a+3)/4,U

m—od
=20

Anélogamente

(S(2a+1)/2u:n (t) ,S(2a+1)/21)) - (S(4a+1)/4u;n (t) ,S(da+3)/4,u2 g (S(4a+1)/4ur (i) ’ S(4a+3)/4v) _

= (SGat/2y (1) | SatD)/2y)
(4.17)
Asimismo
(S°up, (t) , S%vk) = —M (1) (S (t), S%0k) + (S fm () , S%ux) =
= () (5 (1), 5%08) + (i (1), 5% s
= — (t) (S*  up, (t) , S%0) + (f (£) , $**0) — '

= () (S** u(t) , S%) + (S9f () , S%0k) = (S°u", S%u)
Luego por el Estimado 1, (4.16), (4.17) y (4.18) , obtenemos que

{S"‘u” (t)|2 n 15(20+1)/2u: (t)|2 o |Sa+1u (t)l'z <
< iz {[s7u, (OF + |SC=02ul, O + 157w (O} (419)
< 2MgDyePrt + 2d3 [f|§o + Dyt

5. Unicidad

Sean u , z dos soluciones de (3.1) ; y= z . Entonces

y € L*(0,T;D(S*)) (5.1)
y € L*(0,T;D (S@+1/2)) (5.2)
y' € L*(0,T;D(S%) (5.3)
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y(0)=0; 3 (0)=0 (5.4)

y satisface la ecuacion

'+ (t)Ay=0 en L*(0,T;D(S%) (5:5)

Componiendo con w = 2y (t) € D (S%) en esta ecuacién, obtenemos

S{15ey @)1+ (0) |SCr2y () '} = 1) [SCr 2y 6) P < Ay |02y ()|
(5.6)
integrando de 0 a t y teniendo en cuenta que y (0) = ¢’ (0) = 0 se obtiene
t
o, ! {03 2
10 = 157 OF +mo @2y 0 < € [ n(s)as (5.7
y por el lema de Gronwall
Sy (1) = 8§@+V2y (1) =0 Vie [0,T) (5.8)
Luego u = z.
6. Problema no Lineal (Solucién Local)
En esta parte demostraremos la existencia de solucién local del problema no-lineal.
« o+ M ( lu(t)],, |u'|f) Su =f; en L%(0,To;D(5%) (6.1)
u(0) =up ; v (0) =w (6.2)

donde Wy, W, son espacios de Banach, reales, reflexivos, tales que sus correspondientes
espacios duales Wi, W[ son estrictamente convexos.

D (@12 c W, . (6.3)

D(S*) Cc W; . (6.4)

Entonces de (6.3) y de la teoria de los operadores maximo mondétonos, obtenemos las
siguientes propiedades del operador de dualidad .

Teorema 2. Si W es un espacio de Banach , real reflexivo tal que su espacio dual W* |

es estrictamente convexo. Entonces la aplicacion de dualidad J : W — W* es simple

valuada , semicontinua , maximo monétona , acotada , coercitiva y

|JU|W* . |“|W

La norma u — |u |y, es G-diferenciable sobre W — {0} y si 1) (u) = |u|,, , entonces
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Ju
[ |y

La funcién u — |u |3, es G-diferenciable sobre W y si ¢ (u) = |ul3, , entonces

v (u) = Vu#0

dw=2Ju VueWw

7. Hipdtesis sobre la Funcion M

H-1 M € C*([0,T] x [0,T] ; RY) , donde T es un niimero real positivo.
H-2 M(0,0)=0 .;y
H-3 Si s>0, entonces M (s,7) >0, Vr>0..

8. Definicién de Constantes

Aqui definimos diversas constantes que aparecen en esta parte del trabajo.
Para datos iniciales 0 # ug, u1, f convenientes, consideramos:

0 < mg = M (1, 0)

=1
2

—2 Co = |S(2°’+1)/2uli + M (|uoly) |Sa+1u012 + |f|ioo(0!T;D(A(2a+]]/2))

-3 C} =min{l,m0}

-4 Do=2

Oy € € K3

Consideremos las constantes de inmersion

C-5 v, < do | S*Tv] Yv € D(5*+1)
C—6  |vl|y < di |SC+D/2y]| Vv e D(S@+D/2)
C-7 lv], < dp |S%v]| Yv e D(S%

i |v|, < ds |SC+D/2y]| Vv e D(SCt+D/2
C-9  |S°v|, < dy|SC+D/2y| Vv e D(S@+D/2

Desde la hipétesis (H.3) podemos considerar:

C - 10 My = Sup {M (s,7)/ (s.r) € [0,doK] x [0,d3K?] }
C-11 My = Sup {M; (s,r) / (s.r) € [0,do K] x [0,d;K?] }
C—-12 M, = Sup {M. (s,7) / (s.7) € [0,doK] x [0, d2K?] }
C—-13 CQZMIIIL'{I,Mg}

C-14 D=%g
C—15 0<K?>=Dy(2MZe+d?) <1

#WL”|
C—-16 O%T—ﬁ

C—17 T0=min{T,T* 1 }

' Dy
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Consideremos el siguiente conjunto
a-l? € L*(0,To; D (S*tY)) / o' € L= (0,To; D (S2t1/2)) , " € L?(0,Tp; D (S®))
Tl v =u#0 ;| S () [P+ | S@N2y 1) P4 |52y ()P < K2 Vi€ [0.Ty)
Lemal.Sive Gy ¢ (t)=M(|v(t)]|y) , entonces

0 <mg < () Vit el0,T7] (8.1)
|9/ (t) | < Mydy + 2Madads = My Yt € [0, T*] (8.2)

Demostraciéon. Sea v € G, entonces

P @l= Ol < 00 -0l = | [v(as

t
gf |v' (s)|gds < d2 Kt
0
De esta desigualdad obtenemos :
luoly— da Kt =0 (0) o — do Kt < |0 (8),

Luego

luolo_
0 < 5 = |

Por la hipdtesis H-2

u0|0 S|ug|0—d2KT*S|UO[0—d2KtS|U(t)|O VtE[O,T*]

_ | uoly
2

00 =1 (10 @lo, 1Y ) 2 3 (29,0 = mo - 0

lo que demuestra (8.1).
Debemos ahora obtener estimados para v (t) . Tenemos por la regla de la cadena, que

WO = M (0@l v OF) (B @), +
= 2M, (jo (Oly, ' OF) (S (5, 0" Doy o

Entonces

[ (@) | < My |V (D)]g+2Ma [V (B)]y V" ()] <
< Mydy [SCa+D2y (8)| + 2Madads | S22 (1)| S0 (8)| < Midy + 2Madayds = M,

Teorema 2. Sean v € GG,
0# ug €D (S‘”‘H) (8.3)
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u; € D (S@aD/2) (8.4)
f € L2 (0, Ty; D (S1@=+1/2Y)) (8.5)

Entonces, existe una tinica solucién u € G del problema

'+ M(1v@)lo, o' OF) Su=f en L=(0,T5; D(S%)) (8.6)
w(0) =wug; v (0) =1y (8.7)

Demostracion : Procediendo como en la demostracién del Teorema 1 , haciendo T' = Ty
, V() =M (|v() g, v (t)ﬁ) y utilizando el Lema 1, se obtiene que para todo v € G
existe una tnica funcién u , tal que:

u € L (0,To; D (S°*)) (8.8)

u' e L= (0,Tp; D (SP+D/2)) (8.9)

u" € L%(0,Ty; D (5%)) (8.10)

u' +1(t) Au= f en L*(0,T;D(S%) (8.11)

y ademas satisface el siguiente estimado de energia

|Sauﬂ (t)|2 i ls{2a+1)/2u1 (t) |2 + |Sa+1u(t) |2 < K2 (8.12)
Luegou € G'.
Teorema 3. Sean ug, u, f , datos iniciales que satisfacen las condiciones del Teorema 2.
Entonces existe una tnica solucién u € G del problema (8.6)-(8.7).
Demostracién. La idea es resolver una sucesion de problemas de la forma
Z + M (1% @) lw) Az, =f en L?(0,Ty; D(S%) (8.13)
2 (0) = uo ; 2, (0) = uy p>2 (8.14)

donde z3 es la Unica solucion del problema

2+ M(|uly) Azz =f en L?(0,Ty; D (5%)) (8.15)
23 (0) =wug; 25(0) = (8.16)

Desde el Teorema 2, podemos definir una funcién S : G — G tal que Sz,-1 = 2, ,p >3
donde z, es la tnica solucién del problema (8.13)-(8.14).
Demostraremos la convergencia

M(lzp—l(t) lo s ]zjfpfl(t) |1) Sz, == M (| z(t) o, 127 () ;) Sz
débil en L> (0, Tp; D (5%))

En primer lugar probaremos que

(8.17)
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p—oo

M (1zp1lys |5 B]) = M (120, 1Z(®)])  en (0T (8.18)

En efecto;
desde que la sucesién (zi,,)ng C G , obtenemos que existe una funcién

zp— 2z debil x en L%®(0,Tp; D (S**)) (8.19)
Z,— 2  debil x en L% (0,Tp; D (SP*HV/2)) (8.20)
zy — 2" debil en L*(0,Tp; D(S%)) (8.21)

ademads por el Lema 2

P s en C([0,Tp] ; D (S@D/2)) ¢ C([0,Ty) ; Wo) (8.22)
7 =2 en C([0,Tp) ; D(5%) c C([0,Ty); Wh) (8.23)

Luego, haciendo

N, (8) = M (|2p-1 ®)lg» 121 (1)) 5 N (@) = M (|2 (®)]y, |2 (®)[3) (8.24)
\ff (Np (t) Sz (t) — N (t) Sz (t),v(t))a\dt < UJ"(Np (t) Sz (t) — N (t) Sz (t),v(ma\dt
+ | f7 (N @) Sz (8) - N @) S2(8),0 @), | at

(8.25)
desde que la funcién N € C([0,Tp]) y es acotada , Nv € L' (0,Tp, D (S%)) . Luego por

I3 (N (1) S2 (8) = N (1) Sz (1) 0 (), | dt < J 1N, (8) = N (9] 1S+ (8)] [S° (8)] dt <

< sup [N, () — N (8)]|S° 2| i |S*@)|dt < C sup |N,(t) — N ()] =30
t€[0,To] te[0,Tp)
lo que demuestra (8.18). Luego

@+ M (]2, |2 OF) Sz2= f  en L=(0,T;D(5%) (8.27)
Procediendo como en la demostracion del Teorema 1, se prueba que :

z (t) — z(t) debil en D (5**) V te[0,Ty (8.28)

2 (t) = 2'(t) debil en D(S@HV2) v ¢e(0,Ty (8.29)

zy (t) = 2" (t) debil en D (S%) V t € [0, Ty (8.30)

Entonces

152" (D)2 + |S*+12 (1) + 1S<+1= (1) <
<, Sl {lSazp (t)|2+ |S(2a+1)/2Z; (?f)|2 34 |S°‘+1zp (t)|2} < K?

p—oo

(8.31)

por lo tanto z € G .
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9. Unicidad

Sean u , z dos soluciones del problema (8.6), (8.7) y ¥y = u — z. Entonces se verifica que
y € L>¥(0,Ty; D(S*H))
y’E L® (U,To; D (S‘Z'cx+1/2))
y'e L™ (0,To; D (5%))

y0 = (@0 = 0
y satisface la ecuacion

g+ M (Julo, }) Sy= (M (Julg, lwl}) = M (1215, 171}) ) 52 en L2(0,T; D (5%)
Componiendo con w (t) = 2y (f) en esta ecuacién y teniendo en cuenta que

| M (|2()]o, 2 ®)]1) = M (lu @)y, [ @) | < Cly @) o+ Coly (B)]y (9.1)

obtenemos

*

al1soy (@) P+ () |82y (1) [P}

IA

Co |y ()lo| Sz () | 1Sy’ (£) |+

+C1 1y (&), | S22 () 1Sy (2) |

+' (8) | S@etD2y (1) |

< Gy | Sy ()| 1Sy (1) ]| + C3|S°y (1)
+C, IS(2a+1)/2y (t) [2

< C|8% () P + C |SC=+D/2y (1)]°

donde C representa diversas constantes que no dependen de t. Integrando de 0 a t y
teniendo en cuenta que y (0) = 3 (0) = 0 obtenemos

t
7 (t) _ l Sayf (t)lz + myg 'S(?a+l)/2y (t)|2 S ¢ j(; n (S) ds (92)

y por el lema de Gronwall S%/ (t) = S@a+1/2y(t) =0 Vt e [0,Tp] . Luego u = 2.

10. Aplicaciones

1. Sea 2 C R™ un abierto regular . Consideremos : p : @ — R™ | continua, positiva en
casi todo punto y acotada superiormente digamos 0 < p(z) < p,

V=H;(Q) , W=LF(Q) , H=L*(Q)

2n
1< p < — M n28 , ¥ I<p<on,si m=12
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M(s,r)=a+bs?4+cr, g>1,a>0,b>0;¢c>0.

Au= —Au , Bu = pu,

Entonces existe una 1nica solucién del problema

p(z) 2% + (a+bf,|Vu(a,t) [P de+c [l (2,1) dz) (—Au) = f en Q
u=20 en I
w(0)=wuy ; ¥(0)=1u en

2. Sea M (s) = N (s?) y J: W — W* el operador de dualidad sobre W . Consideramos
el problema

.

{ u"+ N (|uly) Au = f
u(0) =uo ; w(0) =u

En este caso si ¢ (u) = |uly, , entonces ¢ (u) = 2J (u) , Yu € W, lo que facilita los
calculos desde que no requiere que u # 0 .

En el caso que W sea un espacio de Hilbert ¢’ (u) = 2 Ju , donde J es el operador de
Riesz , (Ju, V) yyesw = (4, 0)y 5 Yy, v e W .

Como casos particulares de la aplicacién 2, para W = V = D (A"Y2) | tenemos el
problema abstracto de Kirchhoff

w'+ N (|aV%u]") 4u = f
w(0) =uo ; v (0) =w
formulado por Lions J.L. en [9]. Si W = H , se tiene el problema de Carrier abstracto
u'+ N (Jul}) Au = f
u(0)=up ; ¥ (0)=1u,

Una adecuada generalizacién de las aplicaciones (1) y (2) es considerar W = D (A%) para
obtener

{ u"+ N (| A*u?) Au = f
u(0)=uo ; u'(0) =wu

conocido como el modelo abstracto de Kirchhoff-Carrier.
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