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Resumen

El objetivo central de este trabajo es construir, a partir del algoritmo de Euclides,
uno matriz de algoritmos

(D]B : N:nxn_) N:'J.xn ; con @B(A) = (Qbij (O‘,U)),

donde B = (bij)1<i<m es una matriz fija en N}, .. La funcién ®p es llamada funcién
1<j<n

matricial algoritrﬁjiga. Aqui mostramos sus propiedades y algunas de sus aplicaciones
a la Criptografia y Ecuaciones diofdnticas no lineales. De particular interés es el caso
n =m = 1. En este sentido mostramos equivalencias entre ®p y la congruencia médulo
p de Carl Friedrich Gauss.

Palabras Clave: Funcidn matricial algoritmica, Algoritmo de Euclides, Ecuaciones
diofdnticas no lineales, Decodificacidon y codificacidn de mensajes, Congruencia mddulo
p de Gauss.

Abstract

The main objective of this work is to build, based on the FEuclidean algorithm, a
“matriz of algorithms”

mxn

¢ : N . .— N; , with ®p(A) = ((Pbij (@),
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where B = (bij)lgi_gm is a fired matriz on NJ,,.... The function ®y is called the algo-

1<j<n
rithmic matriz function. Here we show its properties and some applications to Cryp-

tography and nonlinear Diophantine equations. The case n = m = 1 has particular
interest. On this way we show equivalences between ®g and the Carl Friedrich Gauss’s
congruence module p.

Keywords: algorithmic matriz function, Fuclidean algorithm, non-linear Diophantine
equations, message codification and decoding, Gauss’s congruence module p .

1. Introducciéon y Motivacion

Un representante del concepto algoritmo, el cual aparece ilustrado con frecuencia en la lit-
eratura matemaética y constituye una herramienta fundamental, es el as{ llamado, algoritmo
de Euclides (-330 a -227).

La palabra algoritmo tiene la connotacién de un métddo preciso, que se sigue paso a
paso, para resolver un problema en un nimero finito de “iteraciones”.

Hoy en dia, la comprensién de los mas abstractos conceptos de las Matemaéticas se puede
facilitar, en alguna medida, con el soporte de programas algoritmicos.

Desde un punto de vista computacional, un algoritmo es un mecanismo de cémputo
programado, el cual debe ejecutar un nimero determinado de “iteraciones”.

Un algoritmo, no siempre es representado por un programa computacional. Su imple-
mentacion puede ser realizada por otros tipos de autématas o en su defecto por el ser hu-
mano. Varios, y diferentes algoritmos, pueden realizar una misma tarea haciendo uso de un
conjunto diferenciado de instrucciones, ejecutadas en un tiempo adecuado .

El concepto de algoritmo fué formalizado en 1936 por la MAquina de Turing, del
matematico Alan Turing [12]. Estas ideas sobre algoritmos se convirtieron en los pilares
fundamentales de la Computacién Cientifica, ver [10].

La parte central del presente trabajo consiste en construir una técnica matemadtica al-
goritmica —con base en el algoritmo de Euclides— la que posteriormente aplicamos a la Crip-
tografia y problemas de Teorfa de Numeros. Aqui mostramos la riqueza e importancia de
varios conceptos Mateméaticos y Computacionales, entre los que se encuentran: el concepto
de algoritmo computacional, el algoritmo de Euclides, el concepto de divisibilidad, el con-
cepto de funcién isomorfa, el concepto de matriz y sus propiedades, asi como el concepto de
congruencia modulo p. En este contexto, ponemos también un especial énfasis al estudio de
algunos problemas insertos en la teoria de las ecuaciones diofdnticas no lineales.

El trabajo es estructurado en cuatro secciones y un apéndice. La primera de estas sec-
ciones estd basicamente dedicada a la construcciéon de una matriz rectangular de orden m x n,
donde en cada una de sus entradas acttian ciertas funciones escalares ¢, (+), las que llamamos
“funciones escalares algoritmicas”. Para ser mas precisos, aqui construimos una aplicacién
matricial de la forma

®p : Nj o= Noyp 5 con @p(A) = (¢, (aiz))
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donde A es una matriz rectangular de orden m x n, dada por

app a2 a3 ... Qp—-1 Qin
d21 Q22 Q23 ... G2p-1 Q2 A

A z(aij) = % : 4 L g 4 € men
Aml Am2 Am3 .. Omp—1 Opn

y ®p(A) es la matriz algoritmica

¢b11 (a'll) ¢)b12(a12) v ¢b1ﬂ (afln)
def ¢b21 (a21) ¢b22 (0'22) s ¢b2n (aZn)

Pp(A) = (P, (ay)) = : ' : €Ny .
o1 (Am1)  Pbpma(@m2) -+ Db (Gmn)
con: Piy & W55l 1:8; woueq big = 1} y B = (b;;) es una matriz fija en N,,x, con todas sus

“

entradas b;; > 2,1 <4 <m, 1 < j < n. La funcién ®p asi construida, es llamada “fun-
cidn matricial algoritmica”. Ahora bién, en la segunda seccién del trabajo se muestran
sus propiedades, teoremas y aplicaciones a la codificacién y decodificacién de mensajes. A
continuacion, en la tercera seccién del trabajo, aparecen algunas aplicaciones a ecuaciones
diofdnticas no lineales. En la cuarta seccién abordamos el caso n = m = 1 y mostramos
algunas equivalencias entre el concepto de funcién escalar algoritmica y el concepto de con-
gruencia mddulo p de Carl Friedrich Gauss. Finalizamos el trabajo anexando un apéndice en
el cual proporcionamos un programa que computa el residuo de la division de dos nimeros
enteros positivos.

2. Construcciéon de la funcién matricial algoritmica

Comenzamos el trabajo revisando algunos conceptos y resultados que seran utilizados a
lo largo del mismo.
El siguiente Teorema es uno de los resultados mds importantes de la aritmética, [11].

Teorema 2.1. (Algoritmo de Euclides)

Dados dos enteros a y b, con b > 0, entonces existen unicos enteros ¢ y r tales que
a=bg+r, con 0 <r <hb.

Los nimeros q y r reciben el nombre de cociente y resto de la divisién entera de a entre

La demostracién de este Teorema es clésica, la damos con la finalidad de beneficiar la

lectura del articulo.

Demostracién.
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Si b divide a a, el resultado es valido con r = 0, por lo que ahora consideramos sdélo el
caso en que b no divide a.

Sea S={a—tb/t € Z,a—tb>0}.Sia>0yt=0,entoncesa € Sy S es no vacio. Si
a<0,seat=a—1,entoncesa—tb=a— (a—1)b=a(l —b)+b, con (1 —b) <0, ya que
b>1. Asi, a—tb > 0y S es no vacio. Por lo tanto, para todo a € Z, S es un subconjunto no
vacio de Z. Por el principio del buen orden, el conjunto S debe tener un elemento minimo
r, tal que 0 < r = a — gb, para algin ¢ € Z. Si r = b, entonces a = (¢ + 1)b y b divide q, lo
que contradice el hecho de que b no divide a. Ahora si r > b, entonces r = b+ ¢, para algin
ceZya—qgb=r=>b+c, locual implica que c=a — (g+ 1)b € S, lo que contradice que r
sea el elemento minimo del conjunto S. Por lo tanto, » < b. O

Una consecuencia de este Teorema es el Corolario 2.2 dado mds abajo. Antes de enuncia-
rlo, denotemos por N, el conjunto de todos los nimeros naturales y N* = N U {0}; también,
el simbolo x denotara el producto usual en N.

Cabe mencionar aqui que si bien el Teorema 2.1 garantiza la existencia del resto r cuando
dividimos un entero a (dividendo) entre b (divisor), no indica cémo se calcula este resto. Sélo
con el objetivo de ayudar al lector incorporamos en el Apéndice del trabajo un programa
que nos permite calcular el resto de una divisién; este programa es una adaptacién de un
algoritmo dado en el texto de R. Grimaldi, [13], p.p 217-218.

Corolario 2.2. Dados a,b € N* con b > 2, existen y son unicos los valores r;, 0 < i < n,
0<r; <b-—1, tales que
a=rg+1rib+ T‘sz + ...+ 'rn_lb"_l + r,b"

siendo n tal que a < b"L.
El Corolario 2.2 y el Teorema 2.1 dan pie a la definicién de una aplicacién sobre la cual
esta basada toda la arquitectura del articulo.

Definicién 2.3. Dados a,b € N* con b > 2, tales que,
a=r9+ b+ T’gbz +...+ ’J"n_lbn_l + r,b",

con 0 < 7; < b-—1, para todo 0 < i < n, definimos una aplicacién en N*, de la siguiente

manera:
a, si0<a<b-—1,

¢p : N*— N* tal que ¢y(a) =
rg, 81 a > b.

Sélo para fijar ideas, ilustramos con algunos ejemplos cémo opera ¢y.
Ejemplo 2.4. A partir de la definicién de ¢, tenemos:
(a) ¢3(9) =0, (b) #17(23) =6, (c) ¢8(25) =1,

(d) 413(5) = 5, (e) ¢s(9) =1,  (f) ¢s(s(21)) =0,
(g) #7(P15(96(21))) = 3.

Observacion 2.5.
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(i) Sien la Definicién 2.3, a > b, entonces ry representa al resto de la divisién de a entre b,
y por tanto, 0 < rp < b—1.

(ii) De la Definicién 2.3 podemos desprender el siguiente algoritmo :

Denotemos inicialmente 79 por ¢y,(a), donde by > 2 y a > by, esto es ng = ¢y, (a).
Entonces, para b; > 2 tenemos

T’O: SiOSTIOSbl_L
Py (0) =

T1, Si To 2 bl:
de donde
mo, si0<mp<b—1,
Ob, (Pe(a)) =

r1, sing = by.

Ahora, sea 11 = ¢, (p,(a)) ¥ 1m0 = b1, entonces para by > 2, tenemos

m, si0<m <by—1,
Bb, (M) =
T, Si M Z sz
de donde
M, si 0<m < by —1,
B, (D6, (D1 (a))) =

T2, 81 M 2> ba.

Continuando de esta manera, hasta el k—1 paso, con ¢y, _, (¢s,_,(- - - dpo(a))) = Mg—1, entonces
para by > 2 y ng_2 > bg—1, tenemos

Me—1, Si 0 < ey < by — 1,
(bbk (nk—l) =
Thy 81 Mg—1 > by,
de donde

Me—1, 81 0 <My < b — 1,

M = Py, (Po—1(Pbr_s (- - - Py (a)))) =

Tky 8L M—1 2 by
Lo que denotaremos de aqui en adelante por

M—1: si 0 $ Mk—1 S bk = 17

e = @b, © Pb—1 © Dp,_, ©...0 Ppela) =
Thky si Me—1 2 bk.

Note que este algoritmo se detiene en la k-ésima iteracion si 0 < 7,_; < bg, y puede ser
programado de manera similar al algoritmo dado en el Apéndice.
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El siguiente ejemplo, nos ilustra el algoritmo anterior.

Ejemplo 2.6.
Note la evidencia del resultado ¢g(¢7(Ps(P24(Pe2(100))))) = 6. En efecto, tene-mos

bo(D7(¢s(P2a(962(100))))) = bo(dr(Bs(24(38))))
= ¢o(d7(¢s(14))) = do(¢7(6)) = pe(6) = 6.
Conclusion:
thg O 7 © g © 2y © e2(100) = 6.

Es claro que en el ejemplo tenemos: by = 62, by = 24, b, = 8, b3 =7 y by = 9. Note
ademds, que si bp = by = ... = by = b, entonces el algoritmo se detiene en la primera
iteracién, ya que por la definicién de ¢y, la férmula ¢y(a) = ¢y(dp(a)) siempre se verifica.

Observacién 2.7.

(i) Dados z,y € N*, z > b,y > b tales que = = y, entonces ¢,(z) = ¢(y), esto hace de ¢,
una funcién para cada b € N* con b > 2.

(ii) En este contexto, el dominio de la funcién ¢, para cada b € N*, con b > 2 es el conjunto
N*, y su imagen es el conjunto ¢,(N*) = {0,1,2,...,b— 1} C N*.

(iii) La funcién ¢, al actuar sobre a € N*, con a > b, entrega el resto r, de dividir a entre b.

(iv) La funcién ¢, , para cada b € N*, con a > b, b > 2, no es inyectiva (ver Ejemplo 2.4
partes (c) y (e), mas arriba).

Teorema 2.8. Dados a,b y ce N*,con b>2,a>b y c> by sean ademads, 7o, ¥ Toc
lo primeros 0-ésimos coeficientes que aparecen en la descomposicién de a y ¢ en la base b,
respectivamente. Entonces ¢ verifica las siguientes propiedades:

(a) ¢(0) =0,

(b) ¢s(db) = 0, para todo d € N*,

(c) du(a) = du(du(a)),

(d) du(a+c) = du(de(a) + du(c)),

(e) du(a x c) = du(pn(a) x d(c))

(f) du(a x c) = du(a x dy(c))

(g) du(a x c) = gp(du(a) x c)

(h) ¢p(a+b) = ¢p(a) (“periodicidad” de ¢y).
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Observacién 2.9.
Es facil ver — a través del algoritmo de Euclides — que para todo a € N* tal que a > b,
podemos caracterizar la funcién ¢, de la siguiente forma:

op(a) = r, si y solo si, existe g € N*, tal quea =r+bg,con 0 <r <b—1.

Por ello y por la Observacion 2.5, es que nombramos a la aplicacién ¢, de “funcion escalar
algoritmica”. La funcién escalar algoritmica, puede pensarse como un proceso iterativo, del
cual obtenemos en k iteraciones, un nimero natural 7, tal que 0 < 7 < by.

A continuacién nos valemos de la caracterizacion de la funcién escalar algoritmica ¢y,
dada por la Definicion 2.3 para demostrar el Teorema 2.8.

Demostracién del Teorema 2.8

(a) Note que existe ¢ = 0 € N*, tal que 0 = 0 4 0b, osea, ¢,(0) = 0. También esta parte
del Teorema 2.8, puede ser probada, usando la Definicién 2.3.

(b) Note que existe ¢ = d € N¥, tal que db = 0 + db, o sea, ¢p(db) = 0.

(c) Sea ¢y(a) = roq, entonces, ro, < b — 1. Esto y de la Observacién 2.5 implican que
$5(T0a) = T0a, € decir, Pp(dp(a)) = Toa = du(a). -

(d) Sean ro, = ¢p(a) y roc = ¢u(c), entonces existen ¢; y ¢o € N*, tales que a = roo + q1b
yec=rgc+qeb,con0<rg, £b—1y0<rp. <b—1. 0sea, existe g = q; + g2 € N*, tal que

(a+c) = (roa + 7o) + gb. (2.1)
Por otro lado, sea ¢y(a + ¢) = To(a+c), entonces existe gs, tal que
(@ +¢) = Toa+e) + s, (2.2)

con 0 < To(ate) < b— 1. Ahora de (2.1) y (2.2) logramos encontrar un g4 = q — g3 € N¥,
(6 g4 = g3 — g € N*) tal que (100 + T05) = To(a+c) T+ 44b, 0 5€a Py(T0a + T0c) = To(a+c). De donde

Bo(du(a) + P(c)) = du(a + c).

Esto finaliza la demostracién del item (d).
(F)—(g) Sea ¢y(a) = roq, entonces existe ¢; € N*, tal que a = rga+1b, con 0 < rp, < b—1.
Ahora, para todo z € N* tenemos

Pu(zxc)=¢gulc+ct+c+...+c)=dlc+(c+c+...4+¢)) -

@ z— veces (E) - @

= dy(pp(c) + do(c+c+...+¢)) = du(dp(c) + do(c) + dulc+c+...+¢)) = (2.3)
z—1 veces z—2 veces

DD 6u(0(0) + 9u(0) + .. u(c) = dr(zn(c)).

7

v~
Z veces

Ahora, haciendo el cambio de variable z = a en la ecuacién (2.3), se sigue entonces que
dp(a % c) = ¢yp(app(c)). La demostracién del item (g) es andloga.
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(e) Sea ¢y(a) = roq, entonces existe ¢; € N*, tal que a = roq + q1b, con 0 < rpy < b — 1.
Usando elitem (f), probado anteriormente, tenemos

to(a xc) = plagy(c)) = dp((roa + q1b)p(c)) =
= $u(roadn(c) + 11586(c)) “= B (roati(c)) E gu(du(a)du(c))-

Esto finaliza la demostracién del item (e).
Para demostrar el item (h), basta utilizar los items (d), (b) y (c). Por tanto, el Teorema
2.8 queda completamente probado. O

Corolario 2.10.
Sean aj,as,...,a, € N*, y sean p, b € N*, tales que b > 2y p > 1. Entonces:

(1) (D> _hoar) = o6 (Do Pe(ar)),
(i1) o(I15=, ax) = do(I Tk, dular))-

Demostracién: Se desprende directamente del Teorema 2.8, {tems (c) y (d).

Por otro lado, resulta evidente el siguiente corolario

Corolario 2.11.
Sean a, p, b € N*, tales que b > 2 y p > 1. Entonces:

o(a”) = du([dp(a)]”).
Demostracion: Se desprende del Corolario 2.10, item (ii).

Definicién 2.12 (Funcién Matricial Algoritmica)
Dados a;j,b;; € N* con b;; > 2, para todo 1 <4 < m,1 < j < n. Consideramos ahora
Prij, 1 <4 <m,1 < j < n funciones escalares algoritmicas de la forma

a7, 81 0 <dy < by —1,
¢b’i,j i N*—> N*, tal que beij (U"ij) =
T0445 si Q55 > b”
A partir de ellas, construimos una aplicacién matricial ®p:
®p : N7 xn— Nioxns con (A) = (¢u,;(ai5)),

mxn?

donde A es una matriz de orden m x n construida a partir de los a;;:

a;x Q2 a3 ... Qip-1 Qin
Q21 G2z Q23 ... Q2p-1 Q2p »

- =(aij) e : . : " 2 : € Ninsn:
Am1 Am2 Am3 ... Omp-1 Onn
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con
by (a11)  dppl(are) ... . (amm)
By(A) & (@5, (o)) = ¢621Eﬂz1) Bbyy (a22) i ¢b2n€0‘zzn)

¢bm1 (.a'ml) ¢bmg (amia) v qsbmn éamn)

Aqui, B = (b;;) es una “matriz de base” fija en N}, ., con todas sus entradas b; > 2.

La aplicacién ®p, asi construida, la llamamos funcidn matricial algoritmica. Esta funcién
matricial posee interesantes propiedades.

€ Nouxn

Teorema 2.13.
Dadas A, B y C matrices en Ny, ., con A = (a;;), B = (b;j) y C = (ci;), tales que b;; > 2,

mxn?
con a;; > bi; y ¢;; > bij. Entonces la funcién matricial algoritmica ®g, verifica las siguientes

propiedades:

(a) 28(0) = O,

(b) ®p(dB) = O, para todo d € N,
(c) ®p(A) = Pp(Pr(A)),

(d) ®s(A +C) = 5(2p(A) + ®5(C)),
(e) @p(dA) = Pp(dPp(A)),

(f) Dadas B = (b;;), E = (ey;), F = (fi;) € N}

pXp?
(dij), asi dij = Y 7 _, €irfrj, 1 < 14,7 < p, entonces

con b; >2 SeaE-F=D=

Bp(E - F) = (60, (dig)) = (b0, o (€ix) X by, (Fr7))).

k=1

(g) Sea G = (g;5) € N,

pxps UNA matriz cuyas entradas g;; son tales que g;; < byj,
con b;; > 2, para todo 1 <7 <m, 1 <j < n. Entonces,

33(G) = G.

Y en particular tenemos,
(h) ®p(I) =1, donde I denota a la matriz identidad en Ny, .,
(i) ®p(A + B) = ®p(A) (“periocidad” de Dp).

Demostracién:

Las demostraciones de (a)-(g) siguen inmediatamente del Teorema 2.8 y de la
definicién de ®p. La demostracién del item (h) sigue de la definicion de ®g, y
del hecho que b;; > 2> 0,b;; > 2> 1, paratodo 1 <i<m,1 < j < n. El item
(i) sigue directamente del item (h) del Teorema 2.8. O

Observacion 2.14.
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Es interesante observar que si A = (a;;), B = (bi;) v C = (¢i;) € N, son tales
que b;; = 2, ¢c; = 2, paratodo 1 < i< m,1 < < n, entonces la siguiente
operacién matricial puede ser utilizada:

¢011 (¢511(a11)) ‘75012 (¢b12(a‘12)) sitos ¢cln(¢b1n (alﬂ)

Be(Ps(A)) def Peny (Prar (a21)) Bega (Pbgn (A22) ... Gegp Dby, (A2n))

Gons @ (@m1)) Benn (Bra (@m2)) -+ B (B (@)

Ahora, usando esta identidad, podemos generalizar a funciones matriciales al-
goritmicas todo el algoritmo presentado en la Observacién 2.5.

Con este fin, ilustramos esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15.
Sea A = (ai;) € N3, 4, la matriz dada por

*

21 79 45 )
A:(z;g 5 39)€N2x3‘

Sean B = (b;;) y C = (¢;;) € N3, 5 matrices de base dadas por
5 12 23 2 7 9
B_( 12 4 35)’ C_(34 8 15)EN2><3
Entonces

_ $2(d5(21))  d7(012(79))  Po(23(45))
2c(2s(a)) = (¢34(¢m(4 9)  ds(6a(5)) ¢15(¢35(39)))
_ (¢2(1) ¢7(7) ¢9(22))

$34(1) ¢s(1) ¢15(4)

. 10 4
o 114/

Un algoritmo para codificar y decodificar Mensajes:

Una aproximacion

En la Criptografia —del griego kryptos (ocultar)

dirigidas, ver [2] y referencias alli contenidas.
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y grafos (escribir), literalmente escritura
oculta — existen una gran variedad de interesantes problemas relacionados con la codificacién
y decodificacién de informacién. En su esencia, la criptografia es el arte o ciencia de cifrar y
descifrar informacién utilizando técnicas matematicas que hagan posible el intercambio
de mensajes de manera que s6lo puedan ser leidos por las personas a quienes van



Esta seccién se construye con la ayuda de los conceptos e ideas concebidas en la seccién
anterior. Aqui, abordamos algunos problemas concernientes a la Criptografia, concretamente
consideramos la codificacién y decodificacién del idioma Espanol (esto no debe por ningin
motivo restringir el andlisis). Asi, el objetivo principal de esta seccién es mostrar que, a
través de la funcién matricial algoritmica, podemos codificar y decodificar mensajes.

Los autores de este trabajo pensamos que las técnicas y métodos aqui desarro-llados
tienen una gran parte de originalidad, y pueden llegar a ser muy utiles al aplicarlos a otras
areas del conocimiento, como por ejemplo Genética, especificamente, en la traduccién y
lectura de secuencias del ADN humano.

Un punto importante a ser destacado en la seccion — que pronto describiremos — es el
concepto de “Niveles de Codificacion y de Decodificacién”. También, desde un punto de
vista didactico, esta seccién fué concebida autosuficiente. Es la sensacién de todo el grupo
de trabajo, que las ideas aqui expuestas puedan germinar y ser llevadas a otros ambitos,
como por ejemplo, la Didactica de la Matematica, Matemaéticas y Finanzas, Matematicas
Discretas, Teoria de Juegos, Computacion e Informatica, Inteligencia Artificial, Aritmética,
Ingenieria, entre otras areas del saber.

»

Definicién 3.1. (Matriz de Lenguaje)

Denotemos por S,,x, €l espacio de todas las matrices cuyas entradas contienen sélo
simbolos provenientes del alfabeto Espafiol y/o un simbolo superfluo, el que denotaremos
por &. Los simbolos en las entradas de la matriz pueden tener o no un orden pre establecido.

Llamaremos a todas las matrices de S,,x, “matrices de lenguaje”. Si . €5,,,«,, entonces:

by dim bm oo ligeg iy

lml lm2 lmS e £mn—1 lmn S
Abajo, ilustramos la Definicién 3.1, con algunos ejemplos.
Ejemplo 3.2.
c w w 8 d e j a m e
L= & qg p m 653x4, ,G= q u e & t e Engﬁ.
t ¥y u =z c u e n t e

Definicién 3.3. (Isomorfismo) Sea S el conjunto de todas las letras del alfabeto mas
un signo superfluo, todos ordenados de la siguiente forma:

S ={&,a,b,c,...,z,y,2z} = {s1, S2, S3, . . - , S26, So1, S28 } -
Sea C' el conjunto de los veintisiete primeros ntimeros naturales, més el cero, esto es:

C = {0, 1,2, - .,25, 26, 27} = {Cl,Cz,Cg, » v 56265027:‘328}-
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A partir de estos conjuntos, definimos el siguiente isomorfismo:
f:S—C,con f(sg) =c, 1 <k <28

Note, por ejemplo que: f(s5) = f(d) = 4, f(sa1) = f(s) = 20, f(s1) = f(&) = 0. Note
ademds que la funcién inversa de f, g = f~! actia de la forma

g:C — S, con sp=¢g(ck), 1 <k < 28.

Lo que nos permite concluir que d = g(4), s = g(20) y & = ¢(0).

Observacién 3.4.

(i) La definicién 3.3 no es restrictiva, en el sentido de que siempre es posible usar otros
simbolos.

(ii) A las letras del alfabeto conocidas, agregamos —con la idea de simplificar la lectura del
mensaje— un nuevo simbolo “&”, este simbolo, denotard un espacio en blanco entre
cada palabra o letras, y formard parte del cifrado y/o el decifrado del mensaje.

(iii) Cabe hacer notar que la codificacién y decodificacién de mensajes, es utilizada con
frecuencia en la contruccién de cédigos de dominios publicos y privados.

Definicién 3.5. (Matriz Transformada)

Denotaremos por T = (¢;;) a la “matriz transformada” de una matriz de lenguaje L,
esta matriz constard de m x n caracteres todos numéricos ¢;;, tales que ¢;; < 28, para todo
1<i<m,1<7<n.

Estos caracteres seran anexados a las entradas de la matriz T, a través de la siguiente
aplicacion:

F Smxn — N:nxnﬁ tal que F(L) — T, con f(lm) = tiJ', 1 S 7 S m, 1 S_] S n.

Aqui, f es el isomorfismo dado por la Definicién 3.3.
Para ilustrar esto, usaremos la matriz del ejemplo 3.2. En efecto, note que la matriz de
lenguaje

c w w 8
L={ & ¢g p m
t y u z
tiene por transformada a la matriz
3 24 24 20
T=F(L) = 0 18 17 13
21 26 22 27
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Definicion 3.6. Llamaremos “matriz de retorno” a la matriz que se obtiene de la apli-
cacién
R: N}

mXxXn

- Smxm con R(T) = (g(t'i,j))! 1 < 1 < m, 1 §J < n,

donde g es la funcién inversa del isomorfismo f dado en la Definicién 3.3. Para ilustrar esto,
usaremos el ejemplo anterior, asi tenemos que:

3 24 24 20 c w w §
R(T) =R 0 18 17 13 =& g p m
21 26 22 27 t y u =z

Ahora, sea g€ S,,x, una matriz de lenguaje; en esta matriz supondremos que se en-
contrara incorporado el mensaje que queremos codificar o decodificar. Sea también Cy =
(gij) = F(L) € N}, , una matriz, a la que llamaremos “matriz fuente”; esta matriz tiene
la particularidad de ser la transformada de una matriz de lenguaje Lo€ S,,x,, por tanto,
contiene en todas sus entradas caracteres numéricos ¢;; < 28, 1 < i <m, 1 < j < n. Tam-
bién, denotamos por C, = (pi;) € Ny, ,,,, a la matriz que llamaremos de “matriz de cddigo
personal”; esta matriz tiene la particularidad de ser asignada a la persona que codificara el

mensaje oculto en Lg. Ahora estamos preparados para dar la siguiente definicién.

Definicién 3.7. Sean Lo€ S,,xn, Co € N, ., las matrices caracterizadas arriba. Sean

B € N7 ,, una matriz de base de la forma

28 28 28 ... 28 28

28 28 28 ... 28 28

28 28 28 ... 28 28
y C;(,U, c?, ¥, ...,C%¥ una sucesién de k matrices de cédigo personal, con CS = (cgf)) €
NZ .- Llamamos al nivel en donde se computa la matriz Cy, resultante de la operacién

k
‘I’B(Z Ci™ + Co) = Cy,

m=1

como k—ésimo nivel de codificacién de la matriz Cy usando el cédigo personal (Cg(,k).

Esta definicién surge del andlisis del siguiente esquema de codificacién de la matriz C,.
Para ello utilizamos las matrices de cddigo personal (Cém) ,m = 1,2,...,k y la funcién
matricial algoritmica ®g. Por ejemplo, si estamos en el k-ésimo nivel de codificacién de la
matriz Cg, el esquema toma la forma:

k
Lo,Co, {CSV} . B R
i S N O5(2 a1 G +Co) Cr, R(Ck) = Ly
Datos para el k-ésimo nivel —} |_Algoritmo en el k-ésimo nivel | — Salida en el k-ésimo nivel

~ ~
~

Repetimos el proceso si queremos volver a codificar Cp
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En otras palabras,

Datos iniciales: Lo€ Spyxn, Co € N, ., C,(:.l) eN; ...y BeN; . . Entonces
@E(C,(f) + Cy) = C4 es el primer nivel de codificacién de Cg.
Hacemos R(C;) =1L,

Datos iniciales: L;€ S,,xn, C; € N* CE) eEN ..,y BeN, Entonces

mxn? m mxn’

CI)B(C;?) + C,;) = C; es el segundo nivel de codificacién de Cy.
Hacemos R(C;) = L,

Datos iniciales: Lo€ S, xn, Cy € N* CS'} eEN:  ..yBeN; Entonces

mxn? mxXn’

[ @B(Cf) + C3) = Cj es el tercer nivel de codificacién de Co.
Hacemos R(C3) = La,

*

y asi sucesivamente.
Note que después de k — 1 niveles de codificacién de la matriz Cg, tenemos

Datos iniciales: Ly 1€ S, xn, Cr—1 € N* (CS“) eN: . ..,yBeN; Entonces

mxn? m mxXn*

@B(C,ﬁ’“) + Ci—1) = Cyi es el k — ésimo nivel de codificacién de Cy.
Hacemos R(Cy) = Ly

Note ademads que al k—ésimo nivel de codificacién, obtenemos:

Cr = ®(CYH +Cioy) = 5(C(P + ?B(Cék_l) + Ci-2))

p sy

= ®(CY + 25(CF + 23(C{? + Cy-9)))
Cziz
ep(CyY + CF Y +CF P 4.+ €Y + Cy)

k—sumandos

Teo. 3.13

k
= 3p()_ C™ +Cy).

m=1

Este es el hecho que ha motivado la Definicién 3.7.
En lo que sigue, denotaremos por [z],, la parte entera de un nimero real z, es decir,

[2],, = max {k € Z, tal que k < x}.

El siguiente Teorema es fundamental en esta seccién, ya que nos entrega una forma

de decodificar una matriz C; codificada en el k—ésimo nivel. Sin pérdida de generalidad,
aqui s6lo damos el Teorema al primer nivel de codificacién.
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Teorema 3.8. Dadas C) = (c{))e N

y mxn, Matriz de cédigo personal, y B € N} . una
matriz de base del tipo

28 28 28 ... 28 28
28 28 28 ... 28 28
28 28 28 ... 28 28

mxn

Lo€ S, xn una matriz de lenguaje, y CS) = cﬂBuCél) € N;, ., una matriz de “decodificacion”,
con
méac{c(-l-):lgigm;lgjgn}

i
28

d= +1

pe

Tome inicialmente Cy = F'(Ly) € Ny ..., tal que

{ Dp(C) +Co) = Cy,
R(Cy) = L1€ Smxn.

Entonces

{ op(CY) +Cy) = C, 3.1)

R(CO) == IL0e Smxn-

Observacion 3.9.

(i) No olvidemos que en la identidad (3.1), la matriz C; = (ry;) € Ni,,, con r; < 28,
1<i<m,1<j<n,representa a la matriz resultante de la codificacién del mensaje
contenido en Ly, a travéz de g usando la matriz de cédigo personal Cg,l) €N, ... La
matriz (C(l), al interior de la identidad (3.1) induce la decodificacion, a travéz de &g de
la matriz C;. Lo que asegura el Teorema 3.8, es que con esa eleccién de (Cfil) regresamos
a la matriz Cg.

(ii) El Teorema 3.8 nos da una técnica matemadtica algoritmica (la funcién matricial al-
goritmica), basada en el algoritmo de Euclides, la cual permite decodificar un mensaje
codificado. Esto se lleva a cabo mediante la funcién algoritmica matricial ®. En otras
palabras, lo que es posible codificar via ®p usando (C,(,l , puede ser decodificado via ®p

usando Cfil), y reciprocamente.

Demostracion del Teorema 3.8. Suponga que el primer nivel de codificacién de la
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matriz Cy fué realizado, es decir, la identidad (I)B((CS) + Cy) = C; es valida, entonces

0g(C1 + C§) 2 y(@5(CH + Co) + C)
S—r

Cq

D &5(®p(®5(Co + c?)) + @5(CY))

D=9 g (®p(Co + CL) + B5(CP)).

De donde,
dy(Cy + (Ct(il)) = Pp((Co + C;l)) T Ct(il))
= ®5(Co+CY) +dB — CW)
= ®p(Cy+ dB + Q).
Luego,

o3(CL+C) = @p(Co + dB)
D §5(®5(Co) + &y (dB))
2 35(25(Co) + 0)

= Op(Pp(Cy)).

Y finalmente,
©p(C, + CS)) = Op(25(Cy)) 2 ®p(Co) © Co.

Esto tltimo, gracias al item (g) del Teorema 2.13, ya que las entradas de la matriz Cy =
(g:5) = F(Lg) € N}, son todas g;; < 28,1 <i<m,1 < j < n. Asi, finaliza la demostracién
del Teorema 3.8. O

Para intentar leer un mensaje codificado, debemos antes que todo realizar su decodi-
ficacién; la matriz resultante de la decodificacién tendria todas sus entradas en N*, para
intentar leer esta matriz y por ende el mensaje, debemos aplicar a esta tltima, la funcién de

retorno R. Ilustramos todas estas ideas a través del siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.10. Supongamos que un colega desde Medellin (Colombia) nos envia, a través

de su e-mail, un mensaje codificado el cual se encuentra contenido en la matriz de lenguaje

L”(iaka:focndezrzn
v

&lzochulrypy)eshu'
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Nuestro colega, nos dice que el mensaje ha sido codificado via ®p, y que deberia ser
leido, es decir, decodificado, recién en el tercer nivel de decodificacién; y que cada nivel de
decodificacion que realicemos deberfamos utilizar una matriz de cédigo personal del tipo:

®) 19 23 9 8 2 3 4 13 17 20 21 25 37 14 :
C, = () = €N
P\ 2 4 7 9 13 21 22 24 29 32 34 12 17 15 2x14:

Esta informacién se nos hace llegar a través de Internet. Por tanto, si queremos leer el
mensaje, deberfamos ser capaces de construir la matriz C; y de alli R(C,).

Si este es el objetivo, un primer paso deberia ser determinar la transformada de L. = L,
via F'. Si hacemos esto, obtenemos la matriz de codificacién F'(IL,) = C4, y por tanto

C—9111256163144527192714 «
U\ 23 0 12 27 16 27 3 17 22 12 19 26 17 26 skl

Para la decodificacién del mensaje inicial, usaremos en adelante repetidas veces el Teo-
rema 3.8. En efecto, sea B € N3, 4, una matriz de base dada por

p_ (28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28
~\ 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 28 ) °

la matriz de decodificado Cy, se calcula usando la férmula C; = dB — C,, con

méx{cg):lgigz;lgjgm}
28

37
+1] = [_ + 1] =[1,3214+1],,=2 (1)
pe

d=
28

pe
asi Cy4 € Nj, 4, y toma la forma:
G 37 33 47 48 54 53 52 43 39 36 35 31 19 42
9=\ 54 52 49 47 43 35 34 32 27 24 22 44 39 41 /-

De donde obtenemos,

18 6 2 17 4 13 27 1 15 13 6 22 18 O
21 24 5 183 6 9 21 21 8 13 14 0 11 )’

Op(Cy+Cy) =Cs = (

esto induce la matriz de lenguaje

. _(a f b pd zanm f uq &
R(C3)_L3_( e q ¢ I h m n & k /)’

Es evidente que el mensaje oculto en L3z, al primer nivel de decodificacién, no es de-
cifrable en nuestro lenguaje Espanol, por tanto, debemos avanzar a un segundo nivel de

decodificacién, para esto, de nuevo consideramos la matriz:

18 6 2 17 4 13 27 1 15 13 6 22 18 O
C3‘F(L3)_(21 24 5 18 3 6 9 21 21 .8 1834 0 11)
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Ahora, usando nuevamente la matriz de decodificado Cg,

C.— 37 33 47 48 54 53 52 43 39 36 35 31 19 42
T\ 54 52 49 47 43 35 34 32 27 24 22 44 39 41

obtenemos,

27 11 21 9 2 10 23 16 26 21 13 25 9 14
‘I’B(C3+C‘*)_C2_(19 20 26 9 18 13 15 25 20 4 7 2 11 24)'

Por tanto,

oyt m x i n

z s d g bk w)’

De nuevo observamos que el mensaje oculto en L, al segundo nivel de deco-dificacién,

sigue estando impreciso, esto nos conduce a ejecutar un tercer nivel de decodificacién. Para
esto determinamos una tercera matriz

27 11 21 9 2 10 23 16 26 21 13 25 9 14
19 20 26 9 18 13 15 26 20 4 7 2 11 24

St @

5 4
R((Cg)=]L2=( p ;"1

Cy= F(Ly) = (

y usando nuevamente la matriz de decodificado

Co— 37 33 47 48 54 53 52 43 39 36 35 31 19 42
97\ 54 52 49 47 43 35 34 32 27 24 22 44 39 41

obtenemos,

8 16 12 1 0 7 19 3 9
1

@B(c2+cd)=¢31=(17 16 19 0 5 20 21

De esta operacién, surge una nueva matriz de lenguaje:

h ol a & g
S

R(CI)Zh:(P or & e

De aqui, el mensaje enviado por nuestro colega es:

HOLA GRCIAS POR ESTAR AQUL

Por tanto, en este nivel el proceso debe finalizar, y deberfamos ser capaces de intuir que el
mensaje enviado por nuestro colega es:

HOLA, GRACIAS POR ESTAR AQUL

Observacion 3.11.
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(i) Cabe hacer notar que la matriz de cédigo personal C,, dada en nuestro ejemplo, puede
variar en cada nivel de decodificacién o codificacién. Nosotros aqui en cada nivel la
consideramos constante solo para simplicar los cadlculos.

(ii) También — como intentaremos mostrar en un préximo trabajo — la funcién matricial
algoritmica ®y tiene otras aplicaciones, una de ellas tiene relacién con la posibilidad
de codificar y decodificar un mensaje en forma parcial.

4. Aplicaciones de la funcién escalar algoritmica a ecua-
ciones Diofanticas no lineales: Un mundo de conje-
turas

La expresién “Ecuacién diofantica” se debe a Diofantos de Alejandria (255 A.D.), uno de
los grandes matematicos de la civilizacién Griega. El fué el primero en iniciar un sistemdtico
estudio de ecuaciones cuya resolucién queda en el ambito-de los enteros positivos. El obtiene
los primeros grandes logros en este campo. Diofantos escribié en esta linea de pensamiento a
lo largo de su vida, tres importantes trabajos, siendo uno de lo mds importantes el que cono-
cemos hoy en dia como “Aritmética”. En esta obra, Diofantos entrega soluciones enteras a
ecuaciones lineales (de orden superior, inclusive), estos resultados fueron un faro matemaético
que guiaba hacia la Teoria de Numeros, hasta que el matemético francés Pierre de Fermat
(1601-1665) entrd en escena.

Una ecuacién diofantica es una expresién matemaética que debe ser resuelta sélo en
niimeros naturales (Enteros) y solo en ellos, [9, 7, 13].

Un problema fundamental de la Teoria asociada al estudio de las ecuaciones diofanticas,
surge de la siguiente pregunta: ; Dada una ecuacion (o sistema de ecuaciones) dioféntica, es
posible que existan o no soluciones?.

Nosotros aqui abordaremos algunos problemas relacionados con este tipo de preguntas.
En el abordaje utilizamos como herramienta bésica la funcién escalar algoritmica, construida
a lo largo de toda la seccién §3.

En este contexto, los problemas que aqui serén tratados estan asociados a las asi llamadas
“Conjeturas de Beal y Fermat”, ver [1, 4, 5, 6] y las referencias alli contenidas.

La conjetura de Beal

Sean A, B, C, z, y, z todos niimeros naturales con z, y, 2z > 2. Si
A® + BY = C?,

entonces A, B y C tienen un factor en comin.
Una forma equivalente de escribir la conjetura de Beal’s es:

La ecuacién
A+ BY = C7?,

no tiene solucién en nimeros naturales A, B, C, z,y, z ,conz,y, z > 2y A, B, C coprimos.
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La conjetura de Fermat

La conjetura de Fermat declara que la ecuacién
An + B'f?, — Oﬂ,
no tiene soluciones A, B, C € Nconn € Ny n > 2.

Observacion 4.1.

(i) Para probar las conjeturas de Beal y Fermat es sufiente considerar exponentes z, y, 2
y n todos primos.

(ii) La conjetura de Fermat — llamada también por los teéricos de los niimeros como “El
tiltimo Teorema de Fermat” - ha sido recientemente probada (o re-probada) usando her-
ramientas muy sofisticadas. El matemaético que logré tal azana es el Inglés A. Walis (en

el ano 1996) demostrando para ello otra conjetura llamada la conjetura de Taniyama—
Shimura-Weil.

.

(iii) Nosotros no pretendemos resolver estas conjeturas, sin embargo damos un pequeno
Teorema que involucra a ambas. En la prueba de este Teorema, sélo utilizamos el
concepto de funcién escalar algoritmica. En el futuro inmediato esperamos continuar
con el estudio de estos y otros interesantes problemas.

Teorema 4.2. Sean A € N pary B € N, C' € N impares, tales que ¢g(B x C') # 1. Sean
ademds x, y, z todos primos mayores que dos. Entonces la ecuacién Diofantica

A® 4+ BY = C7,

no tiene solucién.

Corolario 4.3. Sean A € Npary B € N, C € N impares. Si ¢g(B x C) # 1, entonces
la ecuacién de Fermat
AP 4+ B? = CP,

no tiene soluciones, cuando p es un primo mayor que 2.

Teorema 4.4 Sean A € N par y B € N, C € N impares, tales que ¢7(A x B x C) # 0.
Entonces la ecuacién Diofédntica

A3+ B =C3,

no tiene solucién.
Antes de dar las demostraciones a estos resultados, seran necesarios un par de Lemas
técnicos:

Lema 4.5. Sea B € N un niimero impar, entonces ¢g(B?) = 1, y en general ¢g(B?) = 1
para todo n € N*.

Demostracién: En la demostracién del Lema usamos el Teorema 2.8, junto con la
definicién de la funcién escalar algoritmica ¢, y los Corolarios 2.10-2.11 de la seccién §2. En
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efecto, si B € N es impar, entonces el tiene la forma B = 2k + 1, con & € N. Suponga ahora

que k € N es par, esto implica que k = 2¢, para algiin t € N, asi B?> = 16t*> + 8t + 1. Por
tanto, para cada k € N par, tenemos

5(B2) = ¢s(16t2 + 8t + 1) "2 4 (45(162) + g5 (8t) + ps(1)) =
D 40+ 0+ ¢s(1) = a(ds(1)) 2 gs(1) € 1.

Ahora en cambio, si k£ € N es impar, osea de la forma k = 2t + 1, entonces

B2 =4(2t+ 1) +4(2t + 1) + 1,

v de aqui, tenemos

B*=16t>+16t+4+8t+4+1=16t>+24t +8+1
De donde, para todo k& € N impar, se tiene

.

¢s(B%) = 651662 + 24t + 8+1) 2°
ds(Pa(16t%) + da(24t) + ¢s(8) + ¢s(1)) =
2 ge(0+0+0+¢5(1) = da(ds(1)) = ds(1) ¥ 1.
Esto demuestra la primera parte del Lema 4.5.

Para la segunda parte, utilizamos el Corolario 2.11. En efecto, sea z = B? con B € N un
nimero impar, por lo probado anteriormente, tenemos ¢g(z) = 1, de donde

$5(B”) = ¢s(2") = s ([0s(2)]") = ¢s(1") = ¢s(1) < 1

para todo n € N*. Esto prueba nuestro Lema.

Corolario 4.6. Sea B € N un ndimero impar, entonces ¢g(B?) = ¢g(B), y en general
¢3(B?™*1) = ¢g(B) para todo n € N*.

Demostracién:

La demostracién del Corolario sigue del siguiente hecho. Note que

¢s(B*) = ¢s(B* x B) = ¢s(¢s(B”) x ¢s(B))
oz 4.3 #s(1 x ¢g(B)) = os(ps(B)) = ¢s(B),

y analogamente, tenemos

ps (B> ¢s(B™ x B) = ¢g(¢hs(B*") x ¢s(B))
LAY he(1 % ¢s(B)) = ¢s(ds(B)) = ¢s(B).
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Lema 4.7. Sea B € N un nimero impar, tal que B < 8, entonces ¢g(B) = B.

Demostracién: La demostracién de este Lema es evidente, y sigue de la definicién de
la funcién escalar algoritmica ¢, con b = 8.

Lema 4.8. Sea B € N un nimero par, entonces ¢3(B3) = 0, y en general ¢g(B**1) =0
para todo n € N.

Demostracién: Si B € N es un nimero par, entonces B = 2k, asi ¢s(B?) = ¢5(8k3) =
#5(8z) = 0, donde z = k* € N. Anélogamente, tenemos

¢8(32n+1) — ¢8(22n+1k2n+}.) — ¢'8(¢8(22n+1) % ¢8(k2n+1)) — ¢8(0 % ¢8(k2n+1)) =i()
Lema 4.9. Sea B € N, tal que ¢7(B) # 0, entonces ¢7(B3) =1 6 ¢7(B*) = 6.

Demostracién: La demostracion sigue el mismo anélisis que el Lema 4.5, y por tanto
aqui no la daremos.

Ahora, demostramos el Teorema 4.2, para ello argumentamos por contradiccién.
Demostracién del Teorema 4.2 Suponga que existan Ag € N pary By € N, Cy € N
impares con ¢s(By x Cp) # 1, tales que
A + Bj = Cg,

donde los exponentes z, y y z, en la expresién, son todos primos mayores que dos. Entonces,
por el hecho que ¢g es funcién, tenemos que

ds(Ag + Bp) = ¢s(C5),

de donde ¢g(ds(AZ)+ ds(B)) = ¢s(CE). Ahora del hecho que Ay es par, el Lema 4.8 implica
¢s(A%) = 0. Por tanto, tenemos directamente que:

$s(C3) = ¢s(Ap + Bg) (2)
= o¢s(ds(A7) + ds(B7)) = ds(0 + ¢s(Bf)) = ¢s(B§),

ya que dg(ds(BY)) = ¢s(By). Ahora, gracias al Corolario 4.6 y a la imparidad de By y Cy,
podemos remplazar en la expresién (2) ¢s(Bj) por ¢g(By) y por el otro lado, reemplazamos
#s(C%) por ¢s(Co). Por tanto, deducimos de (2) que ¢g(By) = ¢3(Cp). Ahora, multiplique
esta igualdad por Cp, asi tenemos

Co % ¢5(Bo) = Co x ¢5(Ch). (3)
Aplicamos una vez més ¢g a la expresion (3), de donde surge
¢5(Co x ¢s(Bo)) = ¢s(Co x ¢5(Co)) = ¢s(ds(Co) x ¢8(Co)) = ¢s(Cg) = 1.
Pero por otro lado,

$8(Co x ¢s(Bo)) = ¢s(ps(Co) x ¢s(Bo)) = ¢s(Co X By).
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Es decir,
1= ng(CQ X BD) = ¢‘8(BU X C()) .

Esto contradice claramente la hipotesis del Teorema 4.2. En consecuencia, podemos decir
que la Conjetura de Beal, bajo nuestras hipdtesis, es verdadera. O

Observacion 4.10:

(i) Note que existen infinitos productos de dos nimeros impares que satisfacen la condicién
¢s(Byx Cq) # 1, por ejemplo, 3x 7, 5x 13, etc. Pero también existen infinitos productos
de dos nimeros impares que satisfacen ¢g(By x Cy) = 1, por ejemplo, 3 x 11, 17 x 1,
ete.

(ii) Las pruebas del Corolario 4.3 y el Teorema 4.4, siguen esencialmente el mismo tipo de
abordaje que la demostracién anterior, y por tanto aqui no la daremos.

Note eso si, que el Corolario 4.3 es una consecuencia directa del Teorema 4.2. En efecto,
basta hacer x = y = 2 = p.

(iii) En esta parte del trabajo, quisimos motivar el uso de la funcién escalar algoritmica
abordando este tipo de conjeturas. Para otros problemas no lineales, lineales generales,
y sistemas de ecuaciones lineales diofanticas, la funcién escalar algoritmica y la funcién
matricial algoritmica deberian, creemos, ser de utilidad para su estudio. Comprobar
aquello, serd tema de otra investigacién.

5. Equivalencias entre la funcién escalar algoritmica y
la congruencia moédulo p de Carl F. Gauss

El matematico Johann Carl Friedrich Gauss (Gauss, 1777-1855), apodado el principe de
las Matematicas, realiz6é valiosas contribuciones en diversos campos de las Matemaética y la
Fisica, esto lo convierte con el tiempo, al decir de sus pares, en uno de los mas importantes
cientificos del siglo XIX.

Entre sus miltiples descubrientos se hallan diversos resultados sobre divisibilidad. Un
interesante aporte, en esta drea de accién, fué definir lo que es el concepto de Congruencia
Médulo p, el cual esté asociado a la divisién de dos nineros enteros. Especificamente, Gauss
da la siguiente

Definicion 5.1. (K. F. Gauss).
Sean a y b dos enteros. Diremos que a es congruente a b médulo p siempre que a — b
sea divisible por p.

Observacion 5.2.

(a) Se desprende de la Definicién 5.1 que a es congruente a b médulo p si y s6lo si existe
un k € Z tal que a = b+ kp.
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(b) Dado un cierto nimero entero p, el conjunto de los nimeros enteros puede ser dividido
en clases de equivalencia en las que los elementos de una misma clase son aquellos que
poseen el mismo resto al dividirlos por p. El conjunto de las clases de equivalencias
as{ formadas se representan en Teoria de los Numeros por Z/ [p], que debe leerse Z
modulo p. Cuando dos enteros pertenecen a una misma clase de equivalencia en Z/ [p]
decimos que son congruentes modulo p, esto es lo que en esencia dice la Definicién 5.1.

Teorema 5.3 (Equivalencia entre ¢, y la congruencia médulo)
Sean a,p € N* cona > py p > 2, tales que,

a=ro+rp+rep’+ ...+ 711"+ Tap",
con 0 <r; <p-—1, para todo 0 < 7 < n, entonces
#p(a —19) =0 siy sélo sia es congruente a rq médulo p.

Observacién 5.4. La demostracién del Teorema 5.3 es directa. Note ademds que en el
ambiente de los niimeros naturales, obtenemos la triple equivalencia:

a es congruente a ro médulo p <= ¢,(a—19) =0
<= Existe ¢ € N*, tal que a = vy + g¢p.

En otras palabras, la funcién escalar algoritmica definida en la seccién §2 del trabajo, se
encuentra entre la congruencia médulo y el algoritmo de Euclides. Si nos remitimos sélo al
conjunto N, es légico pensar, que de alguna forma, deberia ser posible demostrar, a través
de ¢, la mayoria de los resultados de la Aritmética asociados al concepto de congruencia
mdédulo p. Este debe ser, por su importancia, un tema para futuras investigaciones. En esta
direccién, nuestro grupo ha hecho algunos pequefios avances con el pre print titulado ”Entre
la congruencia de Gauf3 y el algoritmo de la divisién”, ver [8].
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6. Apéndice

Program Resto(input, output) ;

Var a,b,q,7: Integer ;

Begin

Writeln ( ’queremos determinar el resto r = ¢(a)’) ;

Writeln (’cuando el entero a se divide entre el entero positivo b’) ;

Write (‘a =) ;
Read (a) :
Write (‘b =) ;
Read (b) :

If a =0 then

Writeln ( En este caso, a = 0, por lo que g =0y r = 0.")
Else

Begin
ri=abs(a) ;
q:=0; ’
While (r >=b) do
Begin
ri=r—=b;
g:=q+1;
End
if a > 0 then
Begin

Writeln ( 'cuando dividimos’, a : 0, éntre’, b: 0. ) ;
Writeln (“el resto r =/, r: 0,".) ;

End

Else if r = 0 then

Begin

Writeln ( ’cuando dividimos’, @ : 0, éntre’, b: 0. ’.°) ;
Writeln (él resto r =0.7) ;

End

Else

Begin

Writeln ( ’cuando dividimos’, a : 0, éntre’, b: 0. ".7) ;
Writeln (él resto r = ¢p(a) =/, b—1r:0,") ;

End: End : End

Queremos determinar el resto r = ¢,(a)

cuando el entero a se divide entre el entero positivo b.
a=43

b=28

Cuando dividimos 43 entre 8,

el resto r = ¢(43) = 3
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