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EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES PARA UNA CLASE DE

ECUACIONES PARABOLICAS
NO LINEALES DEGENERADAS

Rail Tzaguirre Maguinia', Julio Flores Dionicio®, Victor Martinez Ledén®, Eugenio Cabanillas

Lapa', Alfonso Perez Salvatierra® & Victor Carrera Barrantes®

Resumen: Sea 2 C R", un conjunto abhierto, acotado con frontera regular I';
Q=0x(0,T)y X =Tx(0,T), la frontera lateral del cilindro Q. Consideremos
la siguiente ecuacion parabolica no lineal de tipo degenerado:
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u=0 en X

u(0) = ug en )

Donde, k : R® — R* U{0}, es una funcién lineal, continua 0 < a < 1, 0 < 3.

En este trabajo probamos la existencia de soluciones débiles para el problema (x).
Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales Parciales no Lineales, Ecuaciones
Parabdlicas Degeneradas, Método de Compacidad, Método de Galerkin.

EXISTENCE OF WEAK SOLUTIONS FOR A TYPE OF
DEGENERATE NONLINEAR PARABOLIC EQUATION

Abstract: Let 2 ¢ R", an open set, bounded with regular boundary I'; Q = Q2x (0,7)
and ¥ = I' x (0,7), the lateral boundary of the cylinder ). Consider the following
nonlinear parabolic equation of degenerate type:
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Where, k: R" — R* U{0}, is a continuous nonlinear function 0 < a < 1, 0 < 3.

In this paper we show the existence of weak solution of the problem ()
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8 EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES

1. Introduccion

(En esta primera parte seguimos a Showalter R. [15])

Sea 2 un abierto de R™, con frontera I'; Q el cilindro Q2 x (0,T), 0 < T < oo, con frontera lateral &
que representa un medio poroso, ocupado por un fluido (liquido o gaseoso) y este fluido se difunde
desde lugares de mayor a menor presion. Sea p(z, t) denota la presién del fluido en el punto z € €,
y tiempo t > 0 v denotamos la correspondiente densidad por p(z,t). La cantidad de fluido en
un elemento de volumen 5 C Q es / c(z)p(x,t)dz, y este define la porosidad del medio en

Q20
el punto z. Esta es la fraccién del volumen del medio accesible al fluido. El fluido es la tasa del

fluido vectorial Ji (z,1), luego la tasa por la cual el fluido se desplaza atravesando un elemento de

—

superficie Iy con vector normal 7, esta dado por / J(x,t).7dl". Entonces la Ley de Consevacién
Iy
de fluidos aporta la forma integral:

a -
—/ c(m,t)p(x,t)dar:-l—/ J.vdl = f(z,t)de;. §2p 5 T =05
ot J q, s Q

En la cual f(z,t) denota cualquier fuente de densidad distribuida. -

Suponiendo que el flujo vy la densidad son diferenciables, se puede escribir esto, en la forma
diferencial:

Ec(m}p(:‘c,t) +V.J(x,t) = f(z,t), z€Q
Segtin la Ley de Darcy’s, el flujo depende del gradiente de la presién. Una de las formas de esta

dependencia es:

R AL

Esto define la permeabilidad k(z) del medio poroso. El valor de k es una medida de la facilidad
con la cual el fluido fluye a través del medio y u es la viscosidad del fluido. Esto es, 1/k es la
resistencia del medio al flujo y u es una correspondiente propiedad del fluido. Finalmente, el tipo
de fluido considerado es descrito por la ecuacion de estado:

p=s(p)

La funcién s(.) que relaciona la densidad y la presion es monétona. En efecto, esta es usualmente
seleccionada como estrictamente creciente.
Reemplazando las cantidades apropiadas anteriores obtenemos:

J - k(x)

Ac(@)s(p(x, 1) = V.TﬁS(p(m,t)) = flz,t), z€Q, t>0

P
Donde S(p) = / s(g)de. Introduciendo la variable u = S(p), obtenemos la ecuacién general del
J o

medio poroso:

J = k(1) = _ .
»l(:)—f(‘(;r)a(u(;x:.t)) - V. ( )Vrr{p(.z,’.?‘)) = Flw ), = 8, 150
1
Con a(.) =s(.) e S71()
El caso cldsico es obtenido seleccionando una ecuacién de estado especifico al flujo de gas. Esto
corresponde a la seleccidon de la funcién

s(p) = pop”
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En la ecuacion de estado. donde pg vy a son constantes positivas con o < 1. Si el medio es
homogéneo, luego la porosidad y la permeabilidad son independientes de z € (2, entonces esto
lleva a la ecuacion clasica del medio poroso

a 1 k "
5 War D =1

Donde m = 1+ a~! Otras situaciones en las cuales esta ecuacién aparece incluye teorfa de placas
de frontera, donde m = 2, modelos de poblaciones (m > 1) y en ciertos problemas de fisica del
plasma (0 < m). La situacion m > 1, es llamada de difusién lenta, y el caso 0 < m < 1, de
difusién rapida. En el primer caso disturbios tienen velocidad de propagacion finita, contrario al
caso m = 1 y cualquier solucién que se inicie con soporte compacto continua teniendo soporte
compacto para todo tiempo posterior.

La méds simple situacién es la de un fluido tenuemente compresible. Aqui la ecuacién de estado
tiene la forma s(p) = exp cop, donde ¢q > 0, es la compresibilidad del fluido. Entonces la ecuacidn
(.) se simplifica a la ecuacién paraboélica lineal

Esta es formamente la misma que la ecuacién del calor, esto es (.) con m = 1.
Si suponemos que la ley de Darcy’s tiene la forma no lineal

- k(pVp) =
j=Kevp) e
1L
En la cual la permeabilidad depende sobre el flujo, entonces en términos de la variable u = S(p),
obtenemos la ecuacién del medio poroso casi lineal

—(%c(az)a(u(m, 23— ﬁ.iﬁ(V“Tw%(m-,t) = f(z,t), € t>0

Con a(.) = s(.) o S7!(.), como antes.
Finalmente si especializamos esto al caso de un fluido tenuemente compresible, obtenemos:

QC(;I'-)C[]’LE(.L’,f) - ﬁwﬁu(m t) = flot); zefhiz>0
ot I

Ecuaciones relacionadas con () son por ejemplo:

1
é\u'r"u' —Au+|ul/fu=0 a,p>0

z "9 (|ou]’ du |
:{7|’“_|G“ - s . k ;)% d—i + b(x)|ulfu = f ol
M)’ — A(Julu) —u? =0 Bipi=10
o — VP Vu) —uP =0 B.p>0

{
~;—f|u[”u — Alu|?u + b)) |ulfu = f a,B,p>0
(

que son tratadas en las referencias [2]. (3], [4]. [5]. [12], [18] entre otras.
En relacion a esta 1iltima ecuacién. observamos que en el caso a = 0, 3 = 0. (%) representa una
tipica ecuacién parabolica no lineal que ha ido bastante estudiada desde diversos puntos de vista
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en matematica pura y aplicada. Si « =0, 3 > 0 v b(z) = 1, el problema (x) aparece en el estudio
de fenémenos de propagacion del calos con conductividad térmica y fuentes de calor que dependen
no linealmente de la temperatura del medio. En este caso resultados de existencia y no existencia
de solucién global para diversas posibilidades de los exponentes 3, p han sido obtenidos entre otros
por Samarskii [12], [13], Ladyzhenskaya-Solonnikov-Urel'Teva [9], Galaktionov [3], [4], [5] v [6].
En particular en [5] se obtienen resultados de existencia global para 0 < 3 < p, b(x) = —1, usando
para ello la técnica del “Potencial Well” introducida por Sattinger [13], para obtener solucién
global para ecuaciones de tipo hiperbdlico con energia no positiva. En izaguirre [7],se demuestra
existencia global para a > 0,0 < 3 < p, b(x) = —1.

En este trabajo determinamos condiciones para la existencia global de solucién débil del problema
(), para el caso 0 < a < 1 y los exponentes /3, p satisfaciendo condiciones tecnicas.

2. Preliminares

Sea 2 un abierto acotado de R". Consideremos el espacio de Sobolev:

whr(Q) = {u € LP(Q); gﬁ € LP(Q) en el sentido de las distribuciones}
Que es un espacio de Banach, con norma

1
n p 1/p
Jull = (|u|ip(g} I Z )
i=1 Lr(Q)

y, WeP(Q), la clausura en W'P(Q), de C5°(Q), el espacio de las funciones infinitamente
diferenciables en {2, con soporte compacto. Este espacio es de Banach, con la norma

n p I/
]l = (z )
LP(R)

i=1
Sea T' > 0 un niimero real y X un espacio de Banach, representaremos por Z = LP(0,T; X),
1 < p < oo, el espacio de Banach de funciones (clases), u : (0,7) — X, que son medibles y
|u(z) ||y € LP(0,T), con norma

8.171'

ou
a;r;-

T
lwll o o.2:x) = (/D | u(t) II% df-) , 1<p<oo
V lullpeorxy =  sup.ess | u(t)|ly. Luego Z* = L(0,T;X*), donde p~! + ¢7' = 1. Si
0<t<T
2 < p < oo, entonces ¢ < py por lo tanto Z C Z*. También con h., denotamos la funcion
real :
hy(s) =[s|'s. 7> -1

Lema 2.1. Sea a € (—1,00) y la funcion, h, : R = R, definida por, h,(s) = |s|®s. Entonces

h, es una funcion mondtona, estrictamente crecrente.
. . s . / -
he es derivable, con funcion derivada b (s) = (a + 1)|s]".

(

(
fig ()= H._& (&), (3)

(

a+1

La aplicacién hy : LY(Q) — LY(Q), es continua, paraq > a + 1.
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Demostracion. (Ver lzaguirre [7]). =

Lema 2.2. Sea k : R* — R, una funcién continua, con k(0) = 0,definimos f(£) = k(§)E,
L(&) = k(€)|€]%, € € R, entonces:

VL(§) = k(§)§; £ e R™. (5)
Si L es convera, entonces [ es mondtona. (6)

Demostracion. (Ver Berger [1]). =

Lema 2.3. Sean X,Y, Z espacios de Banach tales que X CY C Z, con inmersiones continuas iy
la inmersion X CY es compacta. Sea

W ={ue LP(0,T;X); v € LY0,T; Z)}
donde v’ denota la derivada generalizada de w : [0,T] — X, sobre (0,T). Entonces

Sip=o00, ¢ > 1 entonces W C C([0,T]; Z) es compacta. (7)
Sil<p<oo, g=1entonces W C LY0, 1Y) es compacta. (8)

Demostracién. (Ver J. Simon [16]). =

Teorema 2.1. (Sobolev). Sea 1, un conjunto abierto, acotado y reqular de R", 1 < p < 0o.
Entonces:

Si, p<n, WpP(Q) C LY(Q); p< g < n’f’p =p’ (9)
Si, p=mn, WyP(Q) C LI(N); p < q < oo. (10)
Si, p>n, WyP(Q) c C°(Q) (11)

Demostracion. (Ver Berger [1]). =

HIPOTESIS. Establecemos las siguientes condiciones para los pardmetros o, y sobre
la funcion k:

(H-1) 0<a <1
(H-2) -1 < v < o0.
(H-3) k:R" — R, es una funcién continua y k(0) = 0.
(H-4) Existen constantes positivas C1, Cy, tales que:
ChlE]P™2 < k(&) S CLléfP2, €eR", p>a+2>2.
También consideramos los siguientes espacios funcionales:
V = WyP(Q) N L) (12)
Entonces el espacio V', dotado con la norma
= ju|.l1'.”1.p(m + ] g2y, weEV (13)
Es un espacio de Banach, reflexivo y separable v se tiene que

e H""l""’(gl) i L1+2/(1-+l)(£2) (14)
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EL OPERADOR A. Consideramos el operador diferencial:

A(u) = =V.E(Vu)Vu = Z i k(Vu)Vu), ue WaP(9) (15)

Entonces: ) !
A LP(0, T; Wy P(Q)) — LP (0, T; W=12(Q)), 5+ — =1, (16)

] 4

es un operador mondtono v hemicontinuo.
Entonces formulamos el teorema principal:

Teorema 2.2. Sea T > 0 y ug € V. Entonces existe una funcién vectorial u : [0,T] — V', tal que:

u € L>(0,T;V) (17)
A(uw) € LF (0, T; V") (18)
solucion del problema:
ho(u) + A(w) + hy(u) = 0, en LF'0,T; V") (19)
u(0) = o ' (20)
Demostracion. Sea (w;);s1, una base de V, V;, = [wy,ws,...,w,] C V. Luego V,, es un
subespacio de V' de dimension finita m.
Sea entonces: .
Un(t) = ) _ gim(t)w; € Viy (21)

Donde las funciones g;,,. son determinadas por la solucion del siguiente sistema perturbado de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales:

(ha(tem(t)), ;) + e(tem(t), w;) + (B(Vtem(t)) Vitem (t), Vw;) + (Aqy(ten(t)), w;) =0
(A) Vi=12,...,m
Um(0) = Upm — up en V

El sistema es equivalente con el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:

(*) { gsm (t) = F(tv gen;(t))
gam(o) = gﬂm

Donde:
F(t, §em(t)) = —C(t) B(t, Gem (1)) Gem () + H(Gem(t))) (22)
2 {8 = (Geseiy e ) (23)
Ct)y=A"1 A(f)= aU(f) ), @ii(t) = (Juem| wy, w;) + e(w;, wy) (24)
B(t, Gem(t ) = (9 ( ek LYY G’rr(f Fem(t)) = “"('“'S'rn(t))v“'jwVU"J) (25)
H(Gem (£)) = ((h (u-m(r)J wr). s (e (1)), W) (26)

En esta parte v para justificar la necesidad de perturbar el sistema, es necesario demostrar la
existencia de la inversa de la matriz A(#), lo cual se puede realizar de la signiente forma: Sean
A;(t). las colummas de la matriz A(t) y supongamos que

m

D aA;t) =0 (27)

J=1
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Eutonces: .
Z ((|tem ()|* + €) 0jw;,w;) =0, Vi=1,...,m (28)
j=1
Desde que (w;), i = 1,...,n, es una base para V,,, tenemos que:
Tt mn
Z |ttem (D)|* + €) ajw; = (Juem(t)|* + €) Zaj'wj =0 Vi=1l,...,m (29)
o j=0
De donde o; =0, j =1,..., m. Luego la matriz A(t), es invertible.

El sistema (*) entonces, admite solucién en un intervalo [0, t.,,), de donde seguimos la existencia
de las soluciones aproximadas 1., para m > 1, ¢ > 0 m > 1. Seguidamente debemos obtener
estimados a priori (acotaciones), para la sucesion {u.,,} de modo que podamos prolongarlas al
intervalo [0,7]. m

"ESTIMADO A PRIORI 1. Por la linealidad, la igualdad (A) se verifica para todo v € V,,.
Entonces haciendo v = u,,(t) € V,,, en la ecuacién aproximada, obtenemos:

d 1 R ed
Gy ez + 5 dt!usm( )+ k2 (Ve ()| Vitem (B + [uem(®)215 =0 (30)

~integrando en la igualdad de 0 a ¢, obtenemos:

e 053+ Sl O+ [ (BT [Vt + i ($)713) s =
= G e O+ e OF = g luonl233 + uon < C 31)
Luego
(Uem) es acotada en LP(0, T; Wy (Q)) N LYT(Q) (32)
(eY%uem) es acotada en L>(0, T; L*()) (33)

ESTIMADO A PRIORI 2. Haciendo v = u.,,(t) € V;,, en la ecuacién aproximada, obtenemos:

2
E li 2 i ; 1 d
+ Qlusm(t)l —i_ dtL(vusm(t)) + +‘)df

—|tem(t) 115 =0 (34)

2 d
m ’ ﬁh + (usm (t))

integrando en esta igualdad:

wi ),

2
d

ds

—Hha (uE,,,(s))

t
ds -+ %/ l'll-;n(b'”?ds + L(Vﬂsm(t}) + IU‘TR(IL)P.\L/) -
0 f

1
= L(v“()m) + = {)I”'Um’:zig S C (35)
Luego:
(h Uepn)) es acotada en L*(0, 773 L*(Q)) (36)
(‘”" ') es acotada en L*(0,T7; L*(€2)) (37)
(e ) es acotada en L™(0. T3 17) (38)
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Con los estimados obtenidos demostraremos que:
(ha(tem)) = ha(u) débil en L0, T; LP'/+1(Q)) ¢ L=(0, T; L2/ ®"=2)(Q1) (39)

En efecto. Sea

Wep = hu/?(usm) (4‘0)
Entonces
(wem) es acotada en L™°(0, T I-T"’Ul'p/Q(Q)) (41)
(ur,,) es acotada en L*(0,T; L*(92)) (42)
Desde que, por el Teorema 2.1
(tem ) es acotada en L®(0,T; LP"(2)): px = nT?)p > p (43)
(Vuen) es acotada en L™(0,T; LP(2)) (44)
Luego
2 o ket
Vitem = %lwsm[gvu’smu (45)
entonces

1/2 1/2
/ |‘w6m|“p/4|Vw6m|p/2d:c < (f JwEm|cvp/2) (f |w€m|") < 00 (46)
Q Q 0

Desde que, 0 < a < 1, implica ap < 2p < 2p*.
Por resultados de inmersién sobre espacios de Sobolev, se tiene que:

WP2(Q) c L/CnP)(Q) c L*(Q), n>p > a+2 (47)
La inmersién W, / () ¢ L™/@n=p)(Q)) es compacta. (48)

Hacemos ¢ = 1/m. Entonces por el Lema 2.3, existe una subsucesién de (u.,,), que continuamos
denotando de la misma forma, tal que:

W, —+ W fuerte en CO([O T] LZ(Q)) (49)

Definimos u, tal que, w = h(q41)/2(u). Entonces por continuidad:

T = h;/l,z(’wg,,l) — U= h;/‘z(w) fuerte en C°([0, T]; L*2(2)) (50)
De donde:
Ba(them) — ho(u) fuerte en CO([0, T]; LeF2/ (et (Q)) (51)
Luego:
|uem (0)]012 = [uolal? (52)
luem(T)[233 = [u(T)[513 (53)
Asimismo
Iy (tem) =+ hy(u) en casi todo punto de @ (54)
v

(h(tem)) €s acotada en LYH7F1(Q). (55)
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Por (54), (55) v el Lema de Lions:
ho(tem) = hy (1) débil en LYT27HL(Q) (56)

También obtenemos el siguiente estimado:

(ho(u-m)) es acotada en L¥*"/W"t)(q T, [P/ ) (Q)); p* = LS p (57)
n-—p

En efecto, desde la condicién (2), y haciendo
r=2p"/(p"+a), § =" +a)/a, 8 = (p* +a)/p (58)
Observamos que:

_ 2(a+1)
(a4 2)

1/6 )
rd@ < (/Q p*dQ) (/Q ‘hﬂ/Q('Unem)r :

En conclusién, podemos extraer una subsucesion de (u.,,) que continuamos denotando de la misma
forma tal que:

Fiil{ttem) = foeeblY | mtem [Mtil = lot Dttem]® 2|uE,n|"’/2 T [-uemlc"pha/g(um)' (59)

Entonces:

[ I’I‘Lamlm./2 “3'0/2(”5)'11){
Q

/e
dQ) < 0o (60)

(Uem) —> U débil—* en L>°(0,T;V) (61)
(el ) —0 débil en L2(0, T; L*(£2)) (62)
(ha(tem)) = halu) fuerte en C°([0, T]; Ll*t2/ (2D ((})) (63)
(ha(ttem)') = ha(u)’ débil en L"(0,7; L7(92)) (64)
(A(uem)) = x débil-+ en L7 (0,T; V') (65)
(hy(Uerm)) = By (1) débil-* en L*(0, T; L"2"+1(Q)) (66)
Entonces:
i g
[ ol w) ottrit — [ (ha(u)', w) pl0)dt (67)
0 0
T
E/ (v, w)p(t)dt = \/_/ Veu' w)p(t)dt — 0 (68)
"
/ (A(tem), w)p(t)dt —}/ X, w)p(t)dt (69)
Jo
T
/ (hey(tem ), w) @(t)dt — (h(u),w) @(t)dt (70)
0 Jo

Yo eV, pe D,T).
Luego la funcion u. satisface:

ha (1) + x 4 Ry (u) =0 (1)

Finalmente por el método de monotonia se demuestra que:

y = Alu) | (72)
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En efecto, sea
S
0 S Xs‘rr?, = / <-‘4(U:‘m) 0 A(‘U)J Ugpp — ’U) (H (73)
0

Tenemos que:

T T T T
/U (A(tem), Uerm) dt = -—/(; (Raltisn) Al ) dt —Ef (UL, Uem) —-/ (hey (Uern ), Uern ) i

0 0
x + 1 a+2 [ + ]- N [+ & g g -
= 2|“fm(0)|ui; - mlugm(T )'nié + Elusm(ONQ = é‘lufm(T)'? — [Uem ;ji(g) (74)
Entonces
- o+ 1 «@ o+ 1 7 | e+2
ooy = mlusm(o) uig - a—Hlusm(I) 012_
T T
- |u5m[zf+22@) —-/ (A(uep),v) dt — f (A(v), Uy — V) dt (T5)
0 0
Luego:
2 o+ 1 o QT 1 & i
0 < limsup X.,, < mmouié i lu(T)515 — |'“‘1Tf2(¢2}_
T T
- / (x,v)dt — / (A(v),u —v)dt (76)
0 0
Por otro lado:
2 2 Td +2 rd 2
(Tt - WOt = [ Fhu@itide = [ Zlho(uT)lar
o dt o dt

= ' o o (U o1 : = (« w|®2u|ul*
=2 [ (hepaulT), ool D)) = 0 42) | Pl uta - (77)

 + 2
= (a+2) /Q |u|*u'ud@ = 2:1 /Qha(u)’udQ
Luego
a+1, 0)[e+2 a+1 T [e+2 2 _
a+ 2|“‘( ) at+2 T e 2|u( ) at+2 T IU'ILJ-FQ(Q) -
& v 7
= —/ (ha(w)', u)dt — f |u(t) ngit = / (x,uydt (78)
0 0 0
Por lo tanto -
0< / (A(w) — A(w),u — v)dt, Yv € L (0, T; V') (79)
0

Y tenemos probado que Au = y.
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