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EL TEOREMA DE DULAC

Renato Benazic', Claudio Espinoza® & Liliana Jurado®

Resumen: En el presente trabajo se demuestra el Teorema de Dulac el cual establece
que si un campo de dimension compleja dos, cuya parte lineal tiene dos autovalores
resonantes en el dominio Poincaré entonces €l es analiticamente localmente conjugado a
un campo polinomial. Se estudia también el comportamiento geométrico de sus orbitas
en la vecindad de la singularidad.

Palabras clave: FEcuaciones Diferenciales Complejas, Singularidades Aisladas,
Dindmica compleja.

DULAC’S THEOREM

Abstract: In this work is proven the Dulac’s Theorem,which establishes that if a
complex 2-dimension vector field, which linear part has two resonant eigenvectors in
the Poincare domain then it is locally analytically conjugate to a polinomial vector
field. Is is also studied the geometric behavior of its orbits in a neighborhood of a
singularity.

Key words: Complex Differential Equations, Isolated Singularities, Complex
Dynamics.

1. Introduccion

Sea U C C" un abierto, un campo vectorial Z = (Z,...,Z,) : U = C" es llamado holomorfo
si y solo si todas sus funciones coordenadas Zi,...,Z, : U — C son funciones holomorfas.
Denotaremos por X (I/) al conjunto de todos los campos vectoriales definidos en el abierto U C C".

Un punto p € U es llamado singularidad de Z € X (U) si y s6lo si Z(p) = 0. Caso contrario p es
llamado punto regular de Z. Denotaremos por Sing (Z) al conjunto de todos los puntos singulares
del campo Z.

Dados Z € X(U), z0 € U v Ty € C, su Problema de Valor Inicial (P.V.I.) o Problema de
Cauchy asociado es dado por:

& = gle)

(1) &

I
g

Una solucién de (1) es una funcién holomorfa ¢ : D — U donde D C C es un disco abierto,
tal que

1. Ty e D.
2. ¢(T)=Z(p(T)); ¥T € D.
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3. ¢(To) = 20.

El Teorema de existencia y unicidad (ver [4]) asegura que el PVI (1) admite una tinica solucién
©(Ty.z0)- la cual estd definida en un disco cerrado D, [Ty de radio suficientemente pequeiio o > 0,
centrado en Ty, Mas ain, sea Alzg; r| un polidisco cerrado contenido en U, si Z € X (U) es Lipschitz
en Alzp; r] entonces se puede demostrar que (ver [1]) existe poliradio 7 < r y existe 0 < o' < «
tales que para todo z € Alzp: 7’| existe una dnica solucién ¢, : Dy [To] = Alzo; 7| del PVI:

w’ = Z(w)
w(ly) = 2)

Como consecuencia de este ultimo resultado, podemos definir la funcién
@z : D[] X Alze; 7] = Alzo; 7]
mediante
02(T,2) = ¢.(T)

Esta funcién ¢ es llamada Flujo Local asociado a Z alrededor de (Ty,zy). Es claro que el flujo
satisface las siguientes condiciones:

1. %(T’Z) = Z(p(T,2)),V (T,2) € Dy(Tp) x A(z0;7")-

i -
2. L;Q(ir[), 4) =2z, Vze A(Zo,i‘ )
3.  es una funcién holomorfa.
Para simplificar, en lo sucesivo, trabajaremos siempre con el valor inicial Ty = 0.

Definicién 1.1. Sean Uy, U, C C" abiertos, Z, € X(U)), Z2 € X(Us), pp € Uy, p» € Uy y
consideremos sus flujos locales asociados

1 : Ds(0) x Apy;r') — A(py;r) w2 : Ds(0) x A(pa; ") = A(pa; )

Decimos que Z, es localmente topoldgicamente (resp. analiticamente) conjugado a Zy alrededor
de py y pa, lo que denotamos Zy ~op Zo (TeSp. Zy ~ana Z2) sty solo si existen vecindades
abiertas V), C Uy, Vo C U, de py y po respectivamente, y existe h : Vi — Vo homeomorfismo (resp.
biholomorfismo) llamado conjugacién topolégica local (Tesp. conjugacién analitica local) tal que

h(pi(T,2)) = wa(T, h(z)), V(T z) € Ds(0) x V1

El hecho de que dos campos sean analiticamente localmente conjugados, significa
geométricamente que sus soluciones son indistinguibles salvo biholomorfismos.

El siguiente resultado, cuya demostracién puede ser encontrada en ([1]), nos proporciona un
criterio bastante 1til para determinar si dos campos son conjugados, sin necesidad de usar los
flujos.

Proposicién 1.1. Sean Uy, Vi, Uy, Vo C C" abiertos, Z, € X(U,), Z5 € X(Uy), ; € V1 C Uh,
p €V C Uy yh: Vi = Vo un biholomorfismo. Se cumple h es una conjugacion analitica local
entre Zy 4 Zo alrededor de py y py si y solo si

W(z) - Zi(2) = Zo(h(2)), ¥ z € A

En la vecindad de un punto regular, las soluciones de Z pueden ser rectificadas, mads
especificamente, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.1. (Teorema del Flujo Tubular) Sean U C C" un abierto y Z € X(U). Si zg € U
es un punto reqular de Z entonces Z es localmente analiticamente conjugado al campo constante
Y =(1,0,...,0) alrededor de zy y 0.

Para demostrar este resultado, el lector puede referirse a ([6]) v adaptarlo ficilmente al caso
complejo.

En virtud del Teorema del Flujo Tubular, podemos considerar satisfactorio el conocimiento
geométrico local de las soluciones de una ecuacion diferencial alrededor de un punto regular.
Resta entender cdmo es este comportamiento en la vecindad de una singularidad.

2. Campos vectoriales holomorfos con parte lineal no nula

En lo sucesivo, nos restringiremos a la dimension compleja 2.

Definicién 2.1. Sea U C C? abierto y Z € X(U). Decimos que z € U es una singularidad
aislada de Z si y sdlo s1 zg € Sing(Z) y existe V. C U wecindad abierta de zy tal que
Sing(Z) N (V —{z}) = 0.

Sea U C C? abierto, Z € X(U) y 0 € U singularidad aislada de Z, luego existe V' C U vecindad
abierta de 0 tal que

Z(z) = Z a1,02°, Z a % | VzeV

Q=1 Q=1

Z(z) #(0,0),V z eV — {0}

Sabemos que su derivada DZ(0) es una transformacion lineal de C* en C? y que su matriz asociada
s 2
(en la base candnica de C°) es dada por

ar(1,0) Q1,0,1) o
€ g2
az(1,0) a2(0,1)

la cual también la denotaremos por DZ(0). DZ(0) es llamada la parte lineal de Z en 0 € C* y
diremos que Z tiene parte lineal no nula en 0 € C* si y sélo si DZ(0) # 0. Si DZ(0) # 0, por el
Teorema de la Forma Canodnica de Jordan basta considerar los casos:

A O /\0]

DZ(O)“{O }\2]" DZ(O):[0 \ DZ(O):[”\ 1]

0 A
g . 2x9 - . ” .
Desde que G'L(C?) es abierto v denso en C**% (ver [5]), en lo sucesivo sélo estudiaremos campos
. - - . - 2 . .
vectoriales holomorfos con singularidad aislada en 0 € C* y con parte lineal no nula del tipo

A0

DA = [ 0 A

} = (C‘JXQ

donde Ay, Ay € T, es decir, campos de la forma

Z(z)= | Mz + Z (.n'l_Qf;'Q\/\-_gZ‘g + Z (Ig_QZQ , VI = (.‘;;\Z-_g) el

Q=2 Q=2
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donde V es una vecindad abierta (polidisco) del 0 € C? tal que Z(z) # (0,0), V z € V — {0}.
Como sabemos, este campo define el PVI

a = Mzt Z aan:Qr 21(0) = 2}
Q=2

[

I

= XoZo+ Z angQ. 2(0) = 2
Q=2

donde z5 = (29,29) e V.
Denotemos por ¢z : Ds(0) x A(0,7") — A(0,r) el flujo local de Z alrededor del 0. Dado
z = (21, 22) € A(0,7r") definimos la drbita de z bajo Z como

O2(2) = {¢2(T,2):T € C}

y denotemos por

Fz ={0z(2); z € A(0,7")}.

a la foliacion local alrededor del origen generada por Z. Observe que pz(T, z) se reduce a un punto
si y sdlo si z = 0. De esta manera, si z # 0 entonces Oz(z) es una curva.

3. Conjugacion formal y resonancias

Sea U/ C C? abierto, 0 € U y Z € X(U) con singularidad aislada en 0 € C? y con parte lineal

no nula del tipo DZ(0) = [ /})1 }(\] ], con A, Ay € C* . La EDO asociada seria
2

4 = Mz + Ail2)
4 = Jaza+ As(2) (3)

donde A;(z) = Z a0z, j=1,2.
Q=2
Consideremos un cambio de coordenadas (formal) del tipo perturbacién de la identidad

z = (21,29) = (w1 + & (w), wa + Ex(w)) = E(w)

donde &;(u Z &iow®, j =1,2; que transforme (3) en
Q=2
U’!i = Alrl't_;l + B] (U") . (_1)
wy = Agwz + Ba(w)
donde B m Z b; QU‘ J=12

Q=2
Como z; = w; + §;(w), tenemos:

2

0¢;
Ajzi+ Aj(z) = ? ()H;. = \jw; + Bj(w) + - a“',;_(“') (Aewy + Br(w))
luego
Ajw; 4+ A& (w) + Aj(E(w)) = Ay + Bj(w) + E Ap & (w) + § 05, L (w) By (w)
et ] Agsa LVt “ - J £ ke Adu; k:ld“l. w)oplw
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cancelando y reordenando

2\ 08;
/\ i) — B ) = o . ) . ’ 5)
A& (w) Z ,uu D L (w) (w) ; Ozirg.(tl )Bi(w) — A;(&(w)) (5)
Como wy—>(w) = Z qr€ W™, tenemos
a'ﬂ,‘k i
Ql=2
)\jfj(u lU Z A E} Q?l’ ZA& Z q&fj QU‘ ==
. Q=2 k=1 Q=2
= 2 biqu?
Q=2
2
o Z I:()\J - Z )‘kfﬂc) < 7 bj,Q] w?
Q|2 k=1
2
Haciendo d;0 = A; — Z Akqr y reemplazando en (5) tenemos para j = 1,2
k=1

dE; d¢;
> Giegia ~bie)u? = ot(w)Ba(w) + 5L(w)Bafuw) — As(€w)

Q=2
= Z Cj‘QTUQ (6)

|QI>2

en donde cjq = ajg si —Q— = 2y ¢ es funcién de a1¢g,a20,b1.0/, 020, E1.05 E2r (cOn
QT < 1Q]) s Q| > 2.
De (6), para |Q| = 2 tenemos 0, 0&;0 — bjo = ajo (j =1,2).

Si 0 = 0 entonces hacemos ;o = 0 y por lo tanto b; o = —a;q.
. a;
Si 050 # 0 entonces hacemos b;o = 0 ¥ por lo tanto ;o = 3—35
. Js
Para |Q| = 3 tenemos 9,080 — bjgo = ¢jo (7 = 1,2), en donde ¢, depende de a1, asz g,
bigs bagr, E1o §2.00 con || = 2. Por el paso anterior, todas estas constantes son conocidas,

luego ¢; o es conocido y nuestras incognitas son §;q y bjo que la despejamos como en el paso
anterior:

Si d;0 = 0 entonces hacemos §; o = 0 y por lo tanto b; o = —a; 0.

a
Si dj0 # 0 entonces hacemos b; o = 0 y por lo tanto §; o = 48

d;
J.Q
El proceso contintia por induccion. Resumimos nuestros resultados en el siguiente:

Teorema 3.1. Dada la EDO

o A 5 E: Q
~1 = )\1«.1+ H;_(V)M

Q=2
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existe un cambio formal de coordenadas del tipo perturbacion de la identidad:

1 = w+ Z fLQwQ
Q=2

Zo = Wy + Z 52'QwQ
Q=2

que transforma (7) en

wy = Aw + Z bl,QwQ
Q=2

w’2 = )\21()2 -+ Z bg,QwQ
Q=2

en donde los coeficientes ;o y bjq satisfacen la relacion
bjo =0, sidjo=A —qr — A #0.
§i=0, sidjo=0

Observaciones:

1. Dada la EDO (7), el procedimiento anterior nos permite construir el cambio de coordenadas
(8) y la EDO transformada (9).

2. El teorema anterior no nos da ninguna informacién sobre la convergencia de las series

formales Z £ u®, Z b quw®.
Q=2 Q=2

3. Note la importancia de las expresiones ;0 = A; — q1A1 — @2A2. En el caso de que ¢ = 0,
Vj =12 VY|Q| > 2, el cambio de coordenadas (8) seria la identidad y la EDO (7) seria
la EDO (9) (no ganarfamos nada). El otro extremo ocurre cuando d;o # 0, Vj = 1,2,
V |Q| > 2, en este caso la EDO transformada (9) seria

'LL.’; = Alwl
!

wy = Ag’wg

la cual es una EDO lineal En general uno espera obtener un caso intermedio en el sentido
que la EDO transformada (9) serfa mas simple que la EDO original (7).

La expresion (10) motiva el siguiente concepto.

Definicién 3.1. Decimos que (A1, A2) € C* x C* es un par resonante si y sélo si existen qi, ¢z € N,
con gy + ¢ > 2 tales que

AM=qgA+ @l 0 =g+ el

Las dos proposiciones siguientes, cuya demostracion puede ser encontrada en ([2]), nos
proporcionan criterios sencillos para determinar si un par es o no resonante.
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A
Proposicién 3.1. Sea (A, X2) € C x C*, tales que )\—1 ¢ R~ Son equivalentes:
2

1. (M, A2) es un par resonante.

2. FExiste un unico entero m > 2 tal que Ay = mAy ¢ Ao = mA,.

s s * * A — . i
Proposicién 3.2. Sea (A, \y) € C* x C*, tales que /\—1 € R™. Son equivalentes:

2

1. (M, A2) es un par resonante.

2. Eristen my,my € Z7 tales que myA; + mody = 0.

. * * A — . ’
Si (A1, Ag) € C* x C*, tales que )\—1 ¢ R~ entonces decimos que (A}, \2) estd en el dominio de

2
Poincaré, lo que denotaremos por (Ay, A2) € Dp.
Usando la nocién de resonancia, podemos reformular el teorema 3.1

Teorema 3.2. Si (A, A2) € C* x C* es un par no resonante entonces la EDO

z{ = Mz1+ Z a.l,QzQ

Z, = AgZo+ Z angzQ

puede ser linealizada por un cambio formal de coordenadas del tipo perturbacion de la identidad.

Cuando (A;, Az) € C* x C* es un par no resonante, entonces el Teorema de Poincaré (ver [2])
afirma que el cambio de coordenadas formal de coordenadas del Teorema 3.1, es convergente en
una vecindad del origen, es esto esencialmente lo que dice el Teorema de linealizacion. de Poincaré.
Mis an, se puede tener el siguiente resultado, cuya demostracion el lector la puede encontrar en

([1)):

Teorema 3.3. (Teorema de Linealizacion de Poincaré) Sea U C C? abierto, 0 € U y
Z € X(U) tal que 0 es una singularidad aislada de Z. St la parte lineal de Z en 0 es no nula y sus
autovalores (Ay, A2) es un par no resonante en el dominio de Poincaré, entonces Z es localmente
equivalente a su parte lineal.

4. El Resultado Principal

Sea U C C? abierto, 0 € U y Z € X(U) tal que 0 es una singularidad aislada de Z. Cuando la
parte lineal de Z en 0 es no nula y sus autovalores (A, Aa) € Dp es un par resonante, entonces ya
no es posible transformar la EDO asociada a Z en una EDO lineal, sin embargo, la situacién no
es tan complicada.

Teorema 4.1. (Dulac) Sea U C C?* abierto. 0 € U y Z € X(U) tal que 0 es una singularidad
aislada de Z. Si la parte lineal de Z en 0 es no nula y sus autovalores (M. \y) es un par resonante
en el dominio de Poincaré. entonces Z es localmente equivalente al campo W € X (C?) definido
por '

Wiwy, we) = (Ajwy + awy’, Aawa)  (resp. W(wy, wa) = (Awy, Agws + bwi"))

en donde el entero m > 2 es tal que \y = mAy (resp. Ay = mA).



4. EL RESULTADO PRINCIPAL 25

Prueba. De acuerdo a (6), tenemos que existe un cambio formal de coordenadas

& 0E .
D> Fiatia = big)u? = az—f-jl(w)Bl(w) + g () Ba(w) = Ay(€(w))

Q=2

Como por hip6tesis (A, A2) € Dp es un par resonante, luego, por la Proposicién 3.1, existe un
unico entero m > 2 tal que A\; = mA; 6 Ay = mA;. Trabajando con el primer caso y denotando
Qo = (0,m), tenemos que d1o # 0,V |Q] = 2, Q # Qv y d20 # 0, V |Q| > 2. Se tiene entonces

que
(w) Z lew = 01,00 w® y Ba(w) Z by, Qw —
Q=2 Q=2

Ademads como 0,9, = Ay — 0- Ay — mAy = 0 entonces &; g, = 0. Reemplazando en la igualdad
inicial tenemos para j = 1:

23!

> iafiqu —bigu® = 22 (w)by guu® — Ay(€(w))
QI>2 '
mientras que para j = 2:
D Gaqfaqui? = ( b0y w? — Az(E(w)
Q=2
Como &;(w) Z & quw® entonces —=(w) Z & onw®  wd ) luego
1QI>2 Q=2
agj 3 N Q
=Y Lonuw? = g—u‘*( w) =) gj,QuTl“’
Q=2 Q=2
y por tanto
% )b b *
5o L (Wb gu® = > ¢ 1@0 f;QU
Q=2

Reemplazando y ordenando obtenemos:

Z (él’Q == q161 Qu p— )61 Qu = le u’ Al(f( ))
Q=2

> (8o —aiby, Qo, o )52 Qu? = —Ax(€(w))
Q=2 '

wy' .
Denotando Pj(wy, ws) = Z (00 — @b, g5 )EJ, ow?, se tiene
Q=2 :

P;('H'l, ?1-‘-3) = [)1_(2“'1pc?0 et A](E(U’)) Vv Pg(‘(l']. U"g) = *.AQ(E('UJ))
AFIRMACION: ;ij{d;’(u‘!)) < ;-L,‘('U‘l + &1 ws + E(w)). En efecto, como

Aj(Ew) = Y lajol(ws + & (w))® (w2 + &(w))®
Q=2
< Z |laj.ql (w: + L‘fl(“'))‘”(“"z o+ éz(f“))'” = .'4,,‘01‘1 T ‘Eﬂl.- we + c'fz(“‘))
QI>2
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Entonces:

Pr(wy, ws) < |brgow® + Ar(E(w)) < [brgy|w® + Ay (wy + €1, ws + Ex(w))

}52(11:1711;2) = Ag(é(w)) < Ap(w; + é}(l[r‘).ﬂ?g + 52(‘113))
Tomando w; = ws = w tenemos

Pi(w) = Py(w,w) < |byg,|w™ + Ay (w + & (w), w + &(w))

Pry(w) = Py(w, w) < Ap(w + & (w), w + &(w))

Sumando ambas expresiones tenemos

Pl(w) 3t 1'52(10) < |bigew™ + Al(w + éla’w + 52) + 1212(10 + é},w + §~2)
< bige|w™ + f{ll(w + ‘5:1 + 5:2,”&’ +~‘§1 +5~22 + %2(%’ +&+&w+E+6)
= |brgo|w™ + As(w + & + &) + As(w + & + &)

En conclusién tenemos
Pi(w) + Py(w) < |brg,lw™ +A1(w+£1+§2)+A2(w+§1+§2)

Luego:

2 2 2
D Pi(w) < [brgylw™ + > Ay (w+Z§;f(w)) (11)
j=1 k=1 j=1 _

Por otro lado, recordemos que

Pi(w) =Y |8;q — aibigow™ | - [& 0w < (12)
Q=2

Antes de continuar, necesitamos el siguiente resultado.

Lema 4.1. Para € > 0 suficientemente pequerio tenemos que

inf {|(6;0 — @brgo)w™ ;s V (7,Q) # (1,Q0) y |w| <€} >0

2My ™1 : by QU'LUmﬁl 1
Prueba. Tomando € = > 0, tenemos que si |w| < € entonces |— < =. Sea
b1.0, Ag 2
K = Re —I—Q%\f———) = |K| < 4. Consideremos dos casos:
Caso 1: j = 2. Entonces (7, Q) # (1, Qo), luego
S m— | b [ {
\S QT Q’Lbqu l| = I)\z — Q1A — @2A2 — by g u™ lI = |)\2! ;1 —@Mm =gz —q /\QO o™ }l :
2
bl Q[] = 1 e 2
> |Ao| - |Re(l—qum — g2 — A = 1| -1 =qgm—q - qK|
> M| (gm+ K +¢—1) 2 |l {agm+ K)+ ¢ —1)
2

1 . 3
l)‘Zl ((Il (2 - 2) + g2 — l) — !/\ZI (6(]] + ¢ — ])

> Al (@1 +q2— 1) > | A
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Caso 2: j = 1. Entonces @ # Qo = (0, m). Analicemos el valor de |m — qym — ¢» — 1 K|
Si ¢, = 0 entonces )y # @ lo cual implica que ¢ # m y por tanto
Im—gm—qg—qK|=|m-q|>1
Si g = 1, tenemos
. . . 1 1
Im-—gm-@-qak| = |p+KZ2@p+tK2>g¢p- 5 2+ go— 5—1
- 2 2
Si g, > 2, tenemos
gm—=—gm—qg —qaK| > gm+e+aK-—m=m(qg —1)+q¢+qaK
i
> 2(@1—1)"‘(]2—%:%—2"‘@2:9’14‘%“24‘%
q1
> —=2>1
- 2
Entonces
by (o w™ 1

|5j,Q _ qlbI.ngm_l |

|,\1 — Q1A — @22 — @by g™

=1l Im—gm—-—g—-aq .
2

b 0 m—
> |A2| - |Re (m —dfillt — Gy — Q1—l)\’g‘w 1) = |A2| - [m —qum — @2 — 1 K|
2
el
- 2
29 |™-T
En conclusion, si € = 2 , entonces
bl,Qo
: _ : A
wf (|50 - abau™ | G.Q#LQ) v i< > s
lo que concluye la demostracion del lema. a
Volviendo a la demostracién del Teorema de Dulac, en (12) apliquemos el lema:
2 5 b 1 el s N Pl o _ Palz
Pi(w) > 160 — aibrgew™ | - 160l w? > 3 ) |§i.0l w™" = Tﬁj(w)
Q=2 Q=2
Esto es valido puesto cuando (7, @) = (1, Q) tenemos que <§1.‘Qu = (), luego
2 ol 3
Z (w) > 72 i(w) (13)
Jj=1 i=1
Usando (12) v (13), tenemos
I 2 2 .
Z{ (w) < |b1g,l !’ Z (w + Z {,(-tr'j)
=1

lbl Qu

Denotando b =
[ Aa]

2
2 -
E w)y Flw) = — E Aj(w), tenemos
5} ) P\zl e _!( )
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o
m—1

S(w) < bw" + F(w+ S(w)); V |w| < e = b2’\2

1L.Qo

Como S(w) < F(w+S(w))+bw™, en una vecindad del 0 € C2, definimos f a valores complejos
Como: ‘

fw,v) =v—F(w+v) —bw™
Observe que

f(0,0)=0 y %(w,u):l—F’(w—H}),

luego —,(O 0) =1 # 0. Por el Teorema de la funcién implicita para funciones de varias variables
complejas (ver [3]) existe una funcién analitica ¢ : Dp(0) = Dg/(0) tal que

R<e, 9(0)=0 y f(w,p(w))=0, Vwe Dg(0).

Luego .
e(w) = F(w+ ¢(w)) +bw™, YV w e Dg(0)

Ademads

F'(w+ p(w))(1+ ¢'(w)) + bmw™ ', ¥ w € Dg(0)
©'(0) = F'(0+¢(0))(1+¢(0)) =0

-S-..
~
=
S—’
!

Por lo tanto:
o(w) = chw”; YV w € Dg(0)

n>2

Luego tenemos
Z Ca”™ = Z folw + cow® + caw® + .. )" + bw™

n>2 nzl

11 »”

Igualando términos de orden “ n

co = Jfa ) ca=f2+0b
C3 = 262f2 o C3 = QCQfg + b
cqg = C%fz + 2foc3 +2f3c2 + fi

se sigue que ¢, > f, ¥ n > 2, p(w) es una serie de términos no negativos. Por otro lado, como
S(w) < F(w+ S(w)) + bu™

se tiene entonces que

Sg < fg O S-_) S _f-_) +b= o + b

Sy < 25 f; L 20f =c3 § Sy <ez+0b

Sy < S-ffz +2f2S3 +2f38 + fu < (-‘g.fz + 2fac3 +2f3c0 + f1 =y
Prosiguiendo tenemos S, <¢,, Vn > 2.
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Como chw‘ es convergente entonces S(w) Z Spw™ es convergente en Dg(0), luego
. . n>2 NJE\’) _
& (w) 4 &(w) es convergente en Dg(0) v por tanto & (w), & (w) son convergentes en Dg(0). Se
sigue que &1 (wy, ws) v &a(wy, we) son convergentes en el polidisco A((0,0), (R, R)). Esto prueba
que el cambio de coordenadas es convergente. '

Para demostrar la conjugacion, sea £(w) = (wq + &1(w), wa + &(w)) el cambio de coordenadas
tipo perturbacién de la identidad que transforma la EDO asociada a Z a

()\'1 wy + bl,(O,n.a)‘wrzn.-, )\QU’?)

10
_ 01
de la funcién inversa para funciones de varias variables complejas (ver [3]), existen polidiscos
abiertos A, Ay C C2 centrados en 0 € C? tales que

Sabemos que £ es holomorfa en una vecindad del 0 y £(0,0) = ] € GL(C?). Por el Teorema

§

Ny — Ay es un biholomorfismo
VAN

=1

Si denotamos h = |& como w = h(z) se tiene que w' = h'(z)7 implica

Jast

(Mwy + by gowy', dows) = h'(2)Z(z) vy por tanto W(w) = h'(z)Z(z). Por la Proposicién 1.1,
concluimos que h es una conjugacion analitica entre Z y W. Esto finaliza la prueba del Teorema
de Dulac. - Ol

5. Estudio geométrico local

De acuerdo al teorema de Dulac, para entender el comportamiento geométrico de las soluciones
de una EDO definida por un campo cuya parte lineal tiene autovalores resonantes en el dominio de
Poincaré, es suficiente entender las soluciones del campo polinomial Z (21, z2) = (A1z1 +az", A22a).
Vamos a hacer este estudio a continuacién. En primer lugar, un facil cdlculo muestra que la solucién
©2, : C — C? del PVI asociado al campo Z que en el instante 0 pasa por zy = (2, 29), viene dada
por

(pzn(T) - (( (”Q)WT T zl) )HT OC)QT)

De esta manera, el flujo (global) ¢ : C x C* — C? asociado a Z se define como
o(T, 21, 22) = ((21 + a(z2)"T)eM T, zpeT)

Nos proponemos estudiar la foliacién Fz. En primer lugar, observe que (0,0) € C? es la tinica
singularidad de Z, luego Oz((0,0)) = {(0,0)}. Ademaés, es facil ver que Oz((z,0)) = C* x{0}. A
diferencia de lo que ocurre con las lineales {0} x C* ¢ Fz.

Sea L € Fz — {(0,0)}, vamos a probar que L intersecta transversalmente a la familia de
esferas {S%},.0, para r > 0 suficientemente pequeno. En (‘fo(to sabemos que el espacio tangente
a 82 = {(21,22) € C% |z1]* + |22* = r?} en el punto zp = (zJ,2)) € 52 es

H,, = { S (Cz R(‘(<~. .,()} = U}

Como (A1, A2) € Dp. existe a € S! tal que Re(a);) < 0y Re(ad;) < 0. ademds. como
(A1, A2) € Dp es un par resonante, se tiene que existe m > 2 tal que A\, = m\,. Sea
L e Fz — {(0.0)}, podemos considerar

L =0z(z) ={g:(T); T € C}
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Sabemos que
Tl = {ep, (0); c€ C} = {c (M2} + a(23)™, Xe2]) ; c € C}

Tomando ¢ = & tenemos:

Re ((agy(©0)20)) = Re (o Phsd + ()" 2oed] (20, D)
= Re (a [Mi2] +a(25)™] 23 + are207))
Re (|27 + aa(29)"2] + ao|25|?)
— |:8PRe(ar) + Re (a0(z0)"2) + |24PRe(ay)
= (m|2)]* +125]*) Re(a)z) + Re (aa(z5)™27)
< (mI? + |-8) Re(ads) +]al - 9] - 41"

Ahora bien, como |29|% + |23]2 = r? entonces |2)|* < 7% y |29]* < r?, luego
lal - |27] - [28]™ < lalr™
Ademids m|z0|? + |92 = (m — 1)|2))? +r* > 72, luego
['rn|z[1}|2 -+ ]le2] Re(a)) < r*Re(als)
Reemplazando estas dos desigualdades en la anterior se llega a
Re ((a¢,(0),20)) < r’Re(al;) + |a|r™"

1 He(a’)\g)

Tomando r > 0 tal que ™' < ————== se llega a Re(a)y) + |a|r™ ! < 0 y por tanto

lal

Re ({ayl, (0), ) <0

Se sigue que para r > 0 suficientemente pequeno, L intersecta transversalmente a cada una de las
esferas S2. De ésta manera LNS? es una curva real. Observe que si L = C* x{(0,0)} entonces ésta
curva es el circulo S} x {0}. Analicemos esta interseccién para L € Fz — {{(0,0),C* x{(0,0)}}.
Sea (T}.) C C tal que klgl; |T| = +00 v @, (Tk) € LN S?, recordemos que ¢,, : C — C? viene
dado por
02o(T) = (11(T), 12(T)) = ((21 + a2y’ T)e™2", zpe™T)

Observe que

()] _ |+ a2fT) - [e™ ] |z + azp'T)|

= — VTeC
|2 (T) ™ |22|™ - [e?T] |22|™
luego
z ~T?’2T
NP1 S PR e 4 P
k—oc “LQ(Tk)lm k—o00 IZZIm )
Por otro lado como |y (T3)|* + |ua(Te)|? = r*, ¥V k € N, tenemos que i (Ti)| = /2 — |p2(Tx)|2
y por tanto
Ty 2 — 2
l!“lg -‘)| _ r l“-( : VEeN
|p2(Th) ™ |2 (T3) ™
luego
r? — |ua(T)|*

lim ———— = = 400
1o "“2 TA- |2m



concluimos que Ah’m [112(T3)| = 0. Un resultado analogo se consigue cuando tomamos (7}) C C tal
X — 00
que lim |T| =0y ¢.,(T;) € LN S2.

Concluimos que de las curvas que provienen al intersectar las hojas de Fz — {(0,0)} con la
esfera S3 (para r > ( suficientemente pequeno), sélo una de ellas es cerrada, las demds son abiertas
y se enrollan en ambos sentidos a la anterior.
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