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CONTROL EN LA FRONTERA LIBRE DE UNA
VIGA VISCOELÁSTICA CON MEMORIA
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Resumen: Usando la Teoría de Semigrupo probamos la existencia de solución global
de la ecuación de la viga con memoria, esta viga esta fija en uno de los extremos y en
el otro dotado de un control f. También, usando técnicas multiplicativas, funcional de
Lyapunov, sistemas dinámicos y algunos resultados de Datko, Buck, mostramos que
la energía asociada al sistema decae a cero cuando t -+ +00,
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CONTROL ON THE FREE BOUNDARY OF A
VISCOELASTIC BEAN WITH MEMORY

Abstract: Using Semigroups Theory, we prove the existence of global solution to the
viscoelastic bean equation with memory, this bean is having one side fixed and the
other one is provided of a control [, Also, using multiplication techniques, Lyapunov
functional, dynamic systems and some results of Datko, Buck, we show that the energy
associated to the system decays to zero when t -+ +00, that means we get the stability
of the bean.
Key words: Viscoelastic bean, Control Theory, Stability of the bean.

1. Introducción

Consideremos la viga viscoelástica con memoria de longitud finita L, que se encuentra presa
en x = OY libre en el otro extremo, en el cual suministraremos un control i. El material de la
viga es isotrópico e incompresible satisfaciendo las ecuaciones constitutivas tipo Boltzmann. La
ecuación del movimiento que gobierna el proceso es

qUtt - [ruxxlxx + a' * [ruxxlxx = O, (x, t) E (O, L) X 1R+
u(O, t) = ux(O, t) = O, t E 1R+
[ruxx](L, t) + [a' * ruxx](L, t) = O, t E 1R+
[ruxxlx(L, t) + [a' * (ruxx)x](L, t) = f(t) , t E 1R+
u(x, t) = Wo(,T, t), (x, t) E [O, Ll x (-00, O)
u(x, O) = uo(x), Ut(x, O) = Ul (x), x E [O,.L]

(1.1)
(1.2)
(1.3)
(1.4)
(1.5)
(1.6)

donde, estamos adoptando la hipótesis de Beruoulli, i.e. eliminamos la inercia rotacional de las
secciones transversales. u(:r, t) representan las desviaciones del eje neutral.
q(:1;), r( x) y a( t) son respectivamente, la densidad lineal, la rigidez flexural ';/el núcleo de relajación
que representa la memoria del material. Consideraremos r y q medible y esencialmente positivo
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en [O, L]' T E L¡(O, L), ~ E Leo Y * E L¡(O, L).
El Operador * representa la convolución en el tiempo, esto es:

r:
a' * b(L, t) := lo a'(s)b(L, t - s)ds

Asumiremos a su vez que a es un núcleo regular finito triplemente convexo, i.e.

(i) a E C2[0, +(0)

(ii) a(t) ;::::O, a'(t) < O, a"(t) ;::::O , Vt ;::::O.

(iii) a( +(0) := aeo > O , a(O) = 1

(iv) a(t) - a.¿ E L¡(O, +(0)

Estudiaremos la existencia de solución global y la estabilización de la viga del presente modelo.
Para hacer el estudio de la existencia de solución usaremos la Teoría de Semigrupos (sección 3).
Para la estabilización de la viga con control en la frontera, explícitamente nos interesa que la
energía viscoelástica E(t) tienda para cero cuando t ---+ +00, esto depende mucho también de a la
memoria del material, a través del cual se puede ver reflejada la tasa con que decae, lo hacemos en
la sección 4, donde usamos en principio técnicas multiplicativas, funcional de Lyapunov, sistemas
dinámicos y algunos resultados de Datko [4].
Uno de los trabajos pioneros en esta dirección son los de Dafermos [1], [2]' [3] quien aborda
en detalle la existencia, unicidad y estabilidad asintótica de la solución para ecuaciones mas
generales de segundo orden. También debemos citar los trabajos [6], [9], [11]' [14]. Problemas de
incremento de disipación de la energía en función de una realimentación de control en la frontera,
podemos encontrar en [7], [8], [10], donde son considerados otro tipo de núcleo, como por ejemplo.
[exp(wt)](a(t) -d*) ó [exp(wt)]a'(t), en L1, con w > O. Por otro lado, Desch andMiller [8] prueban
que la desviación u( t) Y la velocidad u' (t) tienden a cero uniformemente con tasa exponencial
siempre que a(t) tienda a cero exponencialmente. De acuerdo al trabajo de MacCamy and Wong
[12] podríamos afirmar que si a(t) - d» no converge a cero exponencíalmente, nuestro problema
(1)-(3) no podría estabilizarse uniformemente y exponencialmente. Podemos citar, también, los
trabajos de J. Rivera and M. Naso [13], Y. Santiago and J. Rivera [16] que ilustran como abordar
el comportamiento asintótico de sistemas con memória. Oras técnicas para el comportamiento
asintótico pueden ser vistas en [15], [17]. Tópicos interesantes de Análisis Funcional ligadas con
las ecuaciones y conectadas a este estudio pueden ser vistos, por ejemplo, en [18].

2. Resultado Principal

Teorema 2.1. Sea m una función suaoe en (O, L) tal que m(O) = O, mil ;:::: O, y T; q dados al
inicio, tnr, m'r , m':«, mq son absoiuicmenie continuas y esencialmente acotadas, y

(i) p:= Zrn'r - ~(mT)' - ~LJ;)L(rn"T)d:[~ > 1 casi siempre en [O,L],

(ii) ~(mq)' + (1 - o.eo)q > ~ casi siempre en [O. L] para algún ~ > O.

Suponqamos que el dato inicial wü( s) = u( -s) satisface

(2.1)
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y (uo, va) E V x H. Además de las condiciones (i)-(iv) para a(-) dadas al inicio de este trabajo,
asumiremos que

10
00

(a(t) - aoo)tj dt < (X)

Entonces la energía viscoelástica E(t), satisface

(a) JoOOtH1E(t)dt<00.

Si ewt(a(t) - aoo) E Ll(lR+) o si a(-) - aoo = O, entonces existen constantes G > 1, a: > O tal que

(b) E(t) :::;Ge-adE(O).

3. Existencia y unicidad de solución

Definimos:

que viene a ser el espacio- L2 con peso (Energía Cinética ).
También definamos .

V:={uEH, u(O)=u'(O)=O, ru"EH}

que representa el espacio de la Energía Potencial, y

es el espacio de las Distribuciones V-valuadas: w(.) de modo que Ilw(.)llv E L2(lR+, a').
Defina el Operador L en H como

L: D(L) ---t H

U ---t Lu = ~(ru")"
q

con dominio

D(L) = {u E H, u,u',ru", (ru")' son absolutamente continuas tal que ~(ru")" E H}.
q

Así, Les maximal.
Si a = O Y f = O caemos en el caso puramente elástico a' = O en lR+. Esto es

qUtt - [ruxxJxx = O, (x, t) E (O, L) X n:
u(O, t) = ux(O, t) = O, t E n:
[ruxx J ( L, t) = O, t E n:
[ruxxJx(L, t) = O, t E lR+
u(x, t) = wo(x, t), (x, t) E [O, LJ x (-(x), O)
u(x, O) = 1¿o(X), Ut(x, O) = V'l(X), x E [O, LJ

(3.1)
(3.2)
(3.3)
(3.4)

(3.5)
(3.6)

De (3.1) obtenemos que -Utt = [r'u:cxJxxjq,
La conservación de la energía elástica del sistema (3,1)-(3.4) conduce a definir el Operador AH
como AH = L1D(AH)' i.e. AH1L := Lu, 'l/u E D(Af{), donde D(AH) = {u E D(L) tal que u(O) =

u'(O) = (T'u")(L) = (Tu")'(L) = O} Yasí AH es Autoadjunta y positiva.
Obsérvese que AH'u = =u« Yque (3.2)-(3.4) están absorbidas en D(AH).
En efecto AH es Aut.oadjunta y Positiva,
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1( ")" ¡L 1( ")" d< - TU ) 71 >H = - TU uq X
q O qiL

(n/')"udx = U(Tu")'I~ - iL

(Tu")'u'd.T

U(L)(TU")'(L) - U(O)(TU")'(O) -iL (Tu")'u'dx

-(nL")u'l~ + ¡L (Tu")u"dx

-(Tu")(L)u'(L) + (TU")(O)U'(O) + ¡L (Tu")u"dx

¡L T( u")2dx ~ O

2. < AHu,v >H=< u,AHv >H, VU, V E D(AH).

< AHu,v >H = < ~(TU")",V >H= {L ~(Tu")"VqdX
q l, qiL(Tu")"vdx = (Tu")vl~ _ ¡L (TU")'V' dx

(Tu")(L)v(L) - (TU")'(O)v(O) _ ¡L (Tu")'v'dx

-ru"v'l~ + ¡L (ru")v" dx

-(Tu")(L)v'(L) _ (TU")(O)v'(O) + ¡L Tu"v"dx

¡L TU"V" dx

Análogamente, intercambiando U por v tenemos:

(L
< AHv,u >H= Jo Tv"u"dx

luego < AHu, v >H=< AHv, U >H=< U, AHv >H·

3. D(AH) = D(A}¡)

Ahora, usaremos el Operador AH para interpretar en sentido variacionallas ecuaciones (l.1)-(l.6),
y luego lo expresaremos como un Problema Abstracto en V*.
Problema variacional:

¡ltt + Au + a' * Au(t) + f6L = O (3.7)

donde A es la extención de AH, (5L es el (5de Dirac concentrada en x = L.
Por otro lado definimos el siguiente Operador e

C:V ---7 IR

l{! ---7 l{!(L)

(3.8)
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entonces C es lineal y acotada.
Por lo tanto C admite una aplicación adjunta acotada: C*

C* : IR --+ V*

T --+ C*T = T6L

En efecto, C*T(cp) = T(Ccp) = rcp(L) = T6¡)cp).
Suponiendo que se conoce la velocidad en x = L : u¿ (L), podemos considerar el control:

con k > O.
Luego, f(t) = k.Cu¿ y f(t)6L = (kCut)6L = k(Cut6d = kC*Cut·
Por lo tanto la ecuación (3.7) puede ser expresada como:

(+OO
Utt + Au + Jo a'(s)Au(t - s)ds + kC*Cut = O, t > O (3.9)

Introducimos las siguientes variables:

w(x,t,s) .- u(x,t-s), i >»
v(x, t) .- Ut(x, t), t > O

(3.10)
(3.11)

luego, el sistema (1.1)~(1.6) con el control feedback puede ser expresado del siguiente modo:

10)
-kC*C - e: a'(s)A(.)ds

O -D3

(3.12)

(3.13)

Defina el espacio E := V x H x L2(a', [O,+00), V) = V x H x W con el producto interno

< (u,v,w),(ú,v,w) >E := a.¿ < u,ú >v + < v,v >H +

1+00

la'(s)1 < u - w,ú - w >vds (3.14)

D(A) {(u,v,w) E E, w(O) = u, w E W2,¡(a', (0,00), V)

Au + urce; +100

a'(s)Awds E H}
Ahora si, estamos listos para interpretar (3.12)~(3.13) como una ecuación de evolución en E
(Estamos siguiendo las ideas de Dafermos [3]). Para esto basta mostrar que el operador A con
D(A) sea disipativo iuaxinial.

d-E(t)
dt

< A(u, 11, w), (u, v, w) >E

-kv2(L) - ~ (X; a"(s) 111I-w(s)II~.ds < O
2 Jo '"--v--'

J;' "(U-1<"(5));.,.<1,,.

(3.15)
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donde
1

E(t) = 211(u,V,1.u)lli

Se satisface

D(A) => V '- {(u, u, w) E E tal que u E D(L) n V, u E V, WS E lV, w(., O) = u
(+oo

(ruxx)(L) + lo a'(s)(nLxx)(L, t - s)ds = O

(nLxx)x(L) + 1+00

a'(s)(r"uxx)~;(L, t - s)ds = kV(L)} (3.17)

donde la inclusión es densa, i.e. V = D(A). O

4. Decaimiento de la Energía

Sea (u,v,w) E D, defina

W(t):= 1+00

la'(s)l(u(t) - u(t - s))ds

donde m es una función regular suave en (O,L) con m(O) = O de modo que mr , m'r , m"r, mq son
absolutamente continuas y esencialmente acotadas.
Sabemos que

F¡(t):=

donde

[1:= h:=

¡L ¡'+= ¡L- mq la'(s)lv'xt(t-s))cls'lltdx - o qHl¡lL¡cb;
o ' () '---v---"
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lL mqaooUxtUt dx -lL mq 1+00

a'(s) ds Uxt(t) Ut dx

{L mqaoouxtutdx- {L mq{a(+oo)-a(O)}uxt(t)Utdx1o lo '--v-" '-v-"
aoo:= 1=

1L 11L amquxtUt dx = - mq-a, (uD dx
o 2 o x

~ {(mqU;)(L) - (mqu;)(O) - lL

(mq)'u.i dX}

~(mquD(L) - ~ lL

(mq)'u; dx

13 iD mq 1+00

a'(s)uxt(t - s)dsUtdx

{L r:
- lo tnq lo a'(s)U:rs(t-s)dSUtdx

= -lL

mq { a'(s)Ux(t - s)I;~- l+oc

a"(s)ux(t - s) dS} Uf da

1L

- mq {a' (+00 )uAt - +(0) - a' (O)u,,(t)} 1Lt dx
()

¡.L ¡.+=+ mq a"(s)1I.At - s) cls VI. d.c
() u

a,1(O) {LT¡¿Ql¿1.(t)Utclx+ r.: {+OC a"(s)u'I'(t-s)clsu,d.T./0 lo lo
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14 -lL qW¿u¿dx

- (L q (+00 la'(s)l(u(t) _ U(t _ S))t ds u¿ dxt: .lo
1
L

q 1+00 a'(s)ut(t)dSUtdx -lL q 1+00 a'(s)tLt(t - s)dsUtdx

1
L

q{l+
oo

a'(S)ds} Ut(t)UtdX-1L q 1+00 a'(s)Ut(t-s)dSUtdx

-(l-aoo) (L qu;dx- (L q (+00 a'(s)Ut(t-s)dSUtd.T
~ ~ ~ .

-(1- aoo)l
L

qu; dx + 1
L

q 1+00 a'(s)us(t - s) ds u¿ dx

-(1 - aoo)1
L

qu; dx + 1
L

q { a'(s)u(t - s)I:~ -1+00 a"(s)u(t - s) dS} ú¡ dx

-(1 - aoo)lL

qu; dx

+lLq {~U(t - +00) - a'(O)u(t) -1+= a"(s)u(t - s) ds } u, dx

-(1 - aoo)l
L

qu; dx + l
L

q {1°° a"(s) dsu(t) -1+00
a"(s)u(t - s) dS} Utdx

-(l-aoo) 1L

qu;dx+ l
L

q1+00
a"(s){u(t)-u(t-s)} ds úi da:

Acomodando los términos de 13 , asociando las integrales y luego factorando tenemos

h+ 14 = -l
L

mq :x (1+00
a"(s)u(t) dS) u¿ dx +

1L

mq :x (!a+oo a"(s)u(t - s) dS) Utdx

-(l-aoo) 1
L

qu;dx+ 1
L

q1+00
a"(s){u(t)-u(t-s)} ds uitix

1L

mq :x (1+00

a"(s){ u(t - s) - u(t)} dS) Utdx

-(1- aoo)1L
qu;dx -lL q 1+00 a"(s) {u(t - s) - u(t)} ds iu da:

.!a
L

q(l-m:x) [1+00

a"(s){u(t-S)-U(t)}dS] Utdx

-(1 - aoo)lL

qu; dx

Ahora desde que u E V tenemos u(x = O)= Ux(.T = O)= O, entonces de

u(x) - u(O) = r; 1j,~.(~) d~.lo
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tenemos

Por lo tanto

Análogamente

lux(x)1 = '1x
Uxx(~) d~1 :::; lx IUxx(OI d~ :::;lL luxx(~)1 d~ = lL 1· luxx(OI d~

< (f 1dE,) l (f lun(E,)I' dE,) l ~ Ll . (f 1Uxx(f,)l' ~)
1

Por lo tanto

lo cual implica

8
1(1- m-)ul8x lu - muxl = '1x

l¿x - mu¿ - muxx d~1

< lx lux - mu¿ - muxxl d~ < lL lux - mu¿ - muxxld~

< lL 1(1- m')uxl d~ +lL Imuxxl d~
1 1

< L~. (lL 1 (1 - m')uxI2 d~):2 + L~ . (lL Imuxxl2 d~) :2

< Ll. { (f 1(1- m')uxl' ~) 1+ (f Imuxxl' dE,) '}

Por lo tanto

1(1 - m :x)ul' < L { (f 1(1 - m')uxl' dX) l + (f Imuxxl' dX) ¡r
< 2L { f 1(1 -,,~')uxl' dx +f 1~~:xI2 dx }
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pero
1

!Ux(~)! < ¡D !l¿xx(e)!de ::; L~ (¡D !uxx(O!2 de) 2
luego

integrando

!UX(~)!2 :S L ¡L !'uxx(eW de

¡L !ux(~Wde < L2¡L !uxx(eW de

*1 < L2 sup(l - m/)2¡L !uxx(e)!2 d~

Finalmente tenemos

"(0=

Regresando al primer sumando de 13 + 14 Y usando que ab ::; ~ (a2 + b2) tenemos

/L (+00 a
!lo lo a"(s)q(l-max){u(t-s)-u(t)}dsutdx!

1 {(L ( /+00 a ) 2 } ~::;JV lo lo a"(s)(l-max){u(t-s)-u(t)}ds dx

1 2

J, < [.t= a"(8) . "(} ({ I(u(t - s - U),xI2 dxr dS]
1 2"("[.t= a"(s) ({ I(u(t - s) - u)xxl' dx )' d8]

< lo (¡+oo a"(s) dS) , ¡+oo a"(s) ¡L !(u(t - s) - u)x,c!2dx ds

a'(+oo)-a'(O)

= 1,,[-0/(0)] /+00 a"(8) (D !(u(t _ 8) - ULJ!2 dx ds./0 lo

¡+oo i'L'yo!a/(O)! a"(s) 1(1/,(t-S)-1/).1.,.12clxds
o o



42 CONTROL EN LA FRONTERA LIBRE DE UNA VIGA

Utilizando la mayoración de J1 tenemos

'1
L 1+00

a"(s)q(l - m :){u(t - s) - u(t)} ds u; dx I

< ~ 1
L

q2Ut2 dx + L 1
L

T'o,a'(0)'1+oo a"(s) .!a
L

I(u(t - s) - U)xxl2 dx ds dx

no depende de x

~ 1
L

q2u? dx + ~ T'o,a'(0)'1+
00

a"(s) [lL I(u(t - s) - U)xxl2 dX] ds

donde v E (0,1).
Así mayoramos Fl (t):

F1(t) (h + h) + (h +14)

< ~(mqu;)(L) - ~ {L (mq)'u; dx _ (1 _ aoo) rL qu; dx
2 2 lo lo
+~ {L q2u? dx + ~T'ola'(O)1 (+oo a"(s) [ (L I(u(t _ s) - U)xxl2 dX] ds

2 lo 2v lo lo
~(mqU;)(L) -lL {~(mq)' + (1 - aoo)q - ~q2} u; dx

+~T'ola'(O)1 sup ~ F" a"(s) [ (L r(x)l(u(t - s) - U)xxl2 dX] ds
2v r lo lo

~(mqu;)(L) -lL {~(mq)' + (1 - aoo)q - ~q2} u; dx

L 1 ¡+oo
+-T'ola'(O)1 sup - a"(s) lI(u(t - s) - u)lI~ ds
2v r o

(4.1 )

Ahora procedemos a mayoral' F2 (t) usando la ecuación (1.1), integración por partes, introduciendo
±(ru:cx(t)),.J~ooa'(s)ds = ±(T'1íxx(t))x{a(+oo)-a(O)), ecuación (1.4) con f(t) = k'Ui(L) vV(O) =

'-v-'" '-v-"
a=oc =1



4, DECAIMIENTO DE LA ENERGÍA 43

O, pues 'U(O) = O= m(O) y ecuación (1.3),(1.2) respectivamente tenemos:

F2(t) (mq(a001L + W)x - qvll, 'Utt) = ({m(aoo'u + W)x - W}q, 'Un)

(L {m(aoo'U + W)x - W}q , 'Utt dxlo -
= - ¡L {m(aoo'U + W)x _ W} , {(r'Uxx)xx + ¡+oo a'(s) (r'Uxx(t - S))xx dS} dx

= - {m.(aoou+W)" - W} . { (rurxlx + /,+00a'(8 ) (rurAL - s)), dS} 1:
+1L

{m(aoo'U + W)x - W}x ' {(r'Uxx)x + 1+00

a'(s) (r'Uxx(t - s))x dS} dx

- {m(aoou + W)x - W} . { (ru,,), + [00 a'( 8) (ru,A t'- S)), dS} 1:
+1L

{m(aoo'U + W)x - W}x ' {1+00

a'(s)(r('U(t - s) - 'U)xx)x dS} dx

+ ,!aL {m(aoo'U + H!)x - W}x' {(r'Uxx)x 1+00

a'(s) ds + (r'Uxx)x} dx

- {m( aoou+ W), - W} . { (ru,,), + [00 a'(8)(ru,,(t - S))r dS} 1:
+ ¡L {m (aoo'U + W)x _ wi, . {aoo(r'Uxx)x + ¡+oo a'(s)(r('U(t - s) - 'U)xx)x dS} dx

- {m(L) (aoo'U + W)x(L) - W(L)} k1lt(L) + O

+1L

{m(aoo'U + W)x - W}x' {aoo(r'Uxx)x + (rl;YTx)x} dx

= - {m(L)(aoo'U + W)AL) - W(L)} k'Ut(L)
+ {m(aoo'U + W)x - W}x' {aoor'Uxx + rWxx}l~

-lL {m(aoo'U + W)x - W}xx' {aoor'Uxx + rvllxx} dx

= - {m(L) (aoo'U + W)x(L) - W(L)} k'Ut(L)

-lL {m(aoo'U + 1/11)x - 1iV}xx ' {r(aoo'U + W)xx} dx

- {m(L) (aoo'U + W)x(L) - W(L)} k'Ut.(L)

·L
+ 10 Tn~?:,,(aooLl + H!)xl' dx
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[5 = - ¡L {m(a(X)1I+ W)X}X2.· {r(a(X)1I + W)XX} clx

/L
- )0 [{m(a(X)1I + W):r,x}x + {m' (a(X)ll + TV)xh.]· {r(a(X)1I + W)xx} clx

_ ¡L m'r{(CL(X)1I + W)xx}2 clx _ ¡L rm(CL(X)ll + W)xxx(CL(X)1I + W)xx da:

_ ¡L m'T{(a(X)1I + W)xx}2 clx _ ¡L Tm"(aoo1I + W)x(a(X)1I + W)xx clx

¡
L l¡L a-2 m'r{(CLoo1I + W)X:1.}2 clx - - <s: {(a(X)ll + W)xx}2 clx
o 2 o x

_! /L m"ra
a {(aoo1I + W)x}2 clx

2)0 x

-2 /L m'r{(CL(X)1I + W)xx}2 clx - !{rm{(aoolL + W)xx}2It
)0 2

- ¡\mr)'{(aooll+ W)xx}2clX}

-~ { m"r{ (CL(X)1I+ W)x}21~ - ¡L (m"r)' {(aooll + W)x}2 clX}

= - /L (2m'r _ !(rm)'){ (aooll + W)xx}2 clx
)0 2

-~T(L)m(L){(a(X)1I + H!)xx}2(L) - ~r(L)m"(L){(aooll + W)x}2(L)

1 ¡L+- (m"r)'{(a(X)1I+ W)x}2clx
2 o

_ ¡L (2m'r _ t(rm)'){(a(X)1I + W)xx}2 clx

-!r(L )m" (L){ (CL(X)1I+ W)x}2(L) +! /\m"r)' {(a(X)1I + W)x}2 clx
2 2 )0

< _ /L (2m'r _ !(rm)'){(aoo1I + Hf)xx}2 clx
)0 2

+! /\m"r)' {(a(X)1I + W)x}2 clx
2 )0

< - ¡L (2m'r _ t(rm)' _ tL ¡L (m"r")' clX) {(aooll + W)xx}2 clx

considerando
L

2m'T - ~(Tm)' - ~LJ(m"T)' clx
op := ---------=----

r
entonces

(4.2)

La energía potencial esta dada por
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luego

1 (L (+CO (L
"2 lo ru;xdx - lo la'(s)1 lo ruxx(t - s)uxxdxds

1 ¡+oo ¡L+- Ial (s) I r (Uxx (t - s)) 2 dx ds
2 o o

1 (L (+00 (L .
"2 lo ru;xdx + lo a'(s) lo rUxx(t - s)uxxdxds

1 ¡+oo 1L

-- al (s) r(uxx(t - s))2dxds
2 o o

1 ¡L ¡+oo 1L
- ru;xdx + a'(s) rUxx(t - s)uxxdxds
2 o o o

1¡t ¡L- - al (t - <;) r (Uxx (<;) ) 2dx d;
2 -00 o

Considerando el primer y último término de la precedente igualdad y el siguiente resultado basado
en una identidad de Buck

%t ltoo{a(t ~ e) - aco} (!aL ru;x(<;) dX) d<;

H(,):=

, t 8 '= {a(t - t) - aoo}H(t) + l-oo 8t {a(t - <;) - aoo}H(<;) d<; .

= {a(O) - CLoo}H(t) + j~~a'(t - <;)H(<;) d<;

= {l- aoo} (L T'U;,c(t) dx + t al(t - <;)1L
ru;3.(<;) dx ds; ,

lo l-oo o

tenemos que

([00 ["I~ 2 1 8 [ t (["L 2 )]{l - 2} lo ru,u(t) dx - "2 8t l-oo {a(t - e) - aex} lo T1L";J'(<;)dx d<;

¡+oo 1[,
+ a' (s) TU.T.r (t - s) un·d:r ds .

. o . ()
(4.3)
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Por otro lado, usando la definición de VV y Fubini tenemos

.:

(4.4)

Utilizando la definición de W y Fubini en la desigualdad (4.2), tenemos

Is < -lL pr{ o.oouxx + Wxx}2 dx

-lL pra~(uxx)2 dx - 21
L

praoouxxWxx dx - lL pr(Wxx)2dx

-lL pra~(uxx? dx - 21
L

praoouxx{l+oo
o.'(s)(u(t - s) - u(t))xx ds} dx

-lL pr(Wxx)2dx

{L {L (+oo- lo pra~(uxx)2dx-2 lo praoouxx{lo o.'(s)uxx(t-s)ds}dx

+20.00(0.00 - 1) lL

pru;x dx - lL

pr(Wxx)2dx
. L +00 L

{-o.~ + 20.00(0.00 - 1)}1pr(u:¡;x)2 clx - 20.001 o.'(s)1pruc¡:x(t - S)UX.T(t) dx ds

(L
- lo p'r(Wx.T)2dx

-2(1,=(1 - 0.00) r pr-(UXJ.)2 dx. - 20.00 (+oo 0,'(:;) (L pru,ll;(t - s)un(t) dx cls
2 lo lo lo-lL pr(Wxx)2cl.'l: (4.5)
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Por lo tanto sumando las desigualdades y usando .- ínf(2p - 1) 2: -(2p - 1) tenemos

Por conveniencia, defina

y usando la igualdad Epot, la desigualdad anterior queda expresado por:

i·L
aX) . ')

-aoo/'l Epot + a0C/'l (1 - 2) o 7"(1l1x)~ dx

a 1t 1L°00/'1 2--2-at -X) (a(t - s ) - (Lx;). o r (1L;,,,(.5)) dxds

47
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Finalmente

Así conseguimos estimar F2:

(4.6)

Asumiremos entonces:

(i) p - 1 > Ocasi siempre en [O,L].

(ii) ~(mq)' + (1 - aoo)q > ~ casi siempre en [O,L], ~ > O.

Entonces, para u, r¡ suficientemente pequeño, tenemos que

:tG(t)

Definimos
F,(t) := E(t) + EG(t) (4.7)

Luego

Por otro lado utilizando las mismas técnicas tenemos que existe C > Otal que G(t) ::; CE(t). ASÍ,
para E suficientemente pequeño se tiene (1 - EC)E(t) ::; F,(t) ::; (1 + EC)E(t).
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