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SOLUCION GLOBAL PARA UNA ECUACION
DEL CALOR DEGENERADA NO LINEAL

Tedfanes Quispe Méndez'

Resumen: En el presente trabajo, estudiamos la existencia de la solucién global del
problema mixto para un tipo de ecuacion del calor degenerada no lineal con una funcién
de Lewis generalizada.
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GLOBAL SOLUTION FOR A NONLINEAR
DEGENERATE HEAT EQUATION

Abstract: In present work, we study the existence of the global solutions to the
mixed problem for a type of nonlinear degenerate heat equation with a generalized
Lewis function.

Key words: Global solution, Nonlinear degenerate heat equation, Galerkin method,
Tartar estimates method, Evolution equation.

1. Introduccion

En este articulo consideramos el siguiente problema de valores inicial y frontera con una funcién
de Lewis generalizada a(z, t): '

a(Taf)ut*ﬂ(t)Auf_Apu:f(u') ~$€ﬂt20
u=0 , e 00 t>0, (1.1)
o (2,0} =g () , T €,

donde € es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 92, A es el operador
laplaciano, a(z,t) es una funcién real positiva para z € 2, ¢ > 0, 3 (¢) es una funcién real positiva
parat > 0, f(s) esuna funcién real no lineal para s € R, y el operador p-laplaciano —A, definido

para p > 2:
n a
N A B v -
pt ; 8.11

Las ecuaciones de tipo (1.1) son utilizadas para modelar diversos fenémenos y procesos en
mecanica, fisica, tecnologia, biologia v muchas otras dreas. Por ejemplo. describe el proceso de
conduccién en plasma, filtracion de gases v liquidos en medios porosos, reacciones quimicas,
procesos de crecimiento y migracion de poblaciones, v entre otros [8].

—2
=% du

U
du;

En el caso p = 2, la ecuacién en (1.1) se reduce a la ecuacion clasica del calor, y se tiene sobre
ello una literatura bastante impresionante en cuanto al estudio de existencia y no existencia de las
soluciones globales, v las propiedades de estas, citamos algunos de ellos [2,3,7,8,9.10]. El caso

* ‘ . sy T..s 3 T . 4 .
Profesor de la Facultad de Ciencias Matemadticas de la Universidad Nacional Mayor de San Marcos. e-mail:
tquispem@unmsim.edu.pe

50



2. PRELIMINARES 51

p > 2, no se tiene muchos resultados conocidos. Tsutsumi [11], obtiene existencia y no existencia
de las soluciones globales con los métodos de aproximacion de Galerkin y del pozo potencial,
cuandoa =1, 3=0y f (u) := u”"", 0 > 2. Messaoudi [5], obtiene singularidad en tiempo finito
con energfa inicial no positiva con el método de concavidad, cuando a = 1y 5 = 0. Zhou [12],
obtiene singularidad en tiempo finito con energia inicial positiva restringida y con energia inicial
1o positiva con el método de concavidad, cuando 4 = 0. Quispe Méndez [6], obtiene existencia
de las soluciones locales con el método de aproximacion de Galerkin y las estimativas de Tartar,
cuando 2 < p <o < @

En este trabajo probaremos la existencia de las soluciones globales del problema (1.1). En la
prueba utilizaremos el método de Galerkin [4] y un argumento empleado por Tartar [10], y las

estrategias seguidas por Tsutsumi [11] y Gao and Ma [1].

2. Preliminares

En esta seccién daremos algunas notaciones, conceptos y lemas sin demostracién que seran
utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

Sea 2 un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 9. Denotamos
el producto interno y la norma de L?(Q) y L?(Q), con (,,.) y-|. |,» Tespectivamente, para
1 < p < oo. Ademds ((.,.)) y ||.]l, denotaran el producto interno y la norma de H} (£2), donde
((w,v)) :== [, Vu(z) - Vo(z)dz es la forma de Dirichlet. En el espacio de Sobolev Wy ” (Q2) usamos

la norma ;
n p ?
leallyy o= | D :
p

i=1
Sea X un espacio de Banach, 0 < T < oo y 1 < p < oo. Representamos con L?(0,T; X)
al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : |0,7 — X tales que son medibles y
lu(t)|lx € L? (0,T), con la norma

ou
c")xz-

T P
memwy—ﬁfﬂwﬂiﬁ)?1§p<mw

0

““”Lx(o.T;X) = sup ess|lu(t)|ly , p=oo.
0<t<T

Similarmente, cuando 0 < T < oo, representaremos con C? ([0, 7] ; X) al espacio de Banach de las
funciones continuas u : [0,7] — X, con la norma

lullgooryxy = sup flu ()]l -
0<t<T
Denotamos v’ := v y v (t) (z) 1= v (=, 1).
Hipdtesis. Imponemos sobre las funciones reales a (x,t), 5(t) v f (s) las siguientes condiciones:
(H1) a € WH= (0, oo; L Q) v a(z,t) Zap>0, Y(x,t) € x][0, 00[, ag es una constante.
(H2) 3 e Wt>(0,00) y B(t) > By > 0, Vt > 0, 3 es una constante.
(H3) fe C"(R) vy existe una constante positiva Cjy tal que
[f () < Calsl”™", Vs €R,

dondel <o <-£sin>p yl<o<oosin<p.

P
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Lema 2.1. (Desigualdad de Sobolev—Poincaré [2|). Para cada funcion u € Wy* (Q) , se
tiene

|L[1r S BU ”u”l,p ’

donde 1 <r < f—fp sil<p<nyl<r<oosil<n<p. La constante Bydepende solamente
de . n,pyr.

Lema 2.2. EI operador p-laplaciano—A, es acotado, estrictamente mondtono, semicontinuo y
coercivo de Wy (Q) en W14 (Q),

(—Apu,v) = fQ |Vulf ? Vu - Vodz, Yu,v e W'fol'p ()

(=2pu,0)] < a2t oy, Va0 € Wi (@),

donde W=19(Q) es el espacio dual de Wy P (Q) yp~' +¢ ' = 1.

Lema 2.3. (Desigualdad de Young ). Sean 1 < p,q <oo yp "+ q ' = 1. Entonces
I X
ab<L +Z, Va,b>0.
p q

Lema 2.4. (Aubin—Lions [4]). Sean By, By y B tres espacios de Banach tales que By — B —
B1, By y Byreflezivos, y By < B. Sea

W = {ve L?(0,T;By); v € L (0,T;B1)},
donde 0 < T < 00, 1 < pg,p1 < 00; con la norma definida por
ol = 1ol oo 0.2:80) + 101l o 0.7 -
Entonces W es un espacio de Banach y W < L™ (0,T: B).

Lema 2.5. (Lions [4]). Sea Q un abierto acotado de R? x Ry, {g,} y g funciones de L1(Q),
1 < g < o0, tales que

” <const, VveN y g,—=g ctp.en@.
Gl La(Q) y g g 1

Entonces

ge~g en L7(Q).

Definicion 2.1. Una funcion v : 2 x [0,T] = R es llamada solucion del problema (1.1) sobre
(0,7 si satisface las condiciones (1.1)s — (1.1)3 y la igualdad

a(x, thyu, — B(t) Aug — Apu = f(u) en 5L® (0. T, W-1a (Q)) .

donde p ' + ¢t =1.
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3. Existencia Global para p > o

En esta seccién estudiaremos la solucién global del problema (1.1) utilizando el método de
aproximacién de Galerkin [4].

Teorema 3.1. (Existencia Global). Supongamos que las funciones o, By f satisfacen las
hipétesis (H1) - (H3), respectivamente, y que ug € Wy " (Q), p > o. Entonces para cada T > 0 el
problema (1.1) admite una solucién u sobre [0, T tal que

we L= (0.T; Wy () v o' € L* (0,13 H; ().

Demostraciéon. Procedemos en cuatro etapas.

Soluciones Aproximadas. Sea {w;} un sistema completo de funciones en W,7 (). Sea
Vin = [wy, w2, ..., wy,] el subespacio generado por las primeras m funciones wy, wo, ..., wy, de {wy}.
Sea

m

U () = D gjm () wj,
j=1

las soluciones aproximadas en V;, del problema (1.1), donde las funciones g, (t), 7 = 1,2,...,m,
son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para w € 1,

(a(t)up, (t), w) + B(t) (—Aup, (), w) + (= Bpum (1), w) = (f (um (£)), w),

Uy, (0) = UQm,

(3.1)

donde

m
1
Uom = D, JojmWj, Uom — Ug fuerte en Wy* (Q). (3.2)
Jj=1
El sistema de ecuaciones ordinarias (3.1) tiene una solucién local en el intervalo [0,7,,[ . La
siguiente estimativa a priori nos permitira extender la solucién u,, al intervalo [0, T'] independiente
de m.

Estimativa a Priori. Tomando w = v/, (¢) en (3.1);, obtenemos

SE() + |Vt (0], +60) I, ()] =0, (33)
donde q
B(t) = um (O, = [ F (un (@) da
Y

Fe= [ fed

Integrando (3.3) sobre [0, ¢], resulta

t

E(t) + /lo ‘ va(si, (s)'z ds + f 3(s) |, (_s)H‘2 ds = E (0}, (3.4)

0
donde

1 ;
E(0) := - |]u[),,,||jl_lj - / F (g () y .
Y J o

Por (3.2), se obtiene
E(0) < C,
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donde C es una constante positiva independiente de m. De (3.4), obtenemos

1 : ‘ 2
a0, + [ VoG, ()] ds
I o' 2 ) (3.5)
L / B(s) 1w, ()P ds < Cy + / F(tun (2,1)) dz.
0 Q
Por la hipétesis (H3), y las Desigualdades de Sobolev-Poincaré y Young, resulta
Co -
|F' (tn (2, 1)) d < — [um (1)]7
J &
Co o U
< 2085 llun (I,
1
= % [t ()17 + Co, (3.6)
donde Cy := = [23%00;30] " Por las hipdtesis (Hl) — (H2) y (3.6), de (3.5) se obtiene
t 2 t =
Jun O, + [l @ ds+ [ u, ()P ds < s, e .1, @)
0 0
donde (5 es una constante positiva independiente de ¢ y m.
Por el Lema 2.2 y (3.7), resulta
H*APum (t)”_l,q <Oy, VEe [OvTL (3'8)
donde p~! + ¢! = 1 y C4 es una constante positiva independiente de ¢ y m.
Pasaje al Limite. De las estimativas (3.7) y (3.8), tenemos que
{um} es acotada en L™ (0, T Wy?(Q)), (3.9)
{u,} es acotada en L* (0,T;L* (), (3.10)
{u,} es acotada en L? (0,7} H) (), (3.11)
{—Apun} es acotada en L™ (0,T; W1 (Q)), (3.12)

donde p~! + ¢71 = 1. Por (3.9) — (3.12), existen subsucesiones {u,} y {u/} de {un} y {u,},
respectivamente, tales que

w =u oen L%(0,T; W7 (Q), (3.13)
w, =o' en L(0,T;L*()), (3.14)
w, = u' en L*(0.T; Hy (), (3.15)
—Ayu, =y en L*(0,T; W H(Q)). (3.16)

Desde que L (0, T: Wy P (Q)) — L2 (0,T: Wy” (Q)) vy WyP(Q) <% L2(Q), aplicando el Lema
de Lions-Aubin, de (3.13) y (3.14) resulta

w, — u fuerte en L* (0.7 L* () (3.17)

, = u c.t.p.en Qx[0.7]. (3.18)
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Usando la hipétesis (H3), (3.9) y (3.18) vemos que

T Y T |
] \f (uy (2, £))|757 dadt < / Co luy (8)° dt
. 0 Q 0

T
1
< 0/0 [55 [ (I}, + Ca2| dt
<Cs (3.19)

flu,) = f(u) ct.p.enQx[0,7]. (3.20)
Por (3.19) — (3.20) y el Lema de Lions, se deduce que

Fu) = f(u) ~en L7 (o’,T; L% (Q)). (3.21)

De las convergencias (3.13) —(3.16) y (3.21) por pasaje al limite en la ecuacién aproximada (3.1),
resulta

[ (attn—p @) St x = () 0)de <,

0
para cada v € L? (0, T; W,*® (€2)), es decir

oz, thuy — B(t) Aug+ x = f(u) en L?(0,T; W1 (Q)), (3.22)

donde p™' + ¢t =1.

Probemos que x = —Ayu. Sea A := —A,. Tomando w = u, (t) en (3.1), e integrando sobre
[0, t], obtenemos

/: (Au, (s),uy (S))ds:/t (f(uy (5)), uy(s))ds

N % L Ve (t)u (f)ﬁ B %ﬁ(t) Jluy (£)]?
+ é 1\/0(0)'“0:» Z

1

+5 [ @)
3 [ 56w G as (3.23)

+ 580) o

Por W, 7 (Q) < LP () — L7 (), (3.13) y (3.21), se logran
u, —=u en L°(Q) c. t.p. parat e [0,T]
‘\lt’

(f(uy (£), wu(t)) = (f(u(t)),u(t)) c. t. p. para t € [0, T] ; (3.24)
Por (H3) y (3.9), resulta

|(f (e (£)), 1 (£))] < Co Juw (B)]7
< CoBg lun ()T

Hl,p

< Cg, parat € [0,T]. (3.25)
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De (3.24), (3.25), y el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, resulta
t 14 :
f (f(uy (), uy(s))ds — f (f(u(s)),u(s))ds, parat € [0,7]. (3.26)
0 0
Por pasaje al limite en (3.23), haciendo uso de (3.22)' y (3.26), obtenemos

lim sup /r (Au, (s),u, (s)) ds < /t lim sup (Au,, (s),u, (s))ds

V—ro0 0 0 V—00

= [ (e, utsnis
2 |Vau )| - 150 @)
+ 2| Va | + 380 ful?
o1 f (o/()u(s), u(s)) ds
+3 [ O s
" / :(x (5), u(s))ds. (3.27)

Para cada v € L? (0,T; Wy (), definamos la funcién

Bpllli= /0 (Auy, (s) — Av (s),u, (s) —v(s))ds, parat € [0,T].

Por la monotonia del operador A, ¢, (t) > 0, ¥t € [0,T]. Por (3.27), (3.13) y (3.16), resulta
0 < lim sup g, (t)

ot / lim sup (Auy, (s) — Av (s),uy (8) — v (s))ds

0 v—ro0

g /t (x (s) — Av(s),u(s) —v(s))ds. (3.28)

0

Tomando v = u — Aw en (3.28), donde A > 0y w € L? (0, T; W, * (2)), se tiene

/ () — A (u () = M (8)), 0 (5)) ds > 0.

0

Desde que A es un operador semicontinuo y haciendo tender A — 0, logramos

i
/ (x (s) — Au(s),w(s))ds >0, Ywe L* (0, T; WyP ().
0

De aqui resulta xy = Au.

El dato inicial se verifica de modo estandar. Con todo esto concluye la demostraciéon del
Teorema 3.1. m

Usando argumentos similares que en la prueba del Teorema 3.1, se obtiene los siguientes dos
teoremas.
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Teorema 3.2. Supongamos que las funciones o y f satisfacen las hipdtesis (H1) y (H3),
respectivamente, f = 0y uy € Wol’p (Q), p > 0. Entonces para cada T > 0 el problema (1.1)
admite una solucion u sobre [0,T] tal que

ue L™ (0,T;Wy™(Q) y u' € L*(0,T; L*(R)) .

Teorema 3.3. Supongamos que las funciones By f satisfaceh las hipotesis (H2) y (H3),
respectivamente, o = 0 y uy € WyP(Q), p > o. Entonces para cada T > 0 el problema (1.1)
admite una solucion u sobre [0, T) tal que

we L= (0,T; W, (Q) y o € L*(0,T; H () .

Observacion 3.1. Se obtienen los mismos resultados de los Teoremas 3.1, 3.2 y 3.4, si agregamos
a sus respectivas hipdtesis las condiciones

1
p=0c Yy COBSS"?"-

4. Existencia global para p < o

En esta seccion estudiaremos la solucién global del problema (1.1) utilizando el método de
aproximacién de Galerkin [4] y un argumento empleado por Tartar [10].

Lema 4.1. Sea la funcion definida para A > 0

N CoBS
g() == - =22
P a

b o (4.1)
donde By es la constante éptima de la desigualdad de Sobolev—Poincaré; Cy, p y o son constantes
de la hipdtesis (H3)y p < o. Entonces

(i) g es estrictamente creciente en [0, Ao,

(17) g toma su valor mdzimo Ey en A,
(iii) g es estrictamente decreciente en |\g, 00|,

donde
=1 =
)‘U = (COBg)a—p y' ED St (% — %) (C(]Bg)"_f' ¥ (42)

Demostracion. Es inmediato. m
. Definicion 4.1. Definamos al ndmero real no negativo v como sigue

v = lim vy,
m—roo

donde "
Ym == ]_J ”“()m‘ ;’1)‘1) +

CoBg
—=0 HUU?HHT.,') ’ (43)

la sucesion {uoy,} definida por (3.2), By es la constante dptima de la desigualdad de Sobolev-
Poincaré: Cy, p y o son constantes de la hipdtesis (H3).
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Teorema 4.1. (Existencia Global). Supongamos que las funciones o, By f satisfacen las
hipotesis (H1) - (H3), respectivamente, ug € LVOLP (Q), p < oy que satisfacen

lwolli, < A0 ¥ 7 < Eo. (4.4)
Entonces para cada T > 0 el problema (1.1) admite una solucion u sobre [0,T] tal que

we L= (0, T; Wy (Q) v v € L*(0,T; Hy (Q)) -

Demostracién. Sea {w;} un sistema completo de funciones en W, ? (Q) y sea u,, una solucién
aproximada del problema (1.1), como en la demostracién del Teorema 3.1.
Tomando w = u/,(t) en (3.1)1, obtenemos

& B() +|Vau, ()], +80) It O = 0 (45)
donde y

B (1) = lun @, = [ Flum(@0)ds
y |

m@:/}@@.

Por la hipétesis (H3) y la Desigualdad de Sobolev-Poincaré, resulta

’ | Fm (rr,t))dsc; < O fu,, )1, (4.6)

Integrando (4.5) sobre [0,¢] y por (4.6), resulta

4 9 13 s
90mmumm)+/'1awm;@ﬂds+]'man%xwwdss%m (4.7)
0 2 0
Ahora probemos que existe my € N tal que
lum ()l < Ao, VE € [0 Tl 525 i, (4.8)

donde [0,7,,[ es el intervalo de la solucién local del problema aproximado (3.1). Probemos por
reduccén al absurdo. Supongamos que para cada m > my, existe tg € [0, T, tal que

[[tm (o)1 = Do-
Notemos que de (4.4), y (3.1), — (3.2), existe m; € N tal que
[t (O], < Ao, ¥ > .
Entonces por la continuidad de w,, (t), existe un primer t,, € |0, T,,[ tal que
e ()l = o (49)

De aqui y la monotonia de g en [0, \g|, resulta

g (lim (B)l,) >0, ¥t € [0, 8],
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Ahora de (4.4), y (4.7), existe mo > my y Ay € ]0, Ao[ tal que

09 (Jum Olh,) + [ [VaGhu 0 as

(4.10)
+ /0 B(s) |lul, ()P ds < g (M), Yt €[0,tm], Ym > me.

Nuevamente por la monotonia de g en [0, A] y (4.10), resulta
0 < fJum (O, £ M < Ao, VE € [0, )]

y en particular |[um (tm)ll;, < Ao, €l cual es una contradiccién con (4.9). Por tanto se cumple
(4.8).

Por (4.8) se tienen g (||-u,m (t)||1‘p) >0y

P

e e I (@.11)

Por las hipétesis (H1) — (H2), (4.4) y (4.11), de (4.7) se obtiene

|t (¢ / |ul, () |2 ds+/ |lul, (s) H ds < Cq, Yt e [0,T], (4.12)

donde C; es una constante positiva independiente de ¢t y m.
Por el Lema 2.2 y (4.12), resulta

l~Bgtm ()], < Cs, VE€[0,T], (4.13)

donde p~! 4+ ¢~! =1 y Cg es una constante positiva independiente de ¢ y m.
De aqui el resto es similar como en la demostracién del Teorema 3.1. Con todo esto se conc}uye
la demostraciéon del Teorema 4.1. m

Usando argumentos similares que en la prueba del Teorema 4.1, se obtiene los siguientes dos
teoremas.

Teorema 4.2. Supongamos que las funciones o y f satisfacen las hipdtesis (H1) y (H3),
respectivamente, § = 0, ug € Wo* (Q), p < ¢ y que satisfacen

uoll;, < Ao ¥y 7 < Eo.
Entonces para cada T > 0 el problema (1.1) admite una solucion u sobre (0,71 tal que
we L™ (0,T; Wy () y o € L*(0,T; L% ().

Teorema 4.3. Supongamos que las funciones [y [ satisfacen las hipdtesis (H2) y (H3),
respectivamente, a = 0, ug € W’&’p (). p < 0 y que satisfacen

luoll;, < Aoy 7 < Eo.
Entonces para cada T > 0 el problema (1.1) admite una solucion u sobre [0,T] tal que

we L®(0,T;Wy® () v ' € L*(0,T; Hy ().
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