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Resumen: Se estudia el decaimiento uniforme de la energía asociada a un modelo
de placas semilineal, con disipación localmente distribuido, empleando el principio de
la continuación única, estudiado por Ruiz [9] y aplicados a trabajos con disipación
localmente distribuida por Zuazua [10].
Palabras clave: Comportamiento asintótico-Continuación única-Modelo de Placa-
Decaimiento exponencial.

ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF MODEL OF PLATE
SEMILINEAR WITH DISSIPATION DISTRIBUTED LOCALLY

Abstract: We evalúate the uniform decay of the energy associated with a
model semi lineal plates, with dissipation distributed locally, using the principle of
continuation single result studied by Ruiz [9] and applied to work with locally
distributed by Zuazua dissipation [10].
.Key words: Asympthotic behavior-Unique continuation-More Single-Model-Plate-
Exponential decay.

1. Introducción

Las oscilaciones de una membrana elástica sujeta en los extremos, bajo fuentes disipativas con
condiciones de frontera mixto Dirichlet y Newman, dan como resultado al sistema (*), donde
n e ]Rn es un dominio regular.

Inicialmente en 1980, se tiene el estudio de la ecuación de la onda no lineal con n = ]Rn,

y condiciones de Dirichlet ver [13]. Por los años 90, se estudian con mayor énfasis los sistemas
localmente distribuidos. Actualmente se estudian modelos de placas semilineales con disipación
en la frontera ver [1,2,3,4,5,6]. Trabajos cori disipación en una vecindad de la frontera, ecuaciones .
de la onda podemos ver en [2], [5], ecuación de Kirchoff [6], ecuación de Von Karrnann en abierto,
materiales termoplásticos [1], ecuaciones de la placa con disipación localizada no lineal [12].

. El presente trabajo, lo trataremos usando el método de Continuación Única que está en abierto.
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2. Preliminares
En esta sección plantearemos las hipótesis y algunos resultados necesarios para el desarrollo

del presente trabajo.

1) Sl e IR" es un dominio, acotado con frontera I' = 00, de clase c-.
2) a (z) E Le; (D), a (x) 2 ao > O c.s. en w, donde w ~ n es una vecindad de I' = oD

3) fes tal que f (8) 8 2 O, V8 E IR Y además f es super lineal, es decir, :38> O tal que f (8) 8 2
(2 + 6) F (8); V8 E IR, donde

F(8) =18

f(z)d(z) 2 O,

pues f (8) 8 20;V8 E IR.

4) Principio de la continuación única, para sistemas de placas dadas por:

Sean b E Loo (w x (O, T)), W E H2 (0, X (O, T)) tal que w satisface:

Wtt + L2w + b (x, t) W = O en D x (O, T)
OW

W = - = O sobre I' x (O, T)ov
W = O c.s. en w x (O, T)

entonces w = O en 0, x (O, T) .

Proyecto estudiado por el Mg. Claudio Balcazar Huapaya.

5) Sea un Xo E IRn fijo se tiene que 00, = T = fa U f1, donde

fa = {x E f/m(x)v(x) > O}, f1 = {x E f/m(x)v(x) < O}

con m (x) = .'E - xo, V (x) normal unitario en un punto x E f.

Con estas hipótesis dadas de (1) a (5) se estudia el comportamiento asintótico del sistema siguiente

'Un + L2u + f (11)+ a (x) u; = O en
01L

(*) u = - = O sobre
0//

u (O) = UO E H'6 (D), Ul (O) = u1 E U (D) en

D x (0,+00)

I' x (0:+00)
0,

Con datos iniciales {1L0,V,l} E H'6 (0,) x L2 (0,) , de donde existe una única solución débil de (*)
en la clase 1LE e ([O, +(0); H'6 (0,)) n el ([O; +(0); L2 (D)); lo cual se puede obtener utilizando
los métodos de Faedo-Galerkin o el método de semigrupos de operadores lineales. Podemos ver las
aplicaciones de estos modelos a la física en Pérez [1], Komornikof [4]' Portillo [5], Cabanillas [6].

Se define la energía asociada al sistema (* ) como:

lj[') ') r ]E (t) = '2 .n la. (z, t)¡- + ILu, (;¡;" t)¡- da:+ Jí1 F (v (x, t)) dx ;

El objetivo del presente trabajo es obtener el decaimiento exponencial uniforme de la energía,
asociado al sistema (*). esto es,
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Deducción formal de la energía:

Multiplicando al sistema (*) por U¡, se obtiene:

d{l 2 1 2 1 } j' ')-d ? 1U¡ 1 +? 16 ti 1 + F (l' ) da: = - u. (:r) lu t 1- dx,
t - - n n

de donde definimos la energía por,

E (t) = ~ r [11J,t(x, t)12 + 1611 (x. t)12] dx + j' F (u (x, t» tlx;
2Jn n

de la hipótesis (2) se tiene que r a (x) IUtl2 dx > O, entoncesJn
d
dxE(t) < O,'v't E (0,+00),

esto es, la energía dado en (6) es decreciente en (O,+(0) .
Usando la técnica de los multiplicadores se obtiene la estimativa de la energía siguiente:
Para T > Osuficientemente grande;

(6)

(7)

E (T) :::;e {lT1a (x) IUt (x, t)12 dx dt + lT11'([(.Y, t)12 dx dt} (8)

Usando técnica de la continuación única pasmado en (4) se obtiene la estimativa.

T T.r r IUt (x, t)12 dx dt < e r r a (x) Iu (x, t)12 dx dt.Jo Jn Jo Jn
Combinando (8) y (9) se obtiene que: 3e > Otal que

(9)

E(T):::; e rT r a(x) lu(x,t)12dX dtt: Jn (10)

De (10) Y propiedad de semigrupose obtiene el teorema central, el decaimiento exponencial, es
decir,

3 e, "f > O tal que E (t) :::;eE (O)-"It . (11)

Los métodos y resultados seguidos son:

1) Técnica de los multiplicadores:

Sirvió para obtener la energía y otras estimativas para la energía.

2) Técnicas de las desigualdades integrales:

Sirvió para obtener estimados de la integral de la energía como es,

dOllde

(j' { ( ( ) )} ]l_ a x v
I;¡;I = . n CUt + (1 (.r;) u) l/l' \l + l' 1L1l¡ + 2 di: o

3) Técnica de la continuación única:

Nos sirvió para estimar el término (9).
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4) Usando propiedades de semigrupo, finalmente obtenemos el decaimiento de la

energía dado por (11).

Desarrollando algunos lemas y proposiciones previos al teorema principal del trabajo se tienen:
Para n E IR" abieto regular de clase C2, consideremos la ecuación de la placa no homogénea:

e" + 6.2e= f en n x [O,T] = Q

(*) e = 8e = o sobre I' x [O,T] = ~8u
e (O) = eo, e' (O) = el en n

Lema 1. Sea n un dominio acotado de IR" con frontera r regular y q = (qk) un campo vectorial
de clase [el (D)r.Entonces, para toda solución débil. .

e de (*) y {eO, el} E H6 (O), se tiene la siguiente identidad:

h fq . Y'edx = (1e' q . Y'edx]: + ~h div (q) IB'12dx di+

+h [8~k (e) 6, (e) 6. (qk) + qk 6, (e) 6. (8~k)] dxdt.

Demostración.
Multiplicando( *) por qk 88e e integrando de O a T, usando el teorema de Creen se tiene el lema 1.

Xk
Lema 2. Sea n un dominio acotado de IR", como frontera r regular y q = (qk) E [vV1,+oo (n)r,
entonces para cada solución débil u de (*) se verifica la siguiente identidad,

({(a (x) u + Ut)a Y'UdX] r + { div (q) F (u) dx dt = -~ ( div (q) IUtl2dxdtlr;¡ ° t, 2 lQ
+h a (x) uq- Y' (Ut) dxdt

-' -h [::k 6. (u) 6, (qk) + qk6, (u) 6. (::k)] dxdt

-1q . vF (u) d~

Demostración.
Multiplicando el sistema (*) por 'l : Y'u, lema 1 y F' (8) = f(s) se obtiene el lema 2.

Lema 3. Sea O e IRn dominio acotado, con frontera r de clase e3
; Xo E IRn fijo y sea

m (x) = x - xo; entonces se tiene:

( ]' n 2 n '){ (a (x) 'U + Ut) m· Y'udx + n { F ('u) dxdt + ? J IUtl clxclt + ~ ( l6.ul- dxdi=lr;¡ ° lQ ~ lQ 2 lQ
- j~a(:r) u m, ' Y' (u¡) clxclt= -1rl/,' vF (11) cl~+

1 i ,)+ - .m.. v l6-ul- cl~.
2'b
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Demostración.
Enellema 2 considerar q (x) = :1: - ::D(J =m (x:) y aplicando el lema de Green, se obtiene el lema 3.

Lema 4. Sea D un dominio acotado de IR", C011 frontera r regular, entonces para cada tí

solución débil de (*), se tiene:

(
f ( a(T)n)]r f(? ?) flD.u U·l+ 2 dx o = lQ l'Utl- -161l1- da: dt - lQ 1[1('U) dx di

Demostración.
Considerando ~ E W1,+oo (D). Multiplicando a la ecuación (*) por ~1l, con u solución débil y
luego tomando ~ = 1 E W1,+oo (D) se obtiene el lema 4.

Proposición 1. Considerando las hipótesis del lema 3 y la hipótesis dadas en (4), se
tiene que existe Cl > Oconstante tal que,

e, fT E (t) dt ::; Ixl + f a (x) Inllm· V (l¿t) 1dx clt+ f 1m· vllF (u)1 cl¿ + f 1m. vl16ul2 cl2',
lo lQ lr, lr,

donde

Ixl = (1{(a (x) u + Ut) m· V'u + ru (Ut + a (~) 1l) } clX]~

Demostración.
Del lema 4, multiplicando por r > O:

Sumando la identidad precedente al resultado del lema 3:

(11 (a (x) 'u + Ut)m· VlldX] ~ + tik F (1l)dxdt + ~1oIlltl2 dxclt-

- 1a (x) um· V (Ut) dxdt + ~ f 16uI2 dxdt
lQ 2lQ

+ Tk l~ul2+ (l TU (u, + a(~)u) dxl:' = k lu,I'dx dt
- r fuI (1l) clxdt - f m· v F (n) d2',+~. f m· v 161112d2',t; t, 2 t:

Reordenando

f ( f . ( a(X)lt)]rnlQF(u)clxdt+ ln(a(x)l¿+l¿t)m.Vu+ru l¿t+ 2 o

+ (~- r).1o IUtl2dx clt+(~ +r) j~16u12d;r clt

+ r 11[1 (71) el:!' di = f (J. (:c) l/m' V (Ut) da: dt+
Q lQ

+1m~ v [16LL12- F (II)J d2',

(12)
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Definimos:

(
{' ( el (:l:) .U) ] Tx= .fn(a(X)lL+·lLt)m.Yu+ru Ut.+ 2 o

. '11-2 ti n n-2
Tornando T > O tal que ~ < r < '2' entonces O < '2 - T' Y r - ~ > O
luego, r - i + 1 > O de donde resulta r + 1 > i· Observemos que V'Y ~ 2n se obtiene,

'Y-TI ,,¡--n
r < -- entonces O < -- - 2

2 r
r-n

definimos O = -- - 2
r

se tiene que:

('Y - n) ('Y - n)sf(s)~(2+o)F(s)= -r--2 F(s)= -r- F(s),

esto es,
sr f (s) ~ (-y - n) F (s), 'Y - n > O;

por tanto,

Vry ~ 2n, rhU f (u) dx dt ~ ('Y - n) hF ( lb) dx dt

Luego; de (13), definición de x en (12), mayorando por el lado izquierdo, obtenemos:

(~ - r) ~ IUtl2dxdt + (~ + r) ~ ILul2 dxdi+

{' {' t »:: 2+ 'Y J
Q

F (U) dxdi < =i: + J
Q

a (x) u my (Ut) dx dt + J'E -2- [ILul - F (u)] ss:
Elijamos Cl = mín {n - 2r, n + 2r +rl y la definición de la energía asociada al sistema (*)
obtenemos:

(13)

¡T ¡ j' .m·v 2
Cl E (t) dt :s: -x + a (x) u m· Y (Ut) dx dt + - [ILul - F (u)] dI;

o Q ¿ 2

:s: Ixl + {' a (x) lullm· y (ut)1 dxdt + {' 1m.vllLul2 dI;JQ J¿
+ ,lo 1m· vllF (u)1dI;

y se tiene la proposición l.

Lema 5. Con la hipótesis como en lemas anteriores se tiene:

Ixl + {' a (~;) lullm·Y (uI)1 clxclt + {' ITn· vllLul2 dI;JQ J¿
+ 11m. vllF (1),)1dI; :s: C2 [2E (T) + k ('Inl2 clxclt + J/ el (.x) IUtl2 dXdt]

Q .fe¿ Q

Demostración.
Siguiendo el método de la prueba del lema 2.Ft Cap. VII J:L: Lioul.l l], se sigue el lciua 5.

Proposición 2. Con las hipótesis como en los lemas autcricrcs. SE' tiene:

E (t):S: J( [ (' a (:r) IUtl2el:r di + /. lul2 el;)' dt+] , J\C01lstallte positiva.JQ . e¿
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Demostración.
Del lema 5 en la proposición 1:

.1'

C110 E (t)dt :S C2 [2E (t) + k k lul2 dx dt +k a (x) IUtl2 da. el!;] . (14)

Desde que la energía es no decreciente, es decir,

d 1 2dt E (t) = - r! a (x) 1 ú¡ 1 dx dt < O, Vt ~ O.

entonces,

TE(T):S 1T

E(t)dt (15)

Luego, de (15) en (14):

TE (T) :S1T
E (t) dt :S ~~ [2E (T) + k k lul2 dxdt + 10 a (x) IUtl2dx dt]

de donde

Considerando K = TCC2k C ' para T suficientemente grande tal que TCl - 2C2 > O,se tiene la
1 - 2 2

proposición 2.

Proposición 3. Con las hipótesis dadas de (1) - (5) se tiene que,

Demostración.
Siguiendo un procedimiento análogo como el teorema 2.1 Enrike Zuazua [10],es decir, razonando
por el absurdo y aplicando el principio de continuación única para modelos de placa hipotésis (4)
se tiene el resultado.

3. Teorema Central

Ahora enunciaremos el resultado principal de este trabajo.
Teorema 1. Sea D e ]Rn dominio acotado con frontera r de clase C3, a (1;), f y F con las
hipótesis dadas del (1) al (5). Entonces, existen constantes e > 1, 'Y> Otal que,

E (t) :S Ce-,tE (O) ,VT ~O

Para toda solución u débil de (*) con datos iniciales



3. TEOREMA CENTRAL 29

..Demostración.
De la proposición 3 en proposición 2

E (T) < Kn r r a (:r) lutl2 da: dt, Ko = rnáx { })0 ){2
Se deduce que, para O < i, < t2 en la energía:

(16)

obtenemos,

T

E(T) - E(O) = -11a(x) IUtl2dxdt (17)

De (16) Y (17):

de donde

( 1+ 1~0) E (T) :::;E (O)

por tanto

E(T):::; (1~{~o)E(O)

sea e = 1:~o< 1 YT >O,entonces E (T) es acotado en todo intervalo finito [O,T] , por tanto,

Ahora usando la propiedad de semigrupo obtenemos:
Afirmación.

En efecto,

Para un tiempo 2T,

Para un tiempo 3T,

E (3T) < ( Ko 7 ) E (2T) :::;( Ko ) 3 E (O) .
. 1+ 1\.0 . 1+ Ko

Entonces, por recurrencia para un tiempo nT, ti E Z+

( te )nE (nT):::; \0 . E (O)
1+ J\.()
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Para t cualquiera y T fijo, existen n E íl+. r E íl tal que t = nT + T (Algoritmo de la división)
entonces n'T = t - r. tornando ,5 = nT = t - r o equivalentoinente 11 = ~. obtenemos, t '

por consiguiente, tomando

1L (1 + Ko) 1+ teÜ
'"1, = - n > O v e = > 1 s = t > O'
I T f{ü J ]{o ) -,

obtenemos
E (t) :S e E (O) «:', Vt 2: O

4. Conclusiones

El método que se ha seguido para obtener el decaimiento exponencial del sistema dado en (*),
es usando el principio de la continuación única, dado en preliminares (4). Este método también,
puede adaptarse a otros sistemas donde se puede variar aumentando otros términos en la ecuación
y / o, otros datos en la frontera, es decir, es posible aplicar este método a otros modelos, como
son: Von Karman con condiciones de disipación en la frontera, placas con condiciones mixtas en
la frontera de tipo Dirichlet-Newmann, sistemas de transmisión con memoria en las condiciones
de frontera, etc., que podrían ser materias de estudios posteriormente.

El método utilizado es una de las múltiples maneras de poder obtener el decaimiento
exponencial de la energía, pues existe otros métodos como son: El método seguido por Haraux,
Liapunotv, perturbaciones de la energía, etc.
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