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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE UN MODELO DE

PLACAS SEMILINEAL CON DISIPACION LOCALMENTE
DISTRIBUIDO

Alfonso Perez Salvatierra', Eugenio Cabanillas Lapa®, Rail Izaguirre Maguinia®, Victoriano Yauri

Luque', Andrés Guardia Cayo®, & Victor Carrera Barrantes®

Resumen: Se estudia el decaimiento uniforme de la energia asociada a un modelo
de placas semilineal, con disipacion localmente distribuido, empleando el principio de
la continuacién tnica, estudiado por Ruiz [9] y aplicados a trabajos con disipacién
localmente distribuida por Zuazua [10]. '
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Decaimiento exponencial.

ASYMPTOTIC BEHAVIOR OF MODEL OF PLATE
SEMILINEAR WITH DISSIPATION DISTRIBUTED LOCALLY

Abstract: We evaluate the uniform decay of the energy associated with a
model semilineal plates, with dissipation distributed locally, using the principle of
continuation single result studied by Ruiz [9] and applied to work with locally
distributed by Zuazua dissipation [10].

Key words: Asympthotic behavior-Unique continuation-More Single-Model Plate-
Exponent1al decay.

1. Introduccion

Las oscilaciones de una membrana eldstica sujeta en los extremos, bajo fuentes disipativas con
condiciones de frontera mixto Dirichlet y Newman, dan como resultado al sistema (x), donde
2 C R™ es un dominio regular.

" Inicialmente en 1980, se tiene el estudio de la ecuacién de-la onda no lineal con @ = R",
y condiciones de Dirichlet ver [13]. Por los anos 90, se estudian con mayor énfasis los sistemas
localmente distribuidos. Actualmente se estudian modelos de placas semilineales con disipacion
en la frontera ver [1,2,3,4,5,6]. Trabajos con disipacién en una vecindad de la frontera, ecuaciones
de la onda podemos ver en [2], [5], ecuacién de Kirchoff [6], ecuacién de Von Karmann en abierto,
materiales termoplésticos [1], ecuaciones de la placa con disipacién localizada no lineal [12].

El presente trabajo; lo trataremos usando el método de Contmudclon Unica que estd en abierto.
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2. Preliminares

En esta seccidn plantearemos las hipétesis y algunos resultados necesarios para el desarrollo
del presente trabajo.

1)  C R" es un dominio, acotado con frontera I' = 99 de clase C°.
2) a(x)e LT (Q), a(x) > ap >0 cs. en w, donde w C Q es una vecindad de I' = 9Q

3) f estalque f(s)s > 0,Vs € Ry ademds f es super lineal, es decir, 3§ > 0 tal que f (s)s >
(2+9) F(s);Vs € R, donde

Py = [ r@de 20
pues f(s)s > 0;Vs € R.

4) Principio de la continuacion tnica, para sistemas de placas dadas por:
Sean b € L*® (w x (0,T)), we H*(Q x (0,T)) tal que w satisface:

wy + A%w+b(z,t)w=0 en Qx(0,T)
W= % = sobre I' x (0,T)
w=0 cs. en wx(0,7)

entonces w = 0 en §2 x (0,7).

Proyecto estudiado por el Mg. Claudio Balcazar Huapaya.
5) Sea un zy € R™ fijo se tiene que 92 = I' = Ty U Ty, donde
To={zel/m(x)v(z) >0}, Iy ={zel/m(z)v(z) <0}
con m (z) = x — xp, v (r) normal unitario en un punto z € I'.

Con estas hip6tesis dadas de (1) a (5) se estudia el comportamiento asintético del sistema siguiente

Up + D%u+ f(u)+a(z)u; =0 en Q x (0, +00)
(*)| u= % =0 sobre T x (0, +00)
w(0)=u" € H2 (), u, (0)=u! € L* () en Q

Con datos iniciales {u°,u'} € Hg (2) x L* (), de donde existe una tnica solucién débil de (*)
en la clase u € C ([0, +00); HZ ()N C([0,+0c);L*(2)): lo cual se puede obtener utilizando
los métodos de Faedo-Galerkin o el método de semigrupos de operadores lineales. Podemos ver las
aplicaciones de estos modelos a la fisica en Pérez [1], Komornikof [4], Portillo [5], Cabanillas [6].

Se define la energia asociada al sistema () como: ;

E(t) = % /p {|u.. (z.)* + |Aw, (x. 1)) do + /p F(u(x,t)) d.r] :

El objetivo del presente trabajo es obtener el decaimiento exponencial uniforme de la energia.
asociado al sistema (x). esto es,

FC.~ >0 tal que E(?‘) < Ce ™Yt e(0,+00).
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Deduccion formal de la energia :

Multiplicando al sistema (*) por uy, se obtiene:

/ : .
L [ml + - |Aui f F(u)dr ; = — / a () |u” da,
dt 0 Jo

de donde definimos la euorgfa por,

E ()= % /Q [ (2, 1)]* + |Au (. t)|2] dr + / F(u(z,t))dx; (6)

JQ

de la hipdtesis (2) se tiene que / a(x) |u|” dz > 0, entonces
Q
d

dx
- esto es, la energia dado en (6) es decreciente en (0, +00) .

Usando la técnica de los multiplicadores se obtiene la estimativa de la energia siguiente:
Para T > 0 suficientemente grande;

<0{ / / ) [ (1) da dt + /0 : u@p e dt} (8)

Usando técnica de la continuacion tnica pasmado en (4) se obtiene la estimativa.

[ /|u, (z,t))* da dt < C/ /ﬂ z) |u (z,t)]? dz dt. (9)

Combinando (8) y (9) se obtiene que: 3C > 0 tal que

T
T) < C/o La () [u (z,8)|* dz dt ' (10)

De (10) y propiedad de semigrupo se obtiene el teorema central, el decaimiento exponencial, es
decir,

—E(t) <0,V € (0, +00), (7)

3C,y>0tal que E(t) < CE (0) ™. (11)

Los métodos y resultados seguidos son:

1) Técnica de los multiplicadores:

Sirvid para obtener la energia v otras estimativas para la energia.
= ", =]

2) Técnicas de las desigualdades integrales:

Sirvio para obtener estimados de la integral de la energia como es,

T L
C / E(t)dt < / | - v m&'u.lg + F ()] dZ + |2 + [ |(a(2)w)m - V| dx dt
40 d¥ 0

. . >
|£] = (/0 {(w +a(x)uym-v+ru (“f o+ f (;) “) } rl.a]

3) Técnica de la continuacion tnica:

donde

Nos sirvid para estimar el término (9).
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4) Usando propiedades de semigrupo, finalmente obtenemos el decaimiento de la

energia dado por (11).

Desarrollando algunos lemas y proposiciones previos al teorema principal del trabajo se tienen:
Para 2 € R" abieto regular de clase €2, consideremos la ecuacién de la placa no homogénea:
0" + A%0 = f en Qx[0,T]=Q

. a0
(*) 9:8—:0 sobre I'x [0,T]=1%
1%
6(0)=6° 0'(0)=6" en 9

Lema 1. Sea {2 un dominio acotado de R" con frontera 1" regular y ¢ = (gr) un campo vectorial
de clase [(V . (Q)]”. Entonces, para toda solucion débil.

8 de (%) y {907 91} € HZ (), se tiene la siguiente identidad:

r
1
/ fq-Vldz = (] 0q - VHdﬂ::‘ + _/ div (q) |0 dz dt+
Q o o 2Jq

4 fQ [5% (6) 5 (9) O (gx) + a5 (0) O (Bi)] dudt.

Lk

Demostracion.

" a0 .
Multiplicando(%) por g, ~— e integrando de 0 a 7', usando el teorema de Green se tiene el lema 1.

(')3,,;f

Lema 2. Sea {2 un dominio acotado de R", como frontera I" regular y ¢ = () € [W+=(Q)]",
entonces para cada solucién débil u de (*) se verifica la siguiente identidad,

(/ﬂ (a (H?)u-i—ut)q'VudJ;];Jr‘/Qdiv (q) F (u) dx dt:—%/c;djv(q) |uti2dm

—i—/Qa(x)uq-V(ut)dmdt

_/; [%A(u) A fas) 4 an 2 ) & (%)]dmdt
—Lq-vF (u) d%

Demostracion.
Multiplicando el sistema (x) por q - Vu, lema 1 v F' (s) = f (s) se obtiene el lema 2.

Lema 3. Sea 2 C R dominio acotado. con frontera T' de clase C?* 2z, € R" fijo y sea
m (z) = x — Iy; entonces se tiene:

( / (a(x)u+w)m- Vud.z.} +n / F(u) dedt + s / |1 |* dadt + 2 / | Au|? dadt—

0

»

P

- / a(x)um-V (u)dedt = — / m - vF (u) dL+
JQ

2

v

1 f .
“Fopt / m - v |Aul? dS.
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Demostracion.
En el lema 2 considerar ¢ (z) = 2 —xy = m () v aplicando el lema de Green, se obtiene el lema 3.

Lema 4. Sea @ un dominio acotado de R", con frontera I' regular, entonces para cada u
solucion débil de (x), se tiene:

g B \
(I/Q u ('U.ﬂ L a (;) U) (]{1':|0 — /Q UU!JE _ ’Aulg) dr dt — L?.’f ('“)(]."r it

Demostracion.
Jonsiderando £ € W (). Multiplicando a la ecuacién (*) por &u, con u solucién débil y
luego tomando & = 1 € WH> (Q) se obtiene el lema 4.

Proposicion 1. Considerando las hipotesis del lema 3 y la hipdtesis dadas en (4)
tiene que existe ('} > 0 constante tal que,

, se

iy ' :
C'1/ E(t)dt < |&| + / a(z)|ul|lm -V (u)| dz dt + / |- o] |[F (u)|dd + / Im - v| | Auf® dS
0 Q > 3

. T
|2] = (/ {(a (x)u+u)m-Vu+ru (ut + “ (;) u) } dm]
Q "
Demostracion.

Del lema 4, multiplicando por r > 0 :

T
'r/ | Al dz dt + (/Tu(ut+ a(;)u)} :r/ |ug|? da da‘—rf'uf(u)da: dt.
Q 2 0 JQ Q

Sumando la identidad precedente al resultado del lema 3:

donde

T

(/ (a(z)u+u)m- Vud:;r:] - n/ F (u) dzdt + E f || ddt—
Q 0 Q 2 Jq
- / a(x)um -V () dedt + g/ | Au)? dadt
Q

—l—fr'/ |Au|2+ (/T'u (utJr a () u) ] / |u,| dx dt

Q Ja

—7'] u f(u) d.rzfdt—/m--v (u)dX + = fm v|Aul? dE
0 > 2 /s

: -
n / F (u) dedt + ([ (a(x)u4u)m-Vu+ru (uf - i(—;)—li)} (12)
Jo Q 0

~—1 /|ml dx (h’+ —i—J ]}Au| dr dt

Reordenando

+f'/ wf (u)dr dt = / a(x)um -V () de dt+
Q
_+,/ Y A - F (u)] dS
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(/ Ju+w)m-Vu+ru (u, + )]
-2

Definimos:

=~

= 1 n -2 -
Tomando > 0 tal qu(’ < 1 < —, entonces 0 < 3 ry >0
luego, r—~5 +1>0de donde resulta r + 1 > = Observemos que V'}-‘Hz 2n se obtiene,
f—n v -n
r < i entonces 0 < -2
r

- .or—n

definimos ¢ = -2
P

se tiene que:

sf(s)>(2+46)F (s)

Il
Ty
)
= ||
=3
|
]
~_
&>
o
—
Il
AN
-2
=S|
b
LT
3

esto es,
sTrf(s)2(y—n)F(s), y—n>0;
por tanto,

Yy > 2n, -r/ w f(u)de dt > (v — n)/ F (u)dx dt (13)
Q Q

Luego; de (13), definicién de Z en (12), mayorando por el lado izquierdo, obtenemos:

—wr /|uL| dxdf+ +'r f|Au| dxdt+

+ 7/€2F(u.)dq:dt§—:ﬁ+./c?a(m)u mV (u,) dz df—i—/ 2 lauf - F(u)] de

z

Elijamos C; = min{n — 2r,n+ 2r + v} v la definicién de la energia asociada al sistema ()
obtenemos:

. .
6‘1/ E()dt<—m+/ ()um-V (w)dr dt +
0 Q

[|Auf? ~ F (w)] d

m-v
32
< |7 —l—/ a(z) |u| |m -V (u)| dedt + / |m - v} | Aul? dE

Q %

+ / |m - o] |F (u)| dE
JQ _

y se tiene la proposicion 1.
Lema 5. Con la hipdtesis como en lemas anteriores se tiene:
|Z| +f a(z)|ul|m -V ()| dedt + / Im - v| | Au)® dE
o :
f [m - v| |F (u)] dE < Cy [9E )+ K / u|?® dadt + / () Jug|* dadt

Demostracion.
Siguiendo el método de la prueba del lema 2.a Cap. VII J:L: Lion[11], se sigue el lema 5.

Proposicién 2. Con las hipdtesis como en los lemas anteriores. se tiene:

Bt < K [/ a(x) [ati|2(f.1' dt + |;!.'|2 dr rff+] , KWconstante positiva.
Q JQ
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Demostracion.
Del lema 5 en la proposicion 1:

T
cn/ E(t)dt < C, [Z_E (i)+f{'[ u|? dz (If+/ a(x) || da (n] (14)
0 Q Q

Desde que la energia es no decreciente, es decir,

: iE (t) = - / a () Ju|* dz dt < 0,¥t > 0.
dt Q
entonces,
T
TE(T) S/ E(t)dt (15)
0
Luego, de (15) en (14):
d Cy N 2 2
TE(T) < E)dt< - |2E(T)+ K | |u|"dxdt+ [ a(z)|u” dz dt
0 Ch Q Q

de donde

(T— Q_CQ) E(T) < % {f{/ ’U|2d;r dt—t—/a(m) |ut|2d:l? dt]
Cl Cl Q Q
< 9K {/ lu|? dz dt%] a(z) |w|® dz dt} ; B'E
Ch Q Q

CoK

TC, — 20, para T suficientemente grande tal que TC, — 2C5 > 0, se tiene la

Considerando K =

proposicion 2.

Proposicién 3. Con las hip6tesis dadas de (1) - (5) se tiene que,

/ lu|? dz dt < C’/ a () [ue|® dx dt
Q Q :

Demostracion.

Siguiendo un procedimiento andlogo como el teorema 2.1 Enrike Zuazua [10], es decir, razonando
por el absurdo y aplicando el principio de continuacién inica para modelos de placa hipotésis (4)
se tiene el resultado.

3. Teorema Central

Ahora enunciaremos el resultado principal de este trabajo. |
Teorema 1. Sea 0 C R™ dominio acotado con frontera T de clase C®,a(x), f y F con las
hipétesis dadas del (1) al (5). Entonces, existen constantes ¢ > 1, > 0 tal que,

E@ <Ce™E(0),¥T =0
Para toda solucion u débil de () con datos iniciales

{uu'} € HS () x L* ()
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Demostracion.
De la proposicién 3 en proposicion 2

T) < Kn// a(z) |us* de dt, Ky =max {} (16)
0Ja :

Se deduce que, para 0 < t; < ty en la energia:

E (t3) — / /Q ) || daedt, haciendo T = ty, t; =0

obtenemos,

E(T) - / f ) [u | dudt (17)
E(T)-E(0) = f /a ) fuel? dr:df>_)

De (16) y (17):

de donde ; _
%18 <

(1 + Ku) E(T) < E(0)

por tanto
Ky
EM) < E (0
< (1) O
Ky i 2
sea C = 7 <1y T >0, entonces E (T) es acotado en todo intervalo finito [0,77], por tanto,
0

B < (1) 20

Ahora usando la propiedad de semigrupo obtenemos:
Afirmacion.

14+ Ky s 1 1+ K, 1
E(T) < A 'Tt‘ e S 1
(1) < ( K )E(U)e , donde Ln( X ) >0y C=1+ _0 ~ 0

e

En efecto,

Para un tiempo 27,

Para un tiempo 37",

&)
5
VAN
D
=
<
~—
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Para t cualquiera y T fijo, existen n € Z*. r € Z tal que t = nT + r (Algoritmo de la divisién)
, s
entonces n1' =t —r. tomando s = n1" =t — r o equivalentemente n = —, obtenemos
5

S
. I\v(] ? [\"U F 1+ [\'[] 7 1 + ]\—() 71—1_4‘1}.(1@\:-)3
Elsg) < | ————x F(0) < EiMNM=—)E(0e T 1$7%,
() < (1 +-KU) )= (1 + Ku) ( Ky ) 0) ( Ky ) e

por consiguiente, tomando

K 1+ K,
wzlLﬂ(m)NJ = e s et 3 1

- I \F(]

obtenemos
EX)<CE(Q)e™ Vt=>0

4. Conclusiones

El método que se ha seguido para obtener el decaimiento exponencial del sistema dado en (x),
es usando el principio de la continuacién tunica, dado en preliminares (4). Este método también,
puede adaptarse a otros sistemas donde se puede variar aumentando otros términos en la ecuaciéon
y/o, otros datos en la frontera, es decir, es posible aplicar este método a otros modelos, como
son: Von Karman con condiciones de disipacién en la frontera, placas con condiciones mixtas en
la frontera de tipo Dirichlet-Newmann, sistemas de transmision con memoria en las condiciones
de frontera, etc.. que podrian ser materias de estudios posteriormente.

El método utilizado es una de las multiples maneras de poder obtener el decaimiento
exponencial de la energia, pues existe otros métodos como son: El método seguido por Haraux,
Liapunotv, perturbaciones de la energia, etc.
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