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ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE EL CONCEPTO DE
FOLICACION ANALITICA

Renato Benazic Tomé'

Resumen: En la primera parte del presente trabajo damos tres definiciones
equivalentes del concepto de foliacion de dimensién & sobre una variedad analitica
compleja. A continuacién, brindamos una cuarta definicién equivalente para foliaciones
de dimension uno, usando el concepto de campo vectorial holomorfo.

Palabras clave: Foliaciones analiticas complejas. Variedades diferenciables analiticas.
Foliaciones por curvas.

Some observations on the concept of analytic foliation

Abstract: In the first part of this paper we give three definitions equivalent of the
concept of k-dimensional foliation on a complex analytic manifold. Below, we provide
one quarter equivalent definition for foliations of dimension one, using the concept of
holomorphic vector field.

Key words: Complex analytic foliations. Differentiable analytical manifold. Foliations
by curves.

Variedades Analiticas Complejas

El objetivo de esta seccion es introducir el concepto de variedad analitica compleja y establecer
algunos resultados relevantes concernientes a ella. Para el caso de variedades reales el lector puede
consultar los textos (9], [8] y [5]. Buenas referencias para variedades complejas son los libros [10],

[6]y [7].

Una wariedad analitica compleja de dimension n es un par (X,.A) en donde X es un
espacio topoldgico de Hausdorff con base numerable y A = {(U;, ;i)},c; es una coleccion de

homeomorfismos

en donde U; es un abierto de X y V; es un abierto de C", que satisfacen las dos condiciones

6o Bl =d 'Pz‘(Ui)

siguientes:

cx=Ju.

il

2. Si (Uy, i), (Uj. ) € Ason tales que U;NU; # ) entonces @ o0, 1 o (U;NU;) — 0;(U;NU;)

es un biholomorfismo.
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La coleccién A = {(U;,pi)},c; es llamada atlas analitico de dimensién n y sus elementos
(Ui, i) son lamados cartas locales. Los biholomorfismos ¢j 0 ;! @ ¢i(U; N U;) — ;(U; nU;)
son llamados cambios de coordenadas. Una variedad analitica compleja de dimensién 1 es llamada
superficie de Riemann,

En muchas ocaciones es mas conveniente definir una variedad por una coleccion de invecciones:
En efecto, sea X un conjunto no vacio y suponga que existe F = {(Ua,¢a)} una familia de
funciones invectivas @, : U, € X — C" que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para todo (U, va) € F el conjunto ©,(Us) € C" es una abierto de Ccn.
2. X =|JU..

3. Si (Ua:@a): (Us, ) € F son tales que U, NUg # 0 entonces o (Us NU3) ¥ 3(Ua NUp) son
abiertos de C" y la composicién g o ¢3! : wa(Us NUg) — p3(Us NUp) es de clase C*.

En éstas condiciones, se puede demostrar (ver [9]) que existe una tinica topologia 7+ sobre X
que torna a la familia F un atlas analitico de dimensién n para X. Sin embargo, es necesario
indicar que se pueden construir ejemplos en los cuales se muestran que esta topologia 7+ no
necesariamente es Hausdorff ni tiene base numerable (ver [9]). Para que estas dos condiciones sean
satisfechas, es necesario anadir a la familia de inyecciones F dos propiedades adicionales:

4. Para cualesquier (U,, o), (Us,p3) € F con U, NUs # 0 no existe ninguna sucesién
(@n) € 0a(Ua NUp) tal que z, — = € @a(Us —Up) ¥y (90 03") (&) = y € 0a(Us — Us).

5. El cubrimiento {U,}. de X admite un subcubrimiento numerable de X.

Se puede demostrar que 4. es una condiciéon necesaria y suficiente para que 7(F) sea Hausdorff
y que 5. es una condicién necesaria y suficiente para que 7(F) tenga base numerable (ver [9]).

Sean (X, A), (Y, B) dos variedades analiticas complejas de dimensiones m y n respectivamente y
f: X — Y un mapeo continuo. Decimos que f es analitico en p € X si y solo si existen (U, @) € A,
(Vi) e Beonpe Uy f(U)CV tales que el mapeo o fop™:p(U) CC™ — (V) CC" es
analitico en ¢(p). No es dificil demostrar que esta definicién es independiente de la eleccién de las
cartasen X e V.

Decimos que f es analitico en X si y s6lo si f es analitico en cada punto de X. Llamamos a
f un biholomorfismo si y sélo si f es bivectiva, holomorfa y su inversa f~! : ¥ — X también es
holomorfa. Denotaremos por Bihol (X, Y) al conjunto de todos los biholomorfismos de X en Y.

Sea (X, A) una variedad compleja de dimensién m, sea p € X, consideremos (U, ¢) € A tal
que p € U y denotemos por z = (21, ..., 2y, ) las coordenadas complejas de o(U) € C™. El espacio
tangente holomorfo de X en el punto p, al cual denotaremos por T,(X), es por definicién, el

i . 9] 0 .
C-espacio vectorial 3generado por —(p), ..., =—(p), es decir
_ T 0z 0zm

Tp(xj i {%(p); - - (p)}

Observe que T,(X') es un C-espacio vectorial de dimension m.

Sean (X™ A), (Y, B) dos variedades analiticas complejas de dimensiones m y n
respectivamente y f : X — Y un mapeo analitico en X. Sabemos que dado p € X, para cualquier
par de cartas (U,p) € Ay (V.¢) €Bconpe Uy f(U) CV, se tiene que el mapeo

boFoyp™:pl)CC" — (V) CC"
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es holomorfo en ¢(p). La derivada de f en p, denotada por f'(p) se define como

F®) = (wofop™) ()

Se puede demostrar que f'(p) es una transformacion lineal de T,(X) en Ty, (Y).

Decimos que f es una anmersion analitica (vesp. swmersién analitica) siy solo si f es analitica
v F'(p) : T(X) — Tp(Y) es inyectiva (resp. sobreyectiva). para todo p € X. Una inmersion
analitica f : X — Y que es un homeomorfismo sobre su imagen f(X) C Y es llamada mergullo
analitico.

Sea (X.A) una variedad analitica y S C X, decimos que S es una subvariedad analitica de X
de dimension s siy s6lo si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. S tiene la topologia inducida por X.
2. Existe A(Y) atlas analitico complejo de dimensiéon s sobre S
3. La inclusion canénica i : (S, A(S)) — (X, A) es un mergullo analitico.

En particular se tiene que si f: (X™, A) — (Y, B) es un mergullo analitico entonces f(X) es
una subvariedad de Y de dimensién m. Debemos advertir que si f : (X,.A) — (Y. B) es solamente
una immersion analitica, entonces f(X) no necesariamente es una subvariedad de Y. En este caso
decimos que f(X) esta inmersa en Y.

En el caso que f : (X™, A) — (Y™, B) es una sumersién y ¢ € Y entonces f~'(g) es una
subvariedad de X de dimensién m —n. Més atin, se puede demostrar que T, (f~'(¢)) = Nu(f'(p)),
Vpe fg).

2. Foliaciones holomorfas

En esta seccion, vamos a introducir el concepto de foliacion analitica compleja el cual es una
generalizacion del concepto clasico de foliacion ideado por C. Eresmanh y G. Reb en los anos
1950, el cual fue dado para variedades reales. Al lector interesado en estudiar las foliaciones en
variedades reales, recomendamos los libros [3], [4] ¥ [1].

Informalmente hablando, una foliacién de dimensién k sobre una variedad analitica compleja
M™, es una descomposicion de M en una coleccion de V&llE‘dddL‘: analiticas complejas dg dimension
k inmersas biunivocamente en M.

Definiciéon 2.1. Sea (M™, A) una wariedad analitica compleja. Una foliacién analitica de
dimensién k (1 £k <m —1) de M es una coleccion F de variedades analiticas complejas, todas
conezas de dimension k e inmersas biunivocamente en M, que satisface las siguientes propiedades:

1. M= U L. (¥ sagmﬁca union disjunta).
' LeF

2. Dado p € M, existe (U, ) € A con p € U tal que M(U) A% x A" (en donde A% denota
un polidisco abierto de C*). '

3. SiLeF y(Uy)e A son tales que LN U # () entonces

Emitf= L—!j g (AF x{2"})

Z”GJ{_)L_('

en donde Dy © A™ 7 es un conjunto a lo mas numerable.
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Observaciones:

1. El ntunero m — k es Hamado codimension de F.

Lo

Los elementos de F son llamados hejas de la foliacion.

3. Si p € M entonces existe una tnica L, € F tal que p € L,. L, es llamada hoja de F que
pasa por p.

4. Si (U.p) € Aes tal que o(U) = AF x A™F entonces (U, ) es llamada carta trivializadora

(o distinguida) de F.

5. Si (U.¢) € A es una carta trivializadora y z” € A™* entonces el conjunto o' (AF x {2"})
es llamado placa de U (o placa de F).

6. Si consideramos la inclusién i : A¥ — A* x A™=F definida por i(z') = (2, 2"), se tiene que i
Yoi: A¥ — U también lo es y se sigue que las
placas de U son subvariedades analiticas, conexas de M de dimension k. Es claro que si P
y Q son placas de U entonces o bien P = o bien PN Q = 0.

es un mergullo analitico, en consecuencia @~

7. Las foliaciones de dimensién 1 son llamadas foliaciones por curvas.

Ejemplo 2.1. Consideremos C™ y1 < k <m — 1. La familia
= {(C.R % {ZH}; Z” = {Cm-k}

es una foliacién analitica de dimensién k de C™. Observe que en este caso las hojas C* x {2"}
son subvariedades de C™.

Vamos a dar definiciones equivalentes del concepto de foliacién. En primer lugar, observamos
que las cartas trivializadoras de F forman un atlas muy especial de M. En efecto, sea p € M
entonces existe (U, ¢,) € A tal que p € U, v ©,(U,) = AF x A™*. Consideremos la coleccién de
Es claro que M = U it

peM
Sean (U, ¢p). (Uys pq) € A’ tales que U, N U, # 0 y consideremos el cambio de coordenadas

todas las cartas trivializadoras A" = {(Uy. ¢p)} e -

F =00, 0p(UpNTy) €AY A8 — (U, N T,) € AF x Am=E

el cual viene dado por
F(,2"y= (2, 2"), 9(#,2")) = (v, w")
Sabemos que Fes un biholomorfismo. Nos proponemos demostrar que g no depende de z'.

a T Ak / -k =1 Ak T
Sea (z, z) € p,(U, NU,) € AF x A™=*_ observe que ‘fjpl (A% x {(’f}) es una placa de U, la
cual esta contenida en una hoja L € F. Por otro lado

Loly= ) -w3! (&% xfu})

w"eDy, 4

) i ks = . :
en donde Dy, € A"7" es a lo mas numerable. Se tiene que:
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eqo 0y (A% x {26}) N (U, NT,)) = o, (07 ( NNU,NU,) C e, (LNU,NT,)
= o (A x {w"}) | nU,NT,
u”el)Lq ;
= U (A* x {uv”} 0 (U, N U,)
?-U"EDLQ

De donde se sigue que

g (A% x {{}) N (U, N T,)) C L—l_-J {w"}

w’ €Dy, 4

Como (29, 25) € (A" x {z5}) N, (U, NU,) entonces existe wy € Dy, tal que g(zf, z7) = wj

Sea V' la componente conexa de ¢,(U, NU,) que contiene a (z, zy ). Por la continuidad de g se
tiene que g(2', zg) = wy, ¥ (2, 25) € VN (A" x {27}) ¥ esto demuestra nuestra aseveracion.

Lo anterior nos motiva a dar la siguiente definicién alternativa del concepto de foliacion.

Definiciéon 2.2. Sea (M™, una variedad analitica compleja. Una foliacién analitica de
dimensién k (o codlmenSlon m — k) en M es una famalza A = {(Us,a)} C A que satisface
las tres condiciones siguientes:

LM:U%.

2. 8i (Ua, pa) € A’ entonces po(U,) = Afi X A;"‘_k, Y .
3. 8i (Uas a); (Us,pp) € A’ son tales que Uy NUsz # entonces el cambio de coordenadas
005" Pa(UaNUs) = 95(Ua N Up)
viene dado por

0p0pa (2, 2") = (has(?',2"), gap(2")), V¥ (,2") € pa(UaNUp) C C* x C™7F

Observacién: La condicién 3 establece que los cambios de coordenadas llevan conjuntos de la
forma AF x {4"} (donde z" € A™ %) en conjuntos A* x {u'"} (donde w" € A™F).

De acuerdo a lo realizado anter 10rme11te sabemos que la Definicién 2.1 implica la Definicién
2.2. Vamos a demostrar que el reciproco también es cierto.

Sea A’ una foliacién analitica de dimensién k sobre (M™, A) (0 <k <m)ysea (Uy) € A,
entonces p(U) = A* x A™*. Fijando un 2" € A™7*, el conjunto ™' (A* x {z ”}) C U es llamado
placa de U. Como en el caso de la definicién anterior, se sigue que las placas de U son subvariedades
analiticas, conexas de M de dimension &k v que si P v Q son placas de U entonces o bien P = ()
o bien PNQ = 0. -

A continuacion: probaremos que las placas pueden ser “coladas” formando variedades complejas
analiticas disjuntas, todas de dimension A e inmersas biunivocamente en M. En efecto. en primer
lugar definimos la signiente relacién en M: dados p,q € M. decimos que p ~ ¢ si y solo si existe
una coleceidn finita Py. .. .. P. de placas (donde r = r(p, ¢)) tales que NPy 0 (1 <i<r—1),
pehPyqgeP. - ' '
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No es dificil probar que “~” es una relacién de equivdlencia en M, luego podemos considerar
el conjunto cociente F = M/ ~, sus elementos (clases de equivalencia) son llamadas hojas de la
foliacion. Observe que M = L—H L. Si demostramos que cada L € F es una variedad analitica

LeF
compleja do dimension & inmersa biunivocamente en A, se estaria cumpliendo las partes 1 y 2 de

la Definicion 2.1. _ : _ ‘

Sea L € F, vamos a probar que L tiene estructura de variedad analitica compleja de dinmnsién
k. Dadope L, oxlc.te (Up)e AtalquepeUyo:U — A" x A™ % Consideremos z” € A™*
tal que p € P = 7' (A% x {2"}).

Sim: AF x {2"} — A es la proyeccién sobre las primeras k coordenadas, definimos la funcién

@:P—C*como@=mo (Lp] ) Se sigue que ¢ es un homeomorfismo de P sobre A*.
Consideremos la familia de biyecciones B = {(P,,¢,)} es claro que U P, = Ly que

pEL

pel?

Bk = A* es un abierto de C*.

Sean (P, ), (Q,) € B tales que PN Q # B, vamos a demostrar que (P N Q), %(P N Q) son
abiertos de C* y que o 1 : @(P N Q) — (P N Q) es un biholomorfismo.

Sean (U, ), (V,9) € A tales que P = o' (A* x {2{}) CU y Q = ¢! (AF x {wj}) C V.
Por la condicién 3 de la Definicién 2.2 se tiene que el cambio de coordenadas o™ : o(UNV) —
V(U NV) es de la forma

pop (2,2) = (u(,#"), ha(z")) en p(UNV)

luego :
Bop (&, 5) = (ha(, 20), ha() = (ha(,24), ), en @(POVV)

Por otro lado
P(RNAU)=p(Q@NUNV)=4UNV)N (Ak x {wg )

analogamente

HPNV)=plNV)N ( ><{ )

luego

YQNU) = o (WQNUY =poy™ (Y(UNV)N(A* x {wg})) C oUNV)N (AF x {z})
= p(PNV)

lo cual implica que QNU C PNV,
Andlogamente PNV C QN U. Se sigue entonces que PNV = Q N U, lo cual implica que

PNQ= PNnnQ = Pmi
por tanto PN es un abierto de P y como @ es un homeomorfismo, tenemos que @(P N Q) es un

abierto de AF y por tanto de C*. Andlogamente se prueba que /(P N Q) es un abierto de €5
Para probar que Yo @™ : (PNQ) — Y(PNQ) es un biholomorfismo, dado Ze@PNV) =

7((P NV)), tenemos
-1
_ Q P Q

= . (hallZ, ma i) = hla' 20 ) = (hy 2a)(20)

luego v o 7! es analitica. Andlogamente se prueba que o v es analftica.
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- De esta manera, por lo visto en la seccién anterior, existe una tnica topologia 7(B) sobre L
que torna 3 un atlas analitico complejo de dimension £.
Vamos a demostrar (111(‘ 7(B) es Hdusd()rﬁ' para ello usaremos el criterio dado la seccidén anterior

(ver condicion 4). Sean (P. @), ({2 ') € B con PFI(Q # ) v supongamos que existe (z),) € 3(PNQ)
tal que z,, — 2’ € g(P — Q) y Yp “l(zft) —w' € P(Q — P) (Hip. :\ux.)

Sean (U, ). (V,¥") € A' C Ay z.uf € A" F tales que P = ¢ (A" x {gf}) C Uy
Q= il (.’_\I" x {wh}) € V. Se tiene que la sucesion {(z),z5)} C P N () es convergente y
(2, 20) = (', 2p) € (P — Q)~ lnego |

Y~ (20, 20) = Y~ (2, %) € Y(P - Q) (1)

Por otro lado se tiene que

(@@~ (z0), () — (w',wf) € H(Q - P) - (2)
Pero

V™ (2 2) = (a2 30). ) = (B (), )

Reemplazando en (5.32) se tiene que
Yo~z 29) — (W' wg) € V(Q = P)

lo cual contradice (5.31).

Usaremos la condicion 5. de la seccién anterior para probar que la topologia 7(B) tiene base
numerable. En primer lugar, como M es variedad. podemos suponer que A (y por tanto A')
es numerable, por tanto es suficiente probar que U N L es una coleccion numerable de placas,
YV (U,p) € A'. (Observe que esto también probaria la condicién 3 de la Definicién 2.1.

Sea V (U, ) € A" tal que LNU # 0 y consideremos

Py ={P; Pesplacay PCUNL}

Sea P € Py vy fijemoos p € P, dado Q € Py, para cualquier ¢ € (Q C L sabemos que existe
una coleccién finita de placas Py,..., P, tales que P,N Py, # 0y P, = P, P, = (). Tomando
r = r(Q) € N el minimo natural con estas propiedades, podemos definir la funcién r : Py — N
que a cada () € Py le hace corresponder (@) € N. Se sigue que 7 es inyectiva y por tanto Pp es
a lo mas numerable.

Como hay una coleccion numerable de abiertos U y fijado un U hay una coleccién numerable
de placas P, se sigue que B es numerable y por tanto la topologia 7(B) tiene base numerable.

De esta manera (L, B) es una variedad analitica compleja de dimension k.

Finalmente, probaremos que cada L € F esta inmersa biunivocamente en 1.

Consideremos la inclusién candnica I : L — M dada por I(p) = p la cual es claramente
inyectiva. Debemos probar que I es una inmersion analitica de L en M. Sea (U, ) € A’ tal que
p € U, denotando ¢(p) = (2}, 25), P= ¢! (A’* X {~u})- tenemos que (P, @) € B es tal que p € P.
La expresion de I en estas cartas es:

) .
) (Z.z)=(<.%). ¥Y2eA
!)

Se signe que 1 es una inmersion analitica v por tanto hemos probado la equivalencia entre las dos
definiciones.

Existe una tercera manera de definir el concepto de foliacion, ella hace uso de swnersiones
locales. ;
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Definicién 2.3. Sea (M™.A) una variedad analitica compleja. Una foliacién analitica de
codimension &k sobre A es definida por una coleccion {(U,. fo)} que satisface las siguientes
propiedades:

1. Cada Uy € M es un abicrto y M = U BF s
2. fo: U, — C* es sumersion analitica, ¥ .

3. 851U, NUz # B entonces existe Yog = fo(Ua NUZ) — f3(Us N Ug) biholomorfismo local tal
que fo =1gg0 fag en U, NUg

Observacién: Las funciones f,, : U, — C* son llamadas aplicaciones distinguidas de la foliacion.
Nos proponemos demostrar que esta nueva definicion de foliacidén, es equivalente a las dos

anteriores. Para ello, necesitamos del siguiente resultado, cuya demostracidn se encuentra en [3].

Lema 2.1. Sea (M™, A) una variedad analitica compleja y A" C A una foliacién analitica de
dimension k en M. Ewxiste un cubrimiento U = {U,} por dominios de cartas trivializadoras
(Ua,pa) € A’ tal que si Uy, NUg # 0 entonces existe (U, p,) € A’ 'tal que U, U Uz C U,.

Sea (M™.A) una variedad analitica compleja y F una foliacién analitica de codimensién k
dada por A" = {(U,.¢a)} C Ay tal que la coleccién de sus dominios U = {U,} satisface la
propiedad del Lema 2.1. Construiremos las aplicaciones distinguidas de la manera siguiente:

Sea (U,, pa) € A'. se tiene que @, : Uy — A% x A¥ Consideremos la segunda proyeccion
Ty Azz’_k X Afi — Aﬁ_ y definamos f, : Uy — Ag como f, = me 0 ,. Es claro que la coleccion
{(Ua, fa)} satisface las dos primeras condiciones de la Definicién 2.3.

Sea U, N Uz # 0, sabemos que el cambio de coordenadas

a0 9a": palUaNUs) C AT™ x A% — p5(Ua NUp) € A5~ x A
es de la forma
o oy (22" = (hailds2" s aag(2D)) . Y (4527) € walUaNTs) (3)

Sea 2y € fa(U.NUg) C AT F y denotemos Wy = Jap(zp) € f3(Ua NUp) C Ag‘_k. Afirmo que

(gap o) (2, 25) = (meopgowr!) (2, 2), V(,2) € Ya(Ua N Up).

En efecto, sean P, = @ ' (A} x {zg}) C Uay Ps = 95" (A x {wj}) C Us y consideremos
(U,,,) € A’ tal que U, U U C U,. Existe P, placa de U, tal que P,NU, = P, y P,RUz= Py
Se sigue que i : .

Bomls = BNl Nllg = &y BaC Py

Cowmo (2, z5) € (Aﬁ X {;[',’}) N o (U, N Ug). se tiene que
w30 '\P-ZI(Z'_-ZB’) € Yo (PaNU.NUs) C s (PN Us) = (AF x {wp}) Nws(Ua N Up)

luego

(720 05007") (2. 20) = gap(26) = (gap © ™) (', 25)

lo que demuestra la afirmacion.
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De la afirmacién anterior se sigue inmediatamente que gog @ fo(Us N Usz) — f3(Us N Up) es
analitica y satisface f3 = gago fa. Solo falta demostrar que g, es un biholomorfismo local. Ahora
bien, de (5.33), el biliolomorfismo gz 0 @' tiene matriz jacobiana

oh a3 oh ad

RERNRYL
. - 6 C'”? xXim

0 a.%,:'i

oz"

%i? (") € C*** tiene rango k y por tanto es inversible. Del
teorema del mapeo inverso, se sigue que g,s es un biholomorfismo local.

Reciprocamente, consideremos una familia {(U,, fo)} que satisface las condiciones de la
Definicién 2.3. Dado p € M, existe (U,,, fa,) tal que p € U, . Por la Forma local de las sumersiones
en variedades (ver [6]), existe (Vy,,¢a,) € A con p € V,, € U,, y existen podiscos A™ 7, A* con
0e Am—ks fap(p) e A* tales que ‘Pap(vap) = JIH o\l & .fozp o ‘19;:11 P AR x A — A* es la
proyeccion my. .

Considero la familia A" = {(Vap,goﬂp)}p o €8 claro que ella satisface las dos primeras
condiciones de la Definicién 2.2. Sean (V,¢)(W,¢) € A" con VNW # @ y sean (Uy, f1), (Us, fa)
las aplicaciones distinguidas tales que V' C U, y W C U,. El cambio de coordenadas o' :
e(UNV) —(UNV) es del tipo

b, ) = (h(Z, ), g(#, "))

de donde se sigue que la matriz

Pero por la condicion 3 de la Definicion 2.3

g(2,2") = mpp (2, 2") = fapT (7, 2") = Y froTH (7, 2") = hama(2], 2")
= 1[}21(2”)

De esta manera g no depende de z’ y esta probada la condicién 3 de la Definicién 2.2 ¥ por tanto
la equivalencia de las definiciones.
Aplicaremos lo anterior para definir el concepto de pull-back de foliaciones.

Definicién 2.4. Sean (M™, A), (N, B) variedades analiticas complejas, F una foliacion de
codimension k sobre M y g : N — M un mapeo analitico. Decimos que g es transversal a F si y
sélo si para todo p € N se tiene

g’(‘P)(TPN) + Ty F = TypmM

en donde Ty F es el espacio tangente Ty Ly de la inica hoja Ly € F que pasa por f(p) € M.

El siguiente resultado caracteriza la transversalidad por las aplicaciones distinguidas.
Lema 2.2. Sean (M™,A), (N",B) wvariedades analiticas complejas, F una foliacion de
codimension k sobre M y g : N — M un mapeo analitico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes: : :

1. g es transversal a F.

2. Para toda (U, f) aplicacidn distinguida se tiene que fog: g ' (U) — C* es una sumersion.
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Prueba. 1) = 2) Debemos probar que para todo p € g ' (U), (f o g)(p) € C(TPN; (C"’) es
sobrevectiva. .
Sea p € g '(U), por hipétesis se tiene que

9 (P)ITN) + Ty L = Ty M

donde L € F es la inica hoja que contiene a g(p).
Como (U. f) es aplicacién distinguida, tenemos f'(g(p)) € L (T M;CF) es sobreyectiva.
Ademés como L € F es componente conexa de f~'(c), se tiene que Ty L = Nu (f'(p)). Luego

C* = f9) [TomM] = f'(9(p)) [¢ PHTLN) + Ty L] = f'(9(p)) ¢ (p)(T,N)]
= (fog)(p)[T,N]

2) = 1) Sea p € N entonces existe (U, f) aplicacion distinguida tal que g(p) € U. Por hip6tesis
tenemos que (f o g)'(p) € £ (T,N; Ck) es sobreyectiva, luego

Flg(p) (¢ (p)(T,N)) = CF

Sea E subespacio vectorial de dimensién & de ¢'(p)(T,N) tal que f'(p)(E) = C*.
Por otro lado, tomemos L € F la tnica hoja que pasa por g(p)., se tiene que T,p,L =
Nu (f'(g(p)) y como L tiene dimensién m — k, se llega a que E @ Ty, L = T,M y por tanto

T,M = ¢'(p)(TyN) + Ty L
lo que prueba la transversalidad de g.

Teorema 2.1. Sean (M™,A), (N" B) variedades analiticas complejas, F una foliacion de
codimension k sobre M y g : N — M wun mapeo analitico transversal a F entonces existe una
tinica foliacidn analitica g*(F) de codimension k (llamada pullback de F bajo g, cuyas hojas son
las componenetes conexas de g~ (L) donde L € F.

Prueba. Sea {(U,, fo)} coleccién de aplicaciones distinguidas que definen F. Consideremos la
familia { (g7 (Ua), fa©g)}, es claro que N = Ug*l(Uﬂ). Por la transversalidad de g v el Lema
anterior, se tiene que foog : ¢ H(U,) — C* es una sumersién. Finalmente, si g~ (U,)Ng H(Us) # 0
entonces U, N Uz # 0 y por tanto, existe 9,3 : fo(Us NUg) — f3(Uy N Up) biholomorfismo local
tal que fo = Yapo fgen Uy NUsz, luego faog =1vago(fsog) en g_l_(Ua) N g_l(Uﬁ). Por tanto
{(g7"(Us), fa© g)} es una coleccién de aplicaciones distinguidas sobre N. o
Observacion: Si g : N — M es una sumersién entonces ¢*(F) esta bien definida para cualquier
foliacién F de M.

3. Campos de Vectores Tangentes en Variedades

Definicién 3.1. Sca M™ wna variedad analitica compleja. Un campo de vectores tangentes en
M es una aplicacion Z : M — U T,M que a cada p € M le asocia un vector Z(p) € T,,M.
peEA

Observacion: Para poder hablar de analiticidad de campos de vectores tangentes, es necesario
dotar al conjunto de llegada U T, de una estructura de variedad analitica compleja. Es esto

pEM
lo que haremos a continuacion.
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En primer lugar observe que a € U T,M siy solo siexiste p € M y existe v € T,M tal
) pEM
que a = v. Luego todo elemento a € U T, M es en realidad un par ordenado (p.v) en donde

pEN .
geométricainente p es el punto de aplicacion y v es la parte vectorial de a. So acostumbra a denotar

a= (p a). Esto mutwa a considerar el conjunto
TM ={(p,v);pe M, ve Tpﬂf}

Vamos a dotar a TM de una estructura analitica.
Sea A un atlas e M. Dado (U, p) € A, definimos el conjunto

U={(pv)ipeU veT,M}

Por otro lado, como ¢ : U — ¢(U) € C™ es un biholomorfismo, se tiene que ¢'(p) : T,M — C™
es un isomorfismo lineal. Por tanto podemos definir

a:ﬁﬁcmxcm=(:2m

como
&(p,v) = (2), ¢'(p)v)

Note que si (p,v),(q,w) € U son tales que ¢(p,v) = P(g,w) entonces (¢(p), ¢ (p)v) =
(¢(q), ¢’ (p)w) esto implica que (p,v) = (g,w). Luego

A={(T,3); (U,p) € A}

es una familia de biyecciones. Afirmo que ella satisface las condiciones establecidas en la Seccion
1. En efecto, en primer lugar observe que si (p,v) € U entonces o(p,v) € p(U) x C™. Luego
@(5’) C ¢(U) x C™. Reciprocamente, si (z,w) € @(U) x C™ entonces existe P € M tal que
@(p) = 2 y existe v € T,M tal | que ¢ '(p)(v) = w. Se sigue que (p.v) € U es tal que ?(p,v) = (z,w)
y por tanto @(U) x C™ C (p(U ). Concluimos que go(U ) es un abierto de C?™. Mds atn, la inversa
& 1:pU) x C™ — U es dada por

¢ (zw) = (¢7'(2), (971 (&) (w))

Por otro lado, es claro que TM = U .

Finalmente, tomemos (U D), (V,9) e A tales que UNV # 0. Esto implica que UNV # 0,
ademds se tiene que U N V)= eUNV)xC"y w(U nV) = YU NV) xC™, de esta manera
(U N V) y (U N V) son abiertos de C2™. y si (z,w) € 3 (U NV) entonces

W0 = P @@ Ew)
(Wl () ¥ () () W)
(e, (e ) w)

De esta manera existe una unica topologia que torna a A un atlas analitico de dimension 2m.
Queda como ejercicio para el lector probar que esta topologia es Hausdorff v tiene base numerable.
La variedad analitica compleja de dimension 2m (7'M, _,21:) es llamada fibrado tangente de (M. A)
Con la introduccién del fibrado tangente, podemos considerar todo campo de vectores tangentes
Z como un mapeo Z : M — TM dado por Z(p) = (p. Z(p)). Veamos la expresién de Z en
coordenadas locales. Sea (U, ¢) € A. dado p € U se tiene que Z(p) = (p. Z(p)) € U.
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Dado 2 € o(U). tenemos 7
(PoZop™)(2) = 8(2(p7'(2)) = & (¢7'(2), 2(+7'(2)) = (2, ¢/ (¢7" (2)Z(¢7'(2)))
Se sigue que Z es un mapeo analitico si y sélo si el mapeo (¢ - Z)op™ 1 p(U) — C™ definido por.
[(¢"-2) 007 (2) = P (2 Z(¥7(2)
es analitico para todo (U, ¢) € A. La discusién anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.2. Scan M™ y N™ variedades analiticas complejas, ' € Bihol (M,N) y Z :
N — TN un campo de vetores tangente. El pullback de Z bajo F es el campo de vectores
F*(Z): M — TM definido por

FZ)(p) = [(F7') - Z) o F] (p) = (F7')(F(p)) Z(F(p))
Observaciones:
1. Sea p € M, como (F™')'(F(p)) : TreyN — T,M es lineal y Z(F(p)) € Tp() N entonces
F(Z)(p) = (F7Y)(F(p)) - Z(F(p)) € T,M, VpeM
esto muestra que F*(Z) es un campo de vectores tangentes.

2. Con la definicién de pullback y la discusién anterior, tenemos la siguiente definicién: Sea
(M™, A) una variedad analitica compleja, decimos que el campo de vectores Z : M — TM
es analitico si y s6lo si (™ 1)*(Z) : p(U) — C™ es analitico, ¥ (U, ¢) € A.

3. Denotaremos por X' (M) al conjunto de todos los campos de vectores analiticos tangentes a
M.

4. De las definiciones anteriores se sigue inmediatamente que si M™ y N™ son variedades
analiticas complejas, F' € Bihol (M, N) v Z € X(N) entonces F*(Z) € X(M).

Proposicién 3.1. Sean M™, N™ variedades analiticas complejas y F' € Bihol(M, N). Se cumplen
las siguientes propiedades: _

L FZ+Y)=F*(Z) + F*(Y), ¥ Z,Y € X(N).
2 F*(aZ)=aF*(Z),Y Z€ X(N),Va€C.
3. F*(fZ)=(fo F)F*(2),V Z € X(N), ¥ f € O(N).

Demostracion. Sélo probaremos 3), las demeit; son Semejant-es. Dado p € M, tenemos

[F(f2) ) = [(F T2 (Fp) = (FY(Fp) [f(F()Z(F(p))]
= /(F(p))( Y(F(p)) - ( ( ) = f(F(p)F*(Z)(p)
= [(fo F)F(Z)|(p)

Se sigue que {f?) (fo FYF*(Z). _ (]

Notacion: Sean A", N™ variedades analiticas complejas, I € Bihol (M, N) y f € O(N) entonces
denotamos F*(f) = f o F. Es claro que F*(f) € O(M). '
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Proposicién 3.2. Sean M™, N™ q P™ tres variedades analiticas complejas. F € Bz’hof(ﬂ-f yN) y
G € Bihol(N, P). Se cumple:

(Go F)(2) = F*(G*(Z)), VY ZeX(P)

- Demostracion. Queda como ejercicio para el lector. . . O

Sea (A™,A) una variedad analitica compleja v sea Z € A(M), dado p € M existe
(Uaspa) € A tal que p € U,, luego podemos considerar Z, = (¢p7!)*(Z) € X(palU,)) el
cual es llamado representacion local del campo de vectores tangentes Z en la carta (Uy. @a)-
Es claro que esta representacion local no es tnica, puesto que si (Ug,pz) € A es otra carta
tal que p € Up entonces tenemos Zg = (p5')*(Z) € X(pa(Us)) iExiste alguna relacién entre
las representaciones locales Z, y Z57 Denotemos W,5 = U, N Ug y consideremos el cambio de
coordenadas pgip;! € Bihol (00 (Wag), ws(Wag)). Trabajando en el abierto ¢o(Was) C @a(Ua)
tenemos

(s0a )" (Zs) = (a0 ) ((95')(2)) = (w5 e ) (2) = (¢3')'(2) = Za

Reciprocamente, supongamos que para cada carta (U,, ¢a) € A se tenga definido el campo de
vectores Z, € X(@a(Uys)) i Es posible definir a partir de ellos un campo de vectores tangentes
global Z € X(M)? Vamos a probar que la respuesta es afirmativa si esta familia de campos
vectoriales satisface la condicion de compatibilidad

Zo = (pp0a' ) (Zs), en po(Wap)

En efecto, dado p € M, existe (U, pa) € A tal que p € U,, luego (pa)"(Za) € X (Ua,). Seria
natural definir Z € X (M) como Z(p) = [(¢a)”(Za)](p) pero antes debemos probar que este valor
es independiente de la carta. Sea (Ug, pg) € A otra carta tal que p € Ug, luego (¢p)"(Zz) € X(Up).
Trabajando en W, y usando la condicién de compatibilidad, tenemos:

(pa)" (Za) = (0a)" ((9592")"(Z5)) = (vo0a"0a)" (Z6) = (¢5)"(Zs)

'y de esta manera la definicién anterior no es ambigua.
Resumimos nuestros resultados en el siguiente

Teorema 3.1. Sea (M™, A) una variedad analitica compleja. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes: '

1. Z e X(M).

2. Para cada carta (U, o) € A existe Z, € X((pa(Uy)) con la propiedad que si (Uy, ©q),
(Ug, @p) € A son tales que Wog = U, NUg # B entonces

Zo = (0p031)*(Z5), en pa(Wag)

Observacién: Sea (A" A) una variedad analitica compleja con atlas A = {(Ua, @a)}a. Por
el teorema anterior, un campo de vectores tangentes Z € X"(AM) puede ser definido como una
coleccién de ternas Z = {(Za, Ua, ¢a) }a en donde Z, € X(9a(Us)) V a satistacen la condicion de
compatibilidad. ' :
Sea U C C™ abierto con coordenadas z = (z1,...,%m), para j € {1....,m} definimos
e ' '

87‘,, S e TH = C%x'E" = £ eomg (‘;:j (p) = (p,e;). Es claro que {ddv,%}
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forman una coleccién de campos vectoriales, linealmente independientes en cada p € U a la cual
llamaremos base. La razén de este nombre se debe a que cualquier campo de vectores sobre U
puede escribirse como combinacion de ellos. En efecto. sea Z € A'(U) dado p € U tenemos que

Z(p) € C™, luego existen nimeros complejos a;(p), . ... am(p) tales que
m.o m 0 m 0
20) = Y o0)e) = Y- (a5 ) ) = (Z Ay ) )
=1 g=1 -3 =1
De esta manera, a cada campo Z le asociamos m funciones a;....,a, : U — C llamadas
m
d : :
funciones coordenadas. tales que Z = Za.ja— ~ (a1,...,am). Como Z € X(U), se sigue que
=1 7

ay,---,a, € OU)(U):

Proposicién 3.3. Sean U,V C C™ abiertos, ' € Bihol(U; V). Si

{i i} {i g }
9z;" " Oz, 4 ow,” T dw,y,

son las bases para los campos de vectores en U y V respectivamente, entonces

Tk a 7C_)Fl " aft % -
. (Td—u_J) - aUJ Bati = ZF (aw)aéi V]——L_,,’?n,

donde F~' = (f1,..., fm)

Demostracién. Dado p € U, por definicién de Pull-back, tenemos

L[ 0 . o a ., . P . __OF -1
()| = () F0) (P = () (P) (5)r0) = G (P
afy O fm = [ Of; ) d
= Ak bl s g - F s
(Gmron. gecron) =3 (FRren) 26
" é)fi) 0
& ( ()
; Jw; c')zl]
De lo anterior se deuce el resultado. (|
Corolario. Sean U,V C C™ abiertos, F € Bihol(U;V). Sean {_;,...,af } y
) <1 m
{diga—} las bases para los campos de vectores en U y V respectivamente. Si Z =
wy Win :

m
0
ij:(m € X(V) entonces

m

L af;
-5 (Soin)

donde V= (fu o Fads
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Demostracion. De las Proposiciones 3.1 y 3.3, tenemos

F*(Z) = F* (Z fd“) ZF (b;) ()“> iF(b

m = i ('-)f!- C)
S Fr (%ﬂ %) 2

j=1

m a .

m

-5

=1

Sea (M™,A) una variedad analitica compleja v Z € X(M). Dado (U,,pa) € A(M),

J d
denotaremos por {87 —_— 07} a la base de X (o (Us)), tenemos que (¢ ") (Z) € X (pa(Uy)).
L “m
m a
luego existen ay, ..., an € O(pa(Us)) tales que (¢, ") (Z) = Z aja—j. luego
j=1 =3
m m . a
You Z(IJ = Z (u‘j o @rl) (9—')(}) "Wa.a
92§ e 025

Si denotamos

(0 . '
Z3 = (¢a) (a,m) € X(Ua) vy af =aj0pq, € OU,)
%

tenemnos que
m

Z = a;Z; = (af,...,ay) en U,

i=1
De esta manera {Z}',..., Z} es una base de X'(U,), llamado el referencial mévil de Z en la carta
(Ua, o) v a8, ...,a% son sus funciones coordenadas.

0 & Ja
Sea (Us, ¢p) € Atal que W5 = U,NUs # 0, denotando {3 I } la baso de X (pp(Us))
24 2

art

y Zjﬁj = (pg)" ( a.,) € X(Ug), tenemos que {Z,...,Z2} es una base de X(Uz). ;Cémo se

relacionan {Z7,.. ., 255y {Zﬁ ..... Z2Y en Wos?

Como gy € Blhol(y,l(ﬂaﬁ),cpﬁ(ﬂ w3)) ¥ denotando ;,-909951 = (f1,...,fm), por la
Proposicién 3.3 tenemos

s s B g O ™ Of; N
(0a)(25) = (©3")" (0s) (82?) = (waws") (?) ZZaz‘?O(Pw‘*l) o

luego

. r m afd - 8 m Of, ) * a
Zﬁ = (590) (; é;j o (!’O"Cf?“])azf“ = . 7 © @3 ("rcnf) 20
m C)j, :
= e ."l Zi“ )
5 (50

J

Se sigue que que la matriz de cambio de base es dada por
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4. Foliaciones de dimension uno

A continuacién extenderemos a las superficies el teorema de existencia y unicidad de curvas
integrales.

Definicién 4.1. Sean M™ una variedad analitica compleja y Z € X(M). Una curva integral
de 7 con origen en p € Al es un- camino dff(“fenuuble a @ D(0) — A tal que a(0) = p y
o(T) = Z(a(T)), V T € D.(0). '

Teorema 4.1. Si M™ es una variedad analitica compleja y Z € X(M) entonces para cada p € M
eriste una curva integral de Z en M con origen en p. Mds aun, dos curvas integrales de Z con
origen en p coinciden en una vecindad del (.

Demostracion. Sea p € M y (U,p) carta de M tal que p € U, podemos suponer que
¢o(p) = 0 € C". Como ¢! : @(U) — U es biholomorfismo, podemos considerar el pullback
Y = (p71)*Z : p(U) — C™ el cual analitico. Por el Teorema de Existencia y Unicidad existe
B : D(0) — ¢(U) curva integral de Y con origen en 0 € C™. Sea a : D.(0) — U definido por
a(T) = ¢ YB(T)), claramente a es diferenciable, «(0) = Py por la regla de la cadena

o(T) = (¢7)(BD)-p(T ):( D(B(T)) - Y (B(T))
= (7 (B(T) - ¢ (¢7(B(T)) - Z(¢71(B(T))) = Z((T))

Luego o es una curva integral de Z en M con origen en p. O

A continuacion, probaremos que el pull-back transporta curvas integrales en curvas integrales.

Teorema 4.2. Sean M™, N variedades analiticas complejas, F' € Bihol(M,N) y Z € X(N).
Entonces a es una curva integral de Z en N con origen en ¢ € N siy sélo si F~ o« es una curva
integral de F*(Z) en M con origen en p= F~1(q) € M. '

Demostracién. Sea a : D.(0) — N curva integral de Z en N, entonces = F~'oa : D.(0) - M
es diferenciable y cumple

A(T) = (Floa)(T)=(F ) (a(T))a(T) - (F~ ) (a(T)) Z(a(T))
= (F)(F(BT)Z(F(B(T))) = FX(Z)(B(T)), Y t€ D(0)

Ademas B(O) = F~!(p) = q. Se sigue que § = F' o es una curva integral de F*(Z) en M con
origen en p = F~'(¢q) € M. El reciproco es anédlogo. : O

Sea M™ una variedad analitica compleja y sea Z € X (M). Decimos que p € M es un punto
singular de Z si 'y s6lo si Z(p) = 0 = (p.0), caso contrario, diremos que Z es un punto reqular de
Z. Denotaremos por Sing (Z) al conjunto de todos los puntos singulares de Z. :

Teorema 4.3. (Teorema del F'lujo Tubular para variedades Seca (M™, A) una variedad
analitica compleja y Z € X(M). Si p € M punto reqular de Z entonces existe (U, p,) € A con

d
p € Uy tal que @, (Up) = Al x A™ 1 y ) o, (@"’1) =Z enU, (en donde z = (z;,2") € C x it

son las coordenadas de p,(U,) ).

Demostracmn Es una consecuencia directa d(l 1(‘010111(1 de flujo tubular para abiertos de C"™.

(ver [2])
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Ejemplo 4.1. Sea (M™. A) una variedad analitica compleja y Z un campo de vectores tangentes
analitico en M tal que Z(p) # 0.V p € M (esto significa que Z no tiene puntos singulares en
M ). Vamos a demostrar que el campo Z induce una foliacidn por curvas sobre M. En efecto,

por el Teorema del flujo tubular tenemos que dado p € M, existe (U,.p,) € A con p € U, tal

a
que p,(Uy) = Al x A™1 y L,;;( ) = Z en U, (en donde z = (z1,2') € C x C™' son las

821
coordenadas de p,(U,) ). :

Consideremos la familia A" = {(L@,,gop)}pﬁ n €5 claro que ella satisface las dos primeras
condiciones de la Definicion 2.2 (con k = 1). En cuanto a la tercera condicién, sean
(Upsop), (Vi) € A tales que U, NV, # 0. Denotando por w = (wy,w') a las coordenadas
de ¥ I,(\ ,). de la definicidn de A" y por propiedades del pull-back tenemos '

s f O 0 .
(V") (m)za** en yp(Up NV,)

21

Por otro lado, los cambios de coordenadas ¥y, " < 0,(U, NV,) — ¢,(U, NV,) lo podemos escribir
de la forma

('I"P(to-;l) {21,3”) = (fl(ZI‘Z ), cey fn,(~1 2 )

Por la Proposicion 3.3 tenemos

el 0 T S P ) A WL
ﬁ_ (L[’P*gp) (8”’ ) _Z(QP(’/P ) (021) Ow;

de donde se sigue que

(7
—fo\ppou =0, Vi>?2
z1
De esta manera fo, ..., f,n no dependen de zy y la tercera condicion de la Definicion 2.2

estd satisfecha.

Reciprocamente, tenemos el siguiente resultado, el cual puede ser considerado como una cuarta
manera de definir foliacién analitica por curvas.

Teorema 4.4. Si (M™, A) es una variedad analitica compleja y F es una foliacion analitica de
dimension 1, entonces existen familias U = {U,}, Z = {Z.} tales que

1. U, € M es un a bierto y M C UUQ.

(o3

2, Za € X(Us) y Sing(Zy) =0,V 0.

3. SiU,NUs # 0 entonces existe gog € O (Us NUpg) tal que Zy = gopZp en Ua N U3.

Demostracién. Por la Definicién 2.2 existe A" = {(U,. ¢a)} € A que satisface las tres condiciones
siguientes:

M:U(:,.

2. Si (Ua,pa) € A entonces ¢, (U,) = Af]' % /_\(’_f”'k. Y a.
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3. SiU, NUs # O entonces el cambio de coordenadas
Ly o Five o
230 P, Pa(Ua NU) — pa(Ua NUs)

viene dado por
¥3° '?3;\-] (':,r ’:”_) = (hu:‘i(zl. 2”). ._(],,,}(3”))

Denotando por z{', ..., z a las coordenadas de ¢, (Us), tenemos que las rbitas de — en
i ; azl"
A, x A" son del tipo A, x {2”}. Definimos Z, = ¢, (W) Se sigue que Sing (Z,) = 0.
r T * a * O sz
Sean U, N Uz # B entonces Z, = & o V Zs = ¢z | —5 |- De acuerdo a la notacién de
‘ s B\ 5.
1 “~1
la seccién anterior, tenemos:
d = [ Bf; /
) I
7(1:(49*( = ) = F¥ = E — oy Z;
= ¥ Lo 1 v o 7
gz — \ 0z
donde @' = (f1,.... fm). Pero como fs, ..., f, no dependen de z{ entonces
afi -
s s _
Zrt = (a_’n C Pa Z] e QQSZ:B
1
) 5 o1 "
en donde es facil ver que g3 = = o p, € O (U, NUy). O

0z¢
Observacién: Toda foliacién por curvas en una variedad es generada por un campo de vectores
tangentes a la variedad.
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