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INEXISTENCIA GLOBAL PARA UNA ECUACION
DEL CALOR DEGENERADA NO LINEAL

Teéfanes Quispe Méndez

Resumen: En el presente trabajo, estudiamos la singularidad en tiempo finito de las
soluciones del problema mixto para un tipo de ecuacion del calor degenerada no lineal
con una funcion de Lewis generalizada.
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NONEXISTENCE OF GLOBAL SOLUTIONS FOR A NONLINEAR
DEGENERATE HEAT EQUATION

Abstract: In present work, we study the blow-up finite time of solutions to the mixed
problem for a type of nonlinear degenerate heat equation with a generalized Lewis
function.

Key words: Blow-up of solutions, Nonexistence global, Nonlinear degenerate heat
equation, Evolution equation.

1. Introduccion

En este articulo consideramos el siguiente problema de valores inicial y frontera con una funcién
de Lewis generalizada a(z.t): :

a(z, tyuy — B () Auy — Ayu= f(u) , z€N,t>0,
u=>0 ,xedidt >0, (1.1)
u(z,0) = up () , €8,

donde © es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera bien regular 92, A es el operador
laplaciano, a(x, t) es una funcién real positiva para x € Q. ¢ > 0, # () es una funcién real positiva
parat > 0, f(s) es una funcién real no lineal para s € R, y el operador p-laplaciano —A,, definido
para p > 2: ‘

‘

< 0
— Aot = — Zl: Bz

Las ecuaciones de tipo (1.1) son utilizadas para modelar diversos fenémenos y procesos en
mecanica. fisica, tecnologia, biologia v muchas otras areas. Por ejemplo, describe el proceso de
conduccién en plasma, filtracion de gases y lHquidos en medios porosos, reacciones guimicas,
procesos de crecimiento y migracién de poblaciones, y entre otros [7].

72 Bu
Ox;

du
Ox;

En el caso p = 2. la ecuacién en (1.1) se rednce a la ecuacion clasica del calor, ¥ se tiene sobre
ello una literatura hastante impresionante en cuanto al estudio de existencia v no existencia de las
soluciones globales. v las propiedades de estas, citamos algunos de ellos [1,2.3.4.8,10]. El caso
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p > 2, no se tiene muchos resultados conocidos. Tsutsumi [9], obtiene existencia y no existencia de
las soluciones globales con los métodos de aproximacion de Galerkin y del pozo potencial. cuando
a=173=0y f(u) := £u" 1o > 2 Messaoudi [5], obtiene singularidad en tiempo finito
con energia inicial no positiva con el método de concavidad, cuando a = 1 v 4 = 0. Zhou [11],
obtiene singularidad en tiempo finito con energia inicial positiva restringida y con energia inicial
1o positiva con el método de concavidad, cuando 3 = 0. Quispe Méndez [6], obtiene existencia de
las soluciones locales con el método de aproximacién de Galerkin y las estimativas de Tartar.

En este trabajo probaremos la propiedad de singularidad en tiempo finito de las soluciones
del problema (1.1) con energia inicial no positiva y con energia inicial positiva restringida. por
el método de concavidad [4] . También se obtiene las estimativas para el tiempo de vida de las
soluciones.

2. Preliminares

En esta seccion daremos algunas notaciones, conceptos, lemas y teoremas sin demostracion que
seran utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

Sea 2 un conjunto abierto y acotado de R"™ con frontera bien regular 9. Denotamos
el producto interno y la norma de L?(R2) y L?(Q), con (.,.) v |. |, respectivamente, para
1 < p < oo Ademds ((.,.)) v |.ll, denotardn el producto interno y la norma de Hy (€), donde
((u,v)) == [ Vu(z)- Vo(z)dz es la forma de Dirichlet. En el espacio de Sobolev Wy (Q) usamos
la norma

T

lull, = | D

i=1

2=

P

Sea X un espacio de Banach, 0 < T < oo v 1 < p < o0. Representamos con L? (0, T; X)
al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0,7[ — X tales que. son medibles y
lu ()|l € L? (0,T), con la norma

1

2 e (/ nu(f)Ji;dt) 12 gl

0
HU'HLoC(U‘T;X) ‘= sup ess ““‘ (t)”,\ ; P =0C.
0<t<T
dv

Denotamos v' := 57 = v, y v(t)(z) :=v(x,1).

Hipotesis. Imponemos sobre las funciones reales « _(.1:, t), B(t) y f (s) las signientes condiciones:
(H1) a € Wh (0,00; L® () v a(x,t) > a9 >0, V(z, t) € 2 x [0,00[; ap es una constante.
(H2)y Be Wh>(0,00) ¥y B(t) = 5o >0,¥t >0, B es una COllstarlfe.
(H3) f € C°(R) y existe una constante positiva Cj tal que-
| .|f (,sj| < ColsI”', Vs €R,
donde 2 < p<o< W
(H4) f(s)s > oF (s). Vs € R. donde g es la misma constante de (H3) v F (s) := ](; flEaE.

(H5) a4 (x.t) <0 c.t.p. parat 2 0, Yz € 0 y 3 (t) <0 ctp. parat > 0.
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(HG) oy (x,t) > 0ctp. parat 20, Ve e Q y 3 (t) >0 c.t.p. parat > 0.

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [3]). Para cada funcion u € W, (), se tiene
|ul, < Bollully, -

donde 1 < r < ,;"—”p stl<p<n yl<r<oostl<n<p. Laconstante By depende solamente
de Q, n, pyr.

Lema 2.2. El operador p-laplaciano —A, es acotado, estrictamente mondtono, semicontinuo y
y 1. T
coercivo de Wy (Q) en W1 (),

(—Apu,v) = / |VulP™* Vu - Vodz, Yu,v € WP ()
Q

Y
(=B o)) < Nl ol Va0 € Wiw (@),

L.p
donde TW=14(Q) es el espacio dual de Wy” (Q) y p~' +q¢7 ' =1,

Definicién 2.3. Una funcién u : Q x [0,7] — R es llamada solucién del problema (1.1) sobre
[0, T si satisface las condiciones (1.1)s — (1.1)3 v la igualdad

oz, thug — B(t) Aug — Apu= f(u) en L*(0,T;W1(Q)),

donde p~! + ¢! = 1.

Teorema 2.4 (Existencia Local [6]). Supongamos que las funciones a, 3 y f satisfacen las
hipdtesis (H1) — (H3), respectivamente, y que ug € IVOl‘I' (). Entonces existe un unico intervalo

[0, Thnax| con 0 < Thuax < 00 y el problema (1.1) admite una solucion u sobre [0, Thax| tal que

u € L*® (0 Crmzhc_: IV()IP (Q)) Y u' € L2 (OeTmé.\'; H(} (Q)) '

Lema 2.5 ([2]). Supongamos que ¢ (t) es una funcion no negativa, dos veces diferenciable y
satisface la inecuacion diferencial para t > 0: '

* >0,

" ) (t)— 1+ (1)
donde p es una constante positiva. Si ¢ (0) > 0 y ¢ (0) > 0, entonces ezxiste un nimero real
positivo T, tal que lim ¢ (t) = +o0 y una cota supertor de T, puede ser estimado por

t—T,

3. EL RESULTADO PRINCIPAL

El objetivo central del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo finito
de las soluciones del problema (1.1) sobre un intervalo maximal [0,7,,4[. Para este propdsito,
utilizamos las técnicas desarrolladas por Levine [4] y Zhou [11]. llamada método de concavidad.
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Definiciéon 3.1. Una solucién u del problema (1.1) sobre un intervalo maximal [0, Tp,4[ tiene la
propiedad de explosion o singularidad en tiempo finito si
:rm;‘t,\' < +o0,
es decir que u no puede ser extendida sobre [0, +oc] como solucién del problema (1.1).

Definicién 3.2. La funcion energia £ (t) del problema (1.1), se define por

1 A
E(t) :EH“( ||lp_/ﬂ (u(x, t))dr, fZO..

5) = /U £ (€) de.

Lema 3.3. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H1) — (H3). Si u es una solucion del
problema (1.1) sobre [0, Thax| con dato inicial ug € U"Ol"’ (€2). entonces

E(t)+j:

donde E (0) es la energia inicial definida por

donde

_a(.q)u'(.s)‘zd.q+ B(s) | (s)f2ds = E(0), (3.1)

E(0):= —||u0||1,, /F

Demostraciéon. Multiplicando a la ecuacion (1.1); por uy, integrando sobre €2, aplicando el Lema
2.2 y el Teorema de la Divergencia, obtenemos

@)+ [Va O O + 8O I @ =0. | (32)

De aqui, se obtiene el resultado (3.1). a
Lema 3.4. Sea la funcion definida para A > 0: -
1 Co v ‘

donde By es la constante dptima de la desiqualdad de Sobolev-Poincaré; Cy, p y o son constantes
de la hipdtesis (H3). Entonces

(i) g es estrictamente creciente en [0, Ao,
(i1) g toma su valor mdaxvimo Ey en Ao,
(ii1) g es estrictamente decreciente en |y, 00|,

donde

Ao o= (CoBY)™"  y Ey:= (; = (,) (C(JB{T)% - (3.4)

Demostracion. Es inmediato. . J

Lema 3.5. Supongamos que se cumplen las hipotesis (H1) — (H3). Si u es una solucion del
problema (1.1) sobre [0. Thax[ con dato inicial uy € H'Ul"’ (Q2). y que satisface

luol, > Aoy E(0) < E.
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entonces
le(®l, > Aoy (@I, > (CoBg)™r, t 20. (3.5)

Demostracion. Por (3.2). E(f) es una funcién no creciente y E () < E(0). t = 0. Por la
Desigualdad de Sobolev-Poincaré y (H3), resulta

E{t) = ()P — _‘_’ 4
( ) = B(.l; l” )] T IN (t)|o‘
= g(u®)l,). t=0.
Asi se tiene ;
g(lu(®)],) S E{) < E(0) <g(h):=Ey, t=0. (3.6)

Por (3.6), existe A} > Ag tal que g (A) = E (0). A continuacién probemos que
lu(t)], > A, t 2> 0. (3.7)

Por el absurdo. Supongamos que existe tg > 0 tal que Ay < |u(ty)], < A;. Desde que g es
estrictamente decreciente en |Ag, 0o[, resulta

B{0) = g () < g u Go)l.) < 90ha)

v esto es una contradiccién con (3.6). Por tanto se cumple (3.7) y |u (¢)]
Desigualdad de Sobolev-Poincaré, resulta

> Ng. t > 0. Por la

a

=1

[ (¢ > By |u(t)], > Byt Ao = (CoBj)™r .

[ll p =
Por tanto, se obtiene (3.5). a

Teorema 3.6 (Inexistencia Global). Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H1) — (H4),
y (H5) 6 (HG). Si u es una solucion del problema (1.1) sobre el intervalo mazimal [0, Tnax| con
dato inicial uy € WOI P(Q), y que satisface

Il’,l',()‘a > Ao U E(O) < Ejy,

entonces Tya < 400, es decir que u no puede ser extendida sobre [0, +oc| como solucion del
problema (1.1). Ademds el tiempo finito T4 es estimado por

8 (‘m“("

2 o 5
4000l

(0 —2)* (Eo — E(0))

Tme’nx ot (38)
Demostracion. Cousideremos dos casos.

Caso 1: Supongamos que se cumple (H5). Para este caso definamos la funcién explosién
para t € [0, Ty):

»;‘(f):/

(l()u():(ier/l(svf)( o' (s)u(s).u(s))ds

/ )l (s \fu$/ (s = 1) 3 () ((u (5) . (5))) s (3.9)
(T —t) U Vv O Un + 3(0) fluoll” }

+<)H e f()) 5
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donde 1y, Ty v d son constantes positivas que serdn determinadas mads tarde.
Por diferenciacion de (3.9), resulta

g'(t) = ‘\/a (t)u (t) zm / (a’(s)u(s),u(s))ds
+B(s) u (O] —/ F (5) ((u(s) . (s)) ds (3.10)
D\/ H()‘ + 3 (0) ||“0H] 3 (t+ 7).

Notemos que se cumplen

2][: (a(s) (s),u(s))ds = ‘\/Xﬁu i I\/_u(;

(3.11)
- Jy (a u(s))ds
¥
2 f) ) (2 (s (s))ds = B(t)||lu(t H) ds — 3(0) HU.()H2
- fo B (3) ((u(5) , u (s))) ds. (3.12)
Por (3.11) y (3.12), se tiene de (3.10)
gilt) = 2 /o (a(s)u' (). u(s))ds +2 [5 3(s)((v' (s),u(s)))ds (3.13)

+'2(S (t =+ TU) %

Diferenciando (3.13), utilizando la ecuacién (1.1);, Lema 2.2 y el Teorema de la Divergencia, se
obtiene

() = 2(f (u(®),u () = 2 e (O, +26. (3.19)
Por (H4), (3.1) v (3.5), resulta

Ot > QO'/F(U(:I,‘J))GII — 2w ()|}, + 20
Q

= 2 (; - 1) [lu ()] IP—QJE(U)JerS

t
+20r/
0

' kg = iy
> 2 (— 5 —) (CoBS)75 — 20E (0) + 25,
p o
t
+20 / a(s)u' ()
J O

= 20 (Ey— E(0)) + 20

+20 ‘/Uf .mu' (s)ljds + 20 /”[ B (s) I ()| ds

a@w%wﬁa+agﬁfﬂﬂnwwmﬂw

2 t
20’5 + 20 / B(s) |1 ()| ds
Jo

Tomando 4 = 2(E, —~ E(0)) vy desde que o > 2. se tiene

t
%7”“) > (o *2)0‘%_(0-{-2) |i/
J0

a (s)u' (s)

2 t "
: s + / B(s)||u" (s)||" ds| . (3.15)
2 Jo - '



3. EL RESULTADO PRINCIPAL | _ 3 57

De (3.9), (3.13) y (3.15), se obtienen

o(0) = T Dﬂ/a (O)rm.; +3(0) ||u0|12} + 812> 0,
¢'(0) =205 >0,
() > (e +2)d >0, ¥t >0.

(3.16)

Por (3.16), resulta que (t) y () son fuunciones positivas. Desde que ey (r,t) < 0 c.t.p. para
t>0,VreQ y 3 () <0ct.p. parat > 0, de (3.9), se tiene :

> ‘f Va()us)

De (3.13) v (3.15), resultan

2 t ; ‘
A ds + f B (s) ||u(s)|>ds + & (£ + 7)*. (3.17)
0 .

@) 22 {/U (a(s)u' (8),u(s))ds+ /0 B(s) (v (s),u(s)))ds+0 (1‘..+ Tg):| (3.18)

Q') > (0 +2) [/: a(s)u (9)‘:: ds + /{: B(s) || (s)]>ds + 5} . (3.19)

De (3.17), (3.18) y (3.19), se obtiene ¥ (&,7) € R?

o () € + ¢ (t)en + Si? = ju‘\/ )L e sp ”Eds

+ [, B(s IU( § +u' (s) nll ds (3.20)
+8 [(t +10) € +7)°
= )

Por propiedad de las formas cuadréticas, de (3.20) resulta

' (Bt - A+m (@) =0, . (3.21)

— og=2
donde p := %=,

Por (3 16) v (3.21), la funcién ¢ satisface las condiciones del Lema 2.5. Entonces existe un
tiempo finito 7. tal que lim ¢ (t) = +o0 y la cota superior de T, es estimada por

T

T* S Tg (Tg) y (322)
donde :
2Ty (o) “ AL UU‘ + B (0) ||uof| :! + 2079
Tyl (o —2)dm
y esto es equivalente a la relacion
207

Ty (T(}) = 5 :
. T T
(0 —2) b7y — U Vo (D)u(,") + 3(0) JJuoll ]
El valor de 1§ en (3.22) debe ser el dptimo. para ello debemos escoger el valor adecuado de 7 en
el intervalo '
,]Tl-ﬁ‘r")(i[ ; (3.23)
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donde 2
|V Ouo| +3(0) ol
(0 —2)(E, —E(0))

y esto se logra minimizando en el intervalo (3.23) la funcion

T .=

2672
2
(0 —2)dT -2 “\/a (0)ug :

donde § = 2 (Ey — E(0)). De (3.24), se obtienen

4 Ufa O], +500) uuonﬂ

(0 —2)0

8(] o (O)Huun)
(0 —2)* (EO—E(O)) '

Asi se tiene la estimativa (3.8). Por ultimo, desde que [0, T4 es el intervalo maximal de las
soluciones del problema (1.1), resulta que T4 = 7. Con esto se finaliza la demostracion del Caso
1.

Caso 2: Supongamos que se cumple (HG). Para este caso definamos la funcién explosién
t
Oz(.s)u,(s)‘ ds-l—/ ( llw ()] ds

para t € [0, Tp: t
o (1) = /
%_f} r—ho ] ‘ (3.25)

+d(t+7)°,

Tolm)=

80| n}

To =

TO (T()) = Tml’n =T (Tﬂ) -

donde 7, Ty v § son constantes positivas que seran determinadas més tarde.
Por diferenciacion de (3.25), resulta

() = |Va @ult y ) lu (I

(3.26)
|:’ v/ C H(J + j HHUH } + 2() (T + ’T(J)
Por (3.11) y (3.12). se obtiene de (3.26)
o) = 2f (e ) u( ))ds+2[0 ) (' (s),u(s)))ds
£+ {\/a Jus)| ds+ f; 7 (s )Hu (s)n ds (3.27)

+2(§ (?L + TU)

Diferenciando (3.27). utilizando la ecuacion (1.1),, Lema 2.2 v el Teorema de la Divergencia. se
obticne

Py = 20F ulf]], u( — 2 ||u(t) ilp -‘2(‘3
}\/ Ju (1)

De aqui el resto es idéntico al Caso 1, conectando (3.28) con lo que sigue de (3.14).

(3.28)

/
2“1“ 3 () || (t ||
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Con esto se concluye la demostracion del Teorema 3.6, O

Teorema 3.7 (Inexistencia Global). Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H1) — (H4),
(HG) y p > 2. 5t u es una solucidn del problema (1.1) sobre el intervalo maximal [0, Tyax] con
dato inicial no cero ug € Wy (Q). y que satisface

E(0) <0,

entonces Thax < 400, es decir que uw no puede ser extendida sobre [0, +00] como solucidn del
problema (1.1). Ademds el tiempo finito Ty es estimado por

25 p D C“
Zjléx S : : 24 -2 (329)
(p—2) (0 —p)min {D5, 1} K2 .

donde

2 B
Ky o= i\/(r (0)ug A + 3(0) |Juo||”,

Cap = mAx {”“H{ 2 (0,00;L72(Q)) (0, 30)}
|| es la medida de 2 y Dy es la constante optima de la deazgualdad de Sobolev-Poincaré |ul, <
Do llully,,, Yu € Wy ().

Demostracion. Deﬁnamos la funcién explosién para t > 0:

)= [Va@u)|. +5 0 @) (3.30)

Diferenciando (3.30), utilizando la ecuacién (1.1),, Lema 2.2 y el Teorema de la Divergencia,
se obtiene

Q) = 2(f @) uﬁ)—znuunﬁp
‘qu;u )|+ 8 @ .
Por (H4), (3.1) v E(0) < 0, resulta
S0 = 2(f (w®).u®) -2,

> 20 ) dz —2[lu (),
sz

2( 2 )nu(n[ ~ 20 (0)

> 2( L) o,

Tomando Dy la constante 6ptima de la Desigualdad de Sobolev-Poincaré |ul, < Dy [[ull,
. L1 .
Yu & H"Ul‘*" (Q) v desde que |v], < |27 [zr|p, Yv e LP (), se tiene

v

P a—p -p . ) -2 ) » . f o«
;mz(1f>%wmwm¢mn(ﬂhwm+muwy (3.31)
Por las hipétesis (H1) — (H2), se tiene o (2. 1) < o~ g K(Q c.t.p. para (x.t) € 9 x [0, ¢
v 3 () < 13l Lxacy -t-p- parat € [0, +o0c[ . Desde que (a 4+ b)" <277 (@” +b7),Va. b > 0,Vr 2 1,
de (3 3()) se obticue
P (1) < C[lu@b+luIF]” L (3.32)
< 25708 [l (O + lu (D1).

a
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donde C,3 := max {lln,

L2 (0,50 Lo%(£)) ||1f}“]‘x(0'00)}. POI‘ (332) d(_‘- (331) se Uhtj.(.‘l]e

o (t) > Kt (1), (3.33)

I
~—
|8

|
—_—
g

p

donde K := (%) Dy " min {D}. 1} |S2|_( z ;: De (3.33), resulta

y de aqui, existe un tiempo finito T, tal que lim ¢ (f) = 400 y la cota superior de T, es estimada

t—

*

por (3.29). Con todo esto se finaliza la demostracién del Teorema 3.7. g

Observacion 3.8. Si las funciones a = 0 6 3 = 0 pero no ambas, y se cumplan las hipdtesis
de los Teoremas 3.6 0 3.7, entonces se obtienen resultados similares a estos Teoremas, usando las
misimas estrategias seguidas en su prueba.

Observacién 3.9. Supongamos que se cumplan 5= 0, f (u) = iu|°'"2 uw2<p<o< w:—m v las
hipétesis (H1) y (HG). Si u es una solucién del problema (1.1) sobre el intervalo maximal [0, Ty
con dato inicial no cero uy € H"'Ul P(Q), vy que satisface

E(0) <0,

entonces Thae < +00 , es decir que u no puede ser extendida sobre [0, +oc[ como solucién del
problema (1.1). Ademas el tiempo finito Tz es estimado por

- o0 T C2
Iméx e | | - T—27
(0 =2) (0 —p) [Va(0)u|
donde Cp := [l jx(goor=(y ¥ |9l es la medida de Q. Este resultado se obtiene de manera

similar que la prueba del Teorema 3.7.
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