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Resumen: En este articulo, presentamos un estudio analitico el comportamiento
asintdtico, de la ecuacién reaccion difusion.
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Comparing Techniques, to obtain the global attactor its Hausdorff
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Unbounded domain

Abstract: In this paper we study the asymptotic behavior of solutions of reaction
diffusion equations.
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1. Introduccion

En este articulo estudiamos el comportamiento asintético de la ecuacién reaccién difusién de
la forma

U(O) = Uy (11)

{ ug — Au= f(z,u), paraz € RV, ¢t >0
donde el valor inicial y la solucién estan en los espacios de Sobolev. H19(RY).

En dominios acotados, el estudio de la ecuacion ha sido ampliamente desarrollado, en un marco
funcional de espacios de Sobolev, con ciertas restricciones en el término no lineal, se prueba la
existencia de la solucién global lo que permite definir un semigrupo no lineal asociado a (1.1). La
clave para determinar la existencia del atractor en un dominio acotado es que, el semigrupo sea
compacto en el espacio de Sobolev. Para probarlo se usa de manera determinante la compacidad
de las inclusiones de Sobolev. En este contexto ver los articulos de Hale [4]. Robinson [8] y Temam
en [9].

Cuando el dominio es RY se presentan nuevas dificultades. La familia de espacios LP(RY) no
estan encajados, las inclusiones de Sobolev H'(RV) « L}(RY) dejan de ser compactas y por
tanto el método que se utiliza para el caso en el que el dominio es acotado no funciona. es por
eso que necesitamos nuevas técnicas que permitan recuperar la compacidad de la solucion, como
alternativa. se han utilizado espacios de Sobolev con pesos por ejemplo ver [2].

En la Seccion § 2 presentamos tres ejemplos a conocer. y mencionamos las diferencias de las
téenicas utilizadas por cada uno de ellos. ' '

En la Seccion § 3 hacemos un estudio de la teoria lineal. Comenzamos con la ecuacién del calor
u; — Au = 0. v luego con la ecuacién de Schodinger u, — Au 4V (r)u = 0. en los espacios LI(RY).
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Donde, V() € LG (RY), es un espacio de potenciales que admiten singularidades locales, que
no se anulan en el infinito. Un punto importante en esta seccion es la generacion de semigrupos
analiticos y la caracterizacion de sus espacios de potencias fraccionarias. ver [5] para una teorfa
mas general. También damos a conocer propiedades de regularizacion del semigrupo lineal en los
espacios LP(RY) — LY(RY), que son ttiles a la hora de estudiar la teorfa no lineal.

En Ia Seccion § 4, presentamos la teorfa no lineal. Consideramos una condicién de crecimiento
para la no linealidad de (1.1), la cudl asegura debido a un resultado standard, la existencia
de solucién local, ver el Teorema 4.1. También suponemos una condicion del tipo f(z,u)u. <
C(x) ,donde C'(z) y D(x) estdn en espacios apropiados lo cudl garantiza la existencia
global de soluciones y por tanto podemos definir el semigrupo no lineal {T'(t)},>¢ asociado a la
ecuacion (1.1), ver el Teorema 4.2. Ademds, si asumimos alguna condicién de disipatividad sobre
el semigrupo lineal, podemos obtener cotas uniformes de la solucién lo (*uai nos permite definir un
conjunto ahsorvente By, para el semigrupo no lineal {T'(t)}i>q, en H (RY).

En la Seccién § 5 probamos que el semigrupo no lineal {T'(t)};>0, cunsm uido en la Seccidén § 4, '
es compacto cuando t — oo en LY(RY). La técnica consiste en probar que

(i) La solucion restringida a una bola B(0, R). es un conjunto precompacto en L7(B(0, R)).

Y

(ii) Las colas de las soluciones son uniformemente pequenas en.el infinito en el sentido L9(R™Y).

La compacidad asintotica es la clave para probar la existencia del atractor A de la ecuacién
(1.1)

En la Seccién § 6 Analizamos la dimension de Hausdorff del atractor y comparamos las técnicas
utilizadas.

2. Trabajos precedentes.

e Babin y Vishik, fueron los primeros en estudiar la dindmica asintética de la ecuacion (1.1)
donde la no linealidad es de la forma

flz,u) == —Xou — folu) — g(x), Ao >0,

Con fo(u) satisfaciendo la siguiente condicién de signo

folw)u > —Cplul? (2.2)

fo=0, fl(u)>-C (2.3)

y condicidn de crecimiento para la no linealidad

4 _ .
[fo(w)| < Clu+ |ulP?), 0<ps <pg, po= -mz'n.{;. = 2}7 pL >0, paran <2 (2.4)

Aqui lo autores TId])d]dll el un marco funcional de espacios de Sobolcv COI Peso, €Ol Pesos de la
forma p(x) := (14 |z|?)". con 7 € R. 4 # 0, en el espacio Lz(R ). :
e B. Wang en 1()98 en []()] en [”’] estudia el caso en que la no linealidad de (1.1) es de la forma,

flrw) = =du = fou) +g

9 AT 9 N . - o . .
donde . A > 0, g € L3RY), uy € L*(RY), donde la no linealidad satisface las siguientes
condiciones de crecimiento v de signo '

fwu >0, fO)=0. flu)>-C . (

o
o
Nty
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F () < CO+ ) | o (26)

con r adecuado. Trabaja en un marco funcional de L*(RY). Prueban que el problema (1.1),

esta bien definido en L2(RY). Por un teorema standard de existencia y unicidad para ecuaciones
semilincales ver [5]. se establece la existencia y unicidad del semigrupo {S(¢)}i>0, con algunas
propiedades de regularidad. '

Luego, establecen estimaciones en tiempo para la solucién en los espacios L*(RY), HY(RY),
lo cudl permite definir un conjunto absorvente en L*(RY). Para tratar la compacidad asintotica
del semigrupo, introducen una funcién de corte suficientemente regular # que corta la solucion u,
permitiendo asi estudiar las colas de la solucién. Prueban que estas son pequenas en el sentido

L2(RY).

e En todos los casos el dominio no es acotado y por consiguiente se tienen dificultades a nivel
funcional.
e El espectro de —A + Ay, con Ay > 0, es estrictamente positivo.

Los autores utilizan un marco funcional de espacios de Sobolev con peso.
Los logros presentados en los articulos citados son valiosos sin embargo no hay un analisis completo
en la teoria lineal y no lineal. Es por eso que aqui desarrollamos una teoria lineal y no lineal que
nos permita de manera ordenada y completa. ’
e Teoria lineal.

3. La ecuacion del calor y de Schodinger en los espacios
LIRM).
En esta seccion presentamos algunos resultados concernientes a la ecuacién lineal del calor en -
los espacios L¢(R™).
w—Au=0 xeRY t>0. (3.7)

Se prueba que la realizacién del operador eliptico lineal —A en el espacio base LY(R"Y), genera
un semigrupo analitico

Proposicién 3.1. Para cada 1 < q < oo el operador lineal no acotado —A con dominio W29(RN),
es un operador sectorial en LY(RY), y por tanto A genera un semigrupo {S(t)}i>0 analitico. En
particular la ecuacion del calor

w—Au=0, enRY, t>0 (3.8)
u(0) = ug € LY(RY) '
tiene una tnica solucion u(t) := S(t)uo para t > 0. la cudl es dada por
=N —lr—y 2
ult, o) = Sithg.=(4dnt) 2 / e~ uo(y) dy. (3.9)

) . i i . A A i .
Los espacios de potencias fraccionarias de —A en LYRN) denotado por H*(RY) coincide con
los espacios W*I(RN), para 0 < o < 1.

Por su importancia en las aplicaciones estudiamos cn esta seccion los operadores de Schrodinger
en los espacios LY(RY). Consideramos la ecuacién parabdlica lineal

e AT e RN
{ Ou—Au=V(@ju. xR >0 (3.10)

u(0) = up € LYRY)
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consideramos una clase de potenciales que, admiten singularidades locales y que no decaen en el
infinito, denominados espacios localimente uniformes y denotados por LE(RY), 1 < o < oo.

LI (RM) o= ={V € Lj, (RY) : sup / [V(y)|” dy < oc}
reRY J By

Ccon norina

H Hf"(:av = Sup ||V|[i°w(n))
zeRN

Los resultados que presentamos valen para operadores mas generales que — A, pero prestaremos
nuestra atencién en operadores de la forma —A — V(x)/, donde V' es un potential in Lf(RY),
o > =, o > 1. Entonces tenemos

Teorema 3.1. Sea V € L{(RN) con o > ’, o > 1. Entonces para cada 1 < q < o el operador
A+ V(x)I, con dominio W*I(RY), genera un semigrupo analitico que preserva orden orden en
LY(RN), Sy (t), y con el mismo espacio de potencias fraccionarias que —A\.

El semigrupo estd dada por la formula de variacion de las constantes

: I
u(t) = e® WV = ePtyg + f AV (z)u(s) ds.
0

Demostracién. En la prueba tratamos al operador de Schodinger como una perturbacién del
operador de Laplace. m e Teoria no lineal en HV9(RY).

Ahora, estudiamos la existencia local, global y regularidad de soluciones mas precisamente,
estudiamos la siguiente ecuacién reaccién difussion en el espacio Base X = LI(RY), con 1 < q < oo

4. Existencia global y cotas uniformes para el problema
no lineal en espacios de Sobolev

Comenzamos con el estudio del comportamiento asintético de la ecuacion reaccién difussion
en dominios no acotados '

Y vhags e N _
{ Ou— Au = f(z,u), ze RN, t >0 (41)

u(0) = uo.

Teorema 4.1. Sea 1 < g < oo. Consideramos el problema (2 5) con ug € H"(RY). Asumimos
que la parte no lineal f se puede descomponer en

flz,u) = folz,u) + m(z)u+ g(z)
de forma que g € L1(RY), m € L(RY) con o> g o >q, y fo satisface,

fo(x,0) = 0. 9o (z,0) =0 5
{ L fo(r5) < CL+ s 1), 5 €R, € RY - (42)

(Jn.

A <0, siN<g '
conl <r R - (4.3
con .1 <1 { < \%({ SN >q. _ | (4.3)
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Entonces existe una 1inica solucion local del problema (2.5) dada por la formula de variacion -
de las constantes, (FVC),

u(t. ug) = S(z‘)uUJrﬂ St — s)(fu(u( s))+g)ds, t€l0,7) gy (4.4)

donde S(t) denota el semigrupo analitico lineal gencrado por el A +m(x)l en LYRYN), esto es
S(t) = eBm=ht 1y 10, 79) es el intervalo mazrimal de existencia de la solucion, y ademds para
todo v € [0,1)

u(., up) € C([0,70), HH(RM)) N C((0, 70), H*I(RY)) N C*((0, 75), H*(RN)).

Aqui H*9(RY) con v € [0,1) denotan los espacios de potcnmas‘ fraccionarias del operador — A,
en L(RY).

Demostracion. Aplicaremos el Teorema 3.3.3 de existencia y unicidad de [5], pdg 54 con el
espacio base X = LY(RY) y con Xz = H™(RY). Puesto que g € LI(RY), bastaré probar que
f& - HY(RY) — LYRY) es lipschitz sobre conjuntos acotados.

Primero probaremos que el operador de Nemitcky asociado a la funcién fo transforma H¢ (]RN)
en LY(RY) es decir

fo: HY(RY) — LYRY).
Puesto que g € LI(R") basta con probar que,
fo : HY(RY) — LY(RY).
En efecto, si u € H“(R"), segiin las inclusiones de Sobolev u € LP(RV) y

<oo, siN <gq :
fnw lu(@)lP dz < ||ullfiq@yy. cong < p{ < ",%-‘1—]5, sil<g<N. (4.5)

Ahora probaremos que fg'(t_c) € LY(RY). Considerando la hipétesis (4.2) tenemos,

|Vt aaras = [
L)

| : w(@)]|7C VY |u(z)|? da
0 [0+ @I o

q
dx

u(x)
/ 0, folz, 5) ds
0 b

u(z)

IA

q
C(1+|s|" ") ds| dx

IN

es decir

f | folz, u(l))rf dx<C'g/ Ju(z)|? da +C[,f Nu@)| da.
- (4.6)

La primera integral de la derecha es finita pues u € L’I(R‘V), mientras que la segunda integral
segin (1.3) es finita si y sélosi 1 < r < —q. cuando N > g, o para cualquier r, si N < ¢ pero
‘esto se cumple por ]upotesn% Por tanto hemos probd,do que el opex ador de Nemitcky tlansfomm
el ebpd,cm H'"(R"Y) en L"(R")
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Seguidamente probaremos que el operador de Nemitcky es Lipschitz sobre acotados. Sean
u, v € H“?(R\) con ||u||g1. ,(R\ vl 1@y < R para cierta constante positiva R. Aplicando
nuevamente (4.2), sea v € RY fijo _

. : u(xr) ]
| fol(a, ?{(:1")) — folz,v(2))] < / |05 fola. s)|ds

Joa)
CQ+ [u(@)] "+ [e(@)|")le(@) — u(z)|

IA

.11,1ego‘ tenemos que
165000 = F5 Oy = [ Votau(@) = hola,v(o)] da.
<G /RN lv(z) — u(z)]? dz
G [ (@I + o)) o) — u()l .
’ (4.7)
En la segunda integral aplicamos la desigualdad de Holder, con 1 gt s’. < o0 tal que §+% ==1.

[ Q@D & @) o(a) - u(al do

1
o

<af [ (|u(a:)lq-*<f-“ @) | [ o) - sl @) dx]
<y [ [ @ [ upeen]” o=

' s(r—1 s(r—1 A
= G 58+ Tl | =l ey

=

(4.8)

Para la finitud de estos tltimos sumandos se necesita por (1.3) que se cumplan es decir, que
qéqs(r—l)gﬁ_—q y q§q5’<i si1<q<N Si1<q<N elegimos s =
que s = % y por tanto gs(r — 1) - qN ; yaquer < +—.SiN <gq,s ysson E}Ibltl‘dl’]OS Entonces

por (1.3) seguimos acotando super10rmen‘re (L.6) y tenemos

X
s(r—1 r—1
S 4 1l ) o= ol
1 v N
s(r—1 s 1) E ; an )
<Gy ”“| i{l.q(R)N) + “ | itqu(RN):l ”U = u"?pﬂ-q(gr\’) < CR‘\_" “U - U”gp.q(m)-
' (4.9)

Por (4.7) (1.6) v (4.9), para u, v € H"-”(]R{N). con [lull gro@yy. flellmra@ay S R

|| fo( “)‘fu(””'f'f(l%") (CR™ +C(,)[|a —UHHum\)D

® Ensoomdd asuiiremos alguna condicién de dls}pdtl\elddd que garantlza la e‘mtenua de
soluciones globales de (4.1)
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Teorema 4.2. Sea 1 < ¢ < oc. Con las hipdtesis del Teorema 4.1. supongamos que existe
C € LZ,(RN) con o > ‘—} o>q, yDeLIRY) con D >0 tal que el término no lineal satisface

flx,8)s < C(2)|s|> + D(x)|s|, para todo s € R, x € RV, (4.10)

Entonces la solucion del problema (4.1) con condicidén inicial ug € H"(RN) estd globalmente
definida.
Ast (4.1) define un semigrupo no lineal {T(t) }i>0

T(t): HY(RY) —» H"(R") | (4.11)
con T'(t)ug := u(t), donde u(t) es la solucion de (4.1) con dato uy.

Demostracién. Por el Teorema 3.1 tenemos que A + C'(z)] genera un semigrupo analitico que
preserva orden en X = LY(RY), denotado por S¢(t), el cudl tiene los mismos espacios de potencias
fraccionarias del —A.

Como D € LI(RY), el problema lineal

_A = , i [ ]V.
{ oU U=C(x)U + D(z), = € RY, t.> 0 (4.12)

U(U) — IuOI (= HIJQ(RN) = X%

estd bien definido, y tiene una tnica solucion, denotada U(t, |ug|), que estd explicitamente dada
por la féormula de variaciéon de las constantes

U, Juol) = Sc(t)|uo| + /U Se(t — s)D(z)ds (4.13)

y satisface U(-, [ug]) € C([0, 00), HY(RY)) N C((0, 00), H*4(RY)), U(t, z) > 0 para cada z € RY
y t > 0, puesto que D > 0. :
Por las técnicas de comparacion, tenemos

fu(t, wo)| < U(t, luol) (4.14)

para todo t > 0.
Ahora, utilizando las inclusiones de Sobolev, obtenemos que

P <00, siN<gq
=P 51—3&,silgq<N
—-q

se tiene
llu(s)lle@yy < U)oy < ClU(s) || rraee

y de (4.13)

% - pt 7
n[](f |"'~_f-()l)||H’~‘1(RN) S ”S()(t”li,[]l”HL(;(RA') + [ ”S(/‘(f - -S)D(.I.‘)|lH1.q‘R.\-’}dS.
J0

to pp(t=s)
&
S ﬂf{_’.m”H[)llﬁl.q(‘ﬁ{.\‘) + ﬂ.[”D”L.,(@;\') R — (J].‘-i
: ‘ 0o (t—s)2

“para algiin g € R. Por tanto. para todo T > 0. si t € [0.T].

HUU-|“UUHHM(5&\') S ]‘:(T)(H”(IHHL’!(?}\')-’FH[)“L'f('FNJ) ! (4-15)_
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para algin K(7) > 0. Utilizando la fornnuda de variacion de las constantes conseguinios
estimaciones de u(t, ug) in H"(RY). En efecto, utilizando (4.4), conseguimos, para algin a € R

1 ' :
lult, vo)llgray). < ||f(ATm( ”UHHF “(R / ||f’(m'm('rm(.rfsJ (g + foCu(s))gragmy) ds
Jo
vl (,'QU 5)
S {e rlf”H-()“Hl.q(g;,\-') g :\[/ ‘*"h"'"""-'—H(j + fO(“( ”[,- d"’
o (t—s)2
asi,
| ¢ gtilt=s)
lu)ll vy < Me||uoll oy + M sup |lg + f (u(s))]| Loza / - T ds
s€[0,7] o (t—s)2
aentonces
()] zrragesy < K(T)(HUHHHWRI\’) + 5}1])] llg + fff(“(s))||1f;w))- (4.16)
sE[0,T"

Utilizando (1.4)

g+ F5 @D gy < Clallbugn, + CUE) ey + Nl T gy
< Cllglaamy + COUG g, + U Gsry): (417)

Por tanto, por (4.15), obtenemos que s € [0,T], con T < oo

lg + fo(uls))llz

Llevando esta informacién a (4.16) obtenemos que para todo 0 <t < T < oo se tiene

Lo~y || D]

q(]RN) S Cr(T II'U,Q”HL,;(RN}: I|g| L’J(RN))'

lu(®) | gra@ny < C(T,

|uo || trramnys 19l ey | Dl Lagrry)- (4.18)

Por tanto la solucién es global en H"(R").; m Ahora probaremos que una condicién adicional a
la disipatividad, permite obtener cotas uniformes de la solucion, independiente del dato inicial.

“Teorema 4.3. Sea 1 < g < oc. Supongamos que la no linealidad del problema (2.5) satisface
las condiciones ({.2). (4.10) con D € LY(RY), C € LG(RY), 0 > £, 0 > q y que el semigrupo
analitico en X = LY(RY) generado por el operador A + C(z)I, con dominio H*4(RN) decae
exponencialmente. Sea ¢ € H*1(RN) la tinica solucién al problema cliptico

—A¢=C(z)p+ D(z), z eRV. (4.19)

Entonces la solucion de (2.5) satisface para

S < 00, S?;JN"_<_(J' ] .
q =< [J{ <4V 1< g< N ' (4.20)
== T =
hmaup lult, uo)ll Lowny < C|0]| gramyy) (4.21)

y el limite es uniforme para ug en subconjuntos acotados de H-1(RN).
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Demostracion. (1) Descomponemos la solucion U de (4.12) en U = v+ ¢, donde ¢ es la solucién
de (4.19). Entonces v satisface la siguiente ecuacion lineal homogénea

{ﬁbihﬁ_;uﬂwzo (4.22)
es decir, v(t) = ¢ (TACE@DNY|yy| — ¢) v satisface para 0 < a < 1
_ ]'lfef‘”
v ()] 200 @y) < " uoll Loy + [l Loqny)- (4.23)
para é,lgﬁra a > 0. Por tanto
|U ()| 2oy < N[O g2ea@ny + |0l g2ea@yy. (4.24)
Tomando limite superior, conseguimos, para 0 < a < 1
lim sup ”U(t)”;{eu.qmw) < ||¢HH2°'Q(-RN}- (4.25)

t—+4oc0o

2) Sea B C HY(RY) un conjunto acotado de datos iniciales. De (4.14 ,v (4.24) con a = 2
y 2

lu(t)|| Lr@ry < lw™ @) Lo@ay < Cllw® ()| a1y < C (8, luoll prasy, |6l mamey)
(4.26)

donde, por (4.23) y (4.25), el lado derecho de la desigualdad anterior converge exponencialmente
en t, y uniformemente para uy € B, a una constante lo que implica que

11’1;"“ sup [|lu(t, uo)||o@yy < C(l|@]| ran))- ' (4.27)
Por (4.17), y (4.26)
| fo(u) + gll Laery < C(t, luoll rayy, 1Dl Hra@yy, 19| Lagrny) (4.28)

donde de nuevo por (4.23) y (4.25). el lado derecho de la desigualdad anterior converge
_exponencialmente en ¢, vy uniformemente para uy € B, a otra constante de forma que

i 1/ (@) + gllLa@y) < CUID 1oy, N9l a@n))- (4.29)

Por otro lado, tomando A suficientemente grande de manera que el semigrupo lineal generado
por A+ m(x)I — Al tenga decaimiento ewponenma.l en L1 (RN ), en vez de trabajar con la ecuacién
(2.5), consideramos
‘ . Ou—Au— m(’c)u + A= fo(w,u) + g( ) + Au.

Utilizando la férmula de variacion de las constantes seguimos, la existencia de un (‘011]1111’(0
absorbente para el semigrupo no hucal {T'(t)}+>0, en H*9(RY) para 1 < o < 1, aunque no
positivamente invariante. g, . " '

El siguiente lema permite encontrar un conjunto acotado, absorbente y positivamente invariante

Lema 4.1. Eziste un conjunto acotado BU“ en H? q‘(]RN invariante, es decir, T(t) Bgﬂ c
Bo s bl nbsorbrntc, es decir, para cada submrurmto acotado B en Hl (RN eriste a‘U(B) >0
con T(1)B C By, para cada t = tg B)
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5. Condpacidad asintética y el atractor global

En esta seccion probamos que el semigrupo no lineal {T'(¢)};>¢ obtenido antes, es compacto
cuando ¢ tiende a +oc, es decir probamos la compacidad asintética, ver [4].

Definicién 5.1. Un semigrupo no lineal {T(t)}+>0 en X espacio de Banach, se dice que es
asintdticamente compacto en un espacio de Banach Y si y solo si para toda sucesion de datos
iniciales acotada en X, {ug}. y tn — +o0 entonces {T(t,)ul }ns1 tiene una subsucesion que
converge en Y .

Esto tltimo es equivalente a d(’(’?T que {T 2 )UG }us1 €s precompacto en Y.

Veremos la compacidad asintética del semigrupo no lineal {T(t) };>¢ en LY(RY).

Teorema 5.1. Con las hipétesis del Teorema 4.3. El semigrupo no lineal {T(t)}i>0 en HM(RY)
asociado a la ecuacion diferencial (2.5) es asintdticamente compacto en LI(RN).

Demostracién. Sea {uj} un conjunto de condiciones iniciales acotadas en H"9(RV) y t, — oo.
Veamos que, para cada € > 0 existe k = ko(e) > 0, no(e) tal que para todo k > kg, n > ng(e)

/Iq A|u(n ug)|? dr < e
x>

es decir que las soluciones de (2.5) son, asintéticamente, uniformemente pequenas en el sentido de
LI(RN).

En efecto, sea € > 0 arbitrario pero fijo, entonces desde que v(t, z) = v(t, z, |ug| — @), por (4.23),
converge exponencialmente a cero en LY(R"Y) cuando t — +o0, y esta convergencia es uniforme
para uy € B donde B es un conjunto acotado en H'(RY), tenemos que, existe un #y(e, B) tal
que, para todo t > tp(€) v para todo ug € B.

-

(5.30)

“v(t)l]iq(RN) <€ . (5.31)

De la integrabilidad de ¢ € LI(RY), ver el Teorema 4.3, existe un ky(€) tal que para todo

/ 6(z)]7 dz < e. (5.32)
|| >k

Usando (5.31) y (5.32), de la relacién (4.14), de (4.24) con a = 0, seguimos que, para todo
t >ty = to(e, B), y para todo k > ko = ko(e), :

/ | lu(t, ug)|? dz < C(/ lv(t)|? dz + f lo(z)|? d;l‘-)
|| >k ) Y |z|>k |z|=>k

< C([p (8| dz + flmk |6(z)] dz) < 2¢C | (5.33)

Sea € > 0, tg = to(e, B) y ko = ko(€) como antes, (,nfon(“(*s existe no( ) t tal que para todo n. > ng,
tn = tp y usando (5.33) tenemos que, Vn > ng(e), Vk > ko(e)

/ bl g 1 di e
|lr|>k

Sea k > 0, 0 = {x € RY : |2| < k}. Veamos entonces que {u(tn. ug)iy, a1 es un conjunto
precompacto en L9(£2;.). ' '



T2 Comparativas en una ecuacion reaccion difusion en dominios no acotados

En efecto,

() Por la cotas uniformes para la solucién, {u(t,.u?)},>1 es acotado en HY(RY).

(i) {ulty, ug)j,, } es acotado en H'(Q) ‘

(iii) por la compacidad de la inclusion HY9(Qy) — L7(Q.) concluimos que {u(t,, u{{)mk} es
precompacto. TR

En resumen, por todo podemos coucluir que, para cada € > 0 existe un cubrimiento finito
en LY(RY) de {ult,. uf) }us1 por-bolas de radio a lo més Ce'lf, para cierta constante positiva
C. m Hemos probado que el semigrupo no lineal {7'(¢)};>¢ de operadores continuos, definido en
HY(RY) tiene un conjunto absorbente en H'9(RY) y es asintoticamente compacto. Entonces
por un resultado, que enunciamos lineas abajo, debido a J.Hale, ver [4], el semigrupo no lineal
{T'(t)}+>0 posee un atractor global A en HM(RY), que tiene las siguientes propiedades

(i) A es compacto en HU4(RY) :

(1) A es invariante, T(t)A = A, Vt > 0.

(111) A atrae cada subconjunto acotado de H'(R"™). Ademds es tinico y maximal en la clase
de los subconjuntos acotados e invariantes de H14(RY).

6. Dimension del Atractor _

Estudiar la dimensién de Hausdorff del atractor, significa geométricamente, estudiar como
evoluciona el elemento de volumen n-dimensional bajo la accién del flujo y tratamos de encontrar
la mas pequeiia dimensién n en el cual se pueda garantizar que todo elemento de volumen n-
dimensional en el espacio fase., se contrae asintdticamente. Esto se traduce a analizar que se
verifique la siguiente condicion

1 t .
lim s-up?/ Tro(Ai (1)) dr <0 (6.1)
- Jo

Teorema 6.1.

ug — Au = —hu— fo(u) — g(x), M >0,, parazecRY t>0 (6.2)
u((]) = Uy *
st se verifica que,
|fé(ﬂ)1 < C u.|“'”C'1u, g > 0 ) (63)

donde Cy(u) es una funcion continua, entonces la dimension del atractor en el sentido de Hausdorff
asociada a (6.2) es finita y se estima una cota superior para su dimension.
Demostracién. En la prueba controlamos la traza del operador que viene de la linealizacidn de
la ecuacion :

Uy = AU — MU + fo(u(t)) .= A ())U _
Nuestras herramientas son, la desigualdad de Lieb Thirring v el hecho que Ag > 0 implica que el
operador A — A\g/ decae exponencialmente.; m
e Resultados
e Los articulos 2], [10]. [7]. trabajan con no linealidades del tipo

flr,u) == u = folu) = glx). Ag>0. g >0
con fuertes condiciones de signo

folu) =0, fi{u) > ~C _ '_ (6.4)



v condicién de crecimiento para la no linealidad

|folu)] £ Clu+] >0, paran <2 (6.5)

. 4 2
P2), 0< p2 < po, po= muz{;_ =

e Observar que el espectro de —A + Aol es estrictamente positivo.
e En este trabajo presentamos una clase de no linealidades, mas amplias que las estudiadas por
los autores, donde ;

f(':t.;. u) :=m(r)u — fg(.L u) — g(x), Ag >0,

donde m(z) € LE(RY), con o > g

e Hacemos un estudio sistematico de la Teoria lineal y no lineal de la ecuacién (1.1)

e Introducimos no linealidades que dependen también de la variable espacial, garantizando que el
problema (1.1) estd bien planteado en los espacios H(RY).

e Con menos restricciones en nuestras hipdtesis, obtenemos nuestros resultados para una amplia
clase de no linealidades de la ecuacion, que tiene importancia por sus aplicaciones.

e Estudiar la dimensién de Hausdorff del atractor, significa geométricamente, estudiar como
evoluciona el elemento de volumen n-dimensional bajo la accién del flujo y tratamos de encontrar
la mas pequena dimensién n en el cual se pueda garantizar que todo elemento de volumen n-
dimensional en el espacio fase, se contrae asintéticamente. Esto se traduce a analizar que se
verifique la siguiente condicién

1 [t , ,
lim sup;/ Tr,(A (7)) dr <0 (6.6)
0

Las técnicas que utilizan [2], [10] y [7], presentan dificultades ante la presencia del potencial en
la no linealidad, entonces para controlar la Traza utilizamos herramientas nuevas como son, La
desigualdad de Lieb-Thirring v un teorema de perturbacion de potenciales.

En el caso en que introducimos un potencial en la no linealidad, hay un término que se tiene
que controlar a diferencia del que se desarrolla en [2], [10] y [7].
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