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Resumen: En este trabajo, presentamos el problema de Minimizacion de Cuadraticas
sin restricciones y se da una técnica de solucion para cada uno de los diferentes casos
que se pueden presentar.
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QUADRATIC MINIMIZATION

Abstract: In this work, we present the Quadratic Minimization problems without
restrictions and it’s given a solution technique for each of the different cases which can
be presented.

Key words: Mathematic programation, convex ptrogramation, diagonalization,
spectral decomposition and Cholesky decomposition.

1. Introduccion

Una cuadratica es un polinomio en n variables con términos hasta segundo orden. La minimizacion
de estas funciones tienen interés por el gran nimero de aplicaciones que recaen en este formato [3],
[4] v [5]. Por ejemplo, cuando para un conjunto de datos impiricos se postula una relacién linear
con ciertos pardmetros desconocidos, el problema de ajustar esos parametros suele ser resuelto a
través de la minimizacién de la suma de los cuadrados de los errores, es decir, la minimizacion de
una funcion cuadritica. La suma de cuadrados no es mejor que otras medidas globales de errores,
en términos de calidad de ajuste (pues se pudo haber considerado él con otro tipo de norma). Sin
embargo, es la medida cuya minimizacion es la mas simple del punto de vista numérico. De hecho la
minimizacién de cuadraticas es uno de los problemas mds faciles en ¢l arte de la OPTIMIZACI(’)N:
haciendo también que sea utilizado frecuentemente como subproblema auzviliar en algoritmos que
resuelven problemas mas complicados.

2. Cuadraticas sin Restricciones
Dada G € R™" simétrica, b € R" y ¢ € R constante. El problema de estudio sera

minimizar g(2) = %:z"G.r + br+e : ' (1)
Lema 2.1.

Si g(z) = §2' G + b+ ¢ entonces
Vg(z) =Gr+0b

Hg(r) =G
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Prueba.
Sea
e i o vy ) b= (by,by. ..., b,,)
¥ ‘
g1 g2 Jin
G- U"ll Y22 .9"%?;
Gn1  Gn2 Gnn -
entonces : .
1 T n n n
giz) = 5 {7’ (Z G1iTis Z G2iTiy .o v s Z Gnils ):I - (Z b;;rrj) +c
. i=1 i=1 i=1 i=1
1 n n
“5 [Z g1i%iT1 + Z g2il;to + ...+ Zg,,imi.’rn] = Z[)i;ﬂ.; + C.
- i=1 i=1
Luego
Oq(x) 9q(z)  dq(x)
N gla s :
Q(I) ( 6.’131 ‘ 819 C).Ifn
es decir )
dq(z) 1 -
B, =3 911”61 o+ ;QWL i |+ (gnzize) + ..+ (guzizn)' | + b
dq(x 1 =
8'&' ) =5 [29‘112?1 + Zgul‘i + (9212 + ga1T3 + ... + gmiTn) | + b1
ol i=2

pero por ser ¢ simétrica se cumple que g;; = g;;. Por tanto se obtiene

dg(:
(—).’Ll

dq(x)
0.1;;

i=2

d =gnr + 3 [Z 291;%;

= guTi+ Zglii‘f by

+ by

n
= Z g1iT; + by.
i=1

En forma andloga se obtiene un resultado similar para cada

Zqﬂf + b;

()J,J Lo

Luego ,
o [ 9q(x) 9q(z) 8q(-r)) L4
Vq(.r)ﬁ( Ory ' Oxy ' Oz )

J n L n
(ijuﬂ:i Fbiyse:
) i=1

IR, T

i=1

. n- ' n . V
Vy(z) = (Z Gjiliy ey Z .fi_;f-’?'i) + (bis -, by)
t=1 i=1
.(Jrll .5’1‘2 ,(jlln -I’l - bi
Ggar G2 Jon Xy by
Vg(x)=1 ". . S+
Unl  Gn2 H h”

Gnn
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Vq(z) = Gz +b.

Para la tltima parte del lema hacemos

hiz) = (hl{.l.'). ..... hy(x)) = Vg(x) = ({)(I(JI): dalz) = 8(1(:1'))

dr, = Oxs C o,
dhy(x) Iy () dhy () ;
diaJ:l ) );’11"_1 s, Arp , g G2 .. Gin
dho (> dha(x) dha(x . )
B pds - eEd  ugmor G211 Y2 --- Gon
Vh(z) = ()-II r)-fz - d.f'" = _ . ; =5
Ihn(z) Oha(z) dh,, (z) . .
i T8E Y T hen Gn1  YGn2 Gnn

Los puntos criticos de (1) seran aquellos puntos donde el gradiente se anula, por tanto de
acuerdo al lema 1, seran todas las soluciones del sistema lineal

Gzx+b=0 (2)
La existencia o unicidad estara determinada por las propiedades de este sistema.

Lema 2.2.

a) El problema (1) admite algin punto critico si y solo si b € R(G), (R(G) es el espacio
generado por las columnas de G ).

b) El problema (1) admite un dnico punto critico si y solo st G es no singular.

Prueba.

a) Sea z* un punto critico, entonces

Gx" = —b
es decir
T
73
[G11G21"'7Gn] - = —b
T,

donde G; representa la i-ésima columna de G. De donde
TiGL + 235Gz + ... + TG = —b.

Por lo tanto

b€ R(G)
La parte reciproca es analoga.
- b) Tenemos el sistema lineal .
Gxr+b=0
6 .
Gr=—b () .

el cual es un sistema de n ecnaciones v n incégnitas. Por el algjobla hneal (*) posee solucién
unica si v solo si G es una matriz no singular.
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|
La ecuacion de los puntos criticos
Gr+b=0 (2)
puede tener una, infinita o ninguna solucidn. -
Si (2) no tiene solucién. es decir b ¢ R(G') entonces. (1) no admite minimizador local o global
(caso contrario se tendria un 2* tal que Ga* + b = (. Contradiceidon con la hipdtesis). Uno de esos
casos, podria ser por ejemplo cuando

l
g(z) = =z'Gr + bz +c

con G =0y b£0.

Si (2) tiene solucion dnica, entonces ese punto seria el inico punto critico de (1), pero él podria
ser un minimizador, maximizador o punto silla.

Finalmente si (2) tiene infinitas soluciones (eso ocurre cuando G es singular y b € R(G))
entonces todas ellas seran puntos criticos y del mismo tipo (sera probado mas adelante).
Observacion: :

Es interesante observar aqui, que en un problema con infinitas soluciones (G singular y b € R(G))
puede ser transformado en un problema sin solucion, debido a ina pertmbamon pequena en el
vector b, Por ejemplo el sistema lineal

0z+0=0

tiene como soluciones a todo R", pero el sistema
0z +e=

no posee solucién alguna para cualquier € # 0.

Esto nos muestra que, muchas veces, es dificil distinguir las situaciones “sin solucion” de las
“infinitas soluciones”. En efecto: Debido a errores de redondeo, puede ocurrir que, el vector b que,
en realidad estaba en el espacio columna de G (b € R(G)), quede fuera de ese subespacio, haciendo
que un sistema con infinitas soluciones aparente ser incompatible en los cdlculos numeéricos.

También puede ocurrir que una matriz G singular se torne inversible, por perturbaciones de
redondeo (las cldsicas matrices mal-condicionadas), transformando un sistema incompatible, o
indeterminado en un problema con solucion tnica.

Usando resultados de convexidad y las condiciones de optimilidad de segundo orden (ver [1]),
podemos clasificar facilmente los puntos criticos de (1):

Si z* es minimizador local, entonces, se cumple Hg(z*) > 0. Pero G = Hq(x*), entonces G es
semidefinida positiva para todo z. Luedo g(x) serd una funcién convexa y cualquier minimizador
local es global. Con todo esto podemos concluir: Si x* es un punto critico y G > 0 Vo € R"
entonces necesariamente x* es un minimizador global.

Con el mismo razonamiento deducimos que toda cuadratica tiene un unico tipo de punto
critico, por que la hessiana es una matriz constante, es decir todos seran 11111111:117f1(10res globaleb
maximizadores globales o puntos sillas.

La prueba del siguiente lema, muestra que. debido a la slmphudad de las funciones cuadraticas,
es facil obtener las mismas conclusiones sin apelar a los resultados de convexidad.

Lema 2.3.
Si G =0 yx* punto eritico de (1), entonces a* es un minimizador global de (1).

Prueba.
Tenenos

1 1 :
glac)= 3:1.'fG.'1‘ +bz4c= 3.1"G.r =@ Grte
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pues 2*G = —b. Lnego
1l 1 1 ;
glz) = S‘EIGJ. + 3.1'* Gt — a1t Gar — 5.13 A
i _i( -._ .s{ I(v(‘. L 1'*G S 5
q(x) = 5T — ) Gz — AI. ) — Rl 4+ 6

Luego por ser GG semidefinida positiva se tiene

1 1 1 1
) > — Gyt s — ¥ p* ™ r.I*——"* P . T n
q(x) > 2.: Gt +c 2.1 Gr* + 2.1 Gla 2.7, Gx +_r Vo e R

i . '
q(z) > za*'Gzr" — 2°Gx* + ¢ = 5:1:*(;:1:* + bx* 4 ¢ = g(z*)

(SR

_ q(z) > q(z*) VreR"
Por lo tanto z* es un minimizador global. =

Lema 2.4.
Si (1) admite un minimizador local, entonces G es semidefinida positiva para todo x € R™.

Prueba.
Si a* es un minimizador local, entonces dr > 0 tal que

g(z) =z ¢(z*) Vz € B(z*,r)

1 1
§;IJG;E +bz+c> E:I‘*G;L‘* tblrt e

de donde 1 1
~Gr — ~2*Gz* 4+ bz = bz >0
2 2
1 1 ¥ a ] t *
§:L'G:_r: —5% Go* +bG(x—2%) >0
1

1
-2—1:G3; Lt EJJ*G.’L'* - :L'*G(.I‘ -z%) >0

1 1
;)—:L‘GJ: - §m*G;r* - 2*Gz 4+ z2*Gx* > 0
52GT — 2'Gr + S2"Ga” 2

%(.1; -Gz —2*) =0 Vze Bx*r) ()

Sea x ¢ B(z*,1), entonces

' z—x*

= s——==m——nfl.
o= "

y cona<r .

es tal que y € B(z",r). Luego

z -z f{ z—a* a* | ] et ake | .

de donde

=2 Ge—a") 20 Ve g Bla'.r) L)

De (a) v () concluimos que
G>20 VYreeR"
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Corolario 2.1.
Todo minimizador local de (1) es global.

Prueba.
Sir* es minimizador local. entonces por lema 4 G > 0 Vo € R,
Por otro lado, por teorema de Taylor se tiene que

q(z) = ¢(2*) + Va(z*)(z —z*) + _-;—(;.r' - .'1:*)Hg(:)(.1' —-a%) Ve

g(z) = q(z*) + [Gz* + bl(z — z*) + %(.’l' — "Gz -2")  Vx
q(z) = q(z*) + 0+ %(1 i =) v
g(x) = ¢(z*) VreR"

Por lo tanto 2™ es minimizador global. m -

Corolario 2.2.
St la matriz G es indefinida, entonces la cuadrdtica q(x) no tiene extremos locales (es decir no
posee ni mdzrimos ni minimos locales).

Prueba.

Sea x* un punto critico.

Si G es indefinida, entonces G = Hg(z*) es indefinida. Luego, existirdn w, y vectores no nulos en
R™ tal que

yHzYy>0 wH@ Yw<0
Como g(x) tiene segundas derivadas parciales continuas, existird un € > 0 tal que

yH(x" +ty)y >0 wH(z" +tw)w <0

para todo t tal que || < =. Entonces, podemos definir

Y(t)=qlx"+ty) W) =qg(a™ + tw),

de donde

Y'(0) = y.Hq(2")y >0 W"0) :":.u'.Hq(.r’*)N‘ < 0.

Por tanto. podemos concluir que, ¢ = 0 infnimo local estricto para Y(¢) v maximo local estricto
para 17 (#). Esto quiere decir. que si nos movemos a partir de 2 en la direccidon de y & —y. los
valores de () awmentan. pero si nos movenios a partiv de 2% en la diveccion de w 6 —w. los
valores de g(a) disminuven. Por esta razon. denominamos al punto critico a* punto silla. y este
PUIto no es 1wl masino ni mimimo. s
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3. Solucién de Cuadraticas sin Restricciones usando
factorizacion

La forma mads ruda de resolver (1) es considerando la descomposicion espectral de G. En efecto,
como G es simétrica, existe una matriz ortogonal @ (es decir QQ’ Q'Q = I) v una matriz
diagonal D tal que ' '

G = QDQ". | (3)

Los autovalores de G, a1.09,...,0,, son elementos de la diagonal D y los autovalores
correspondientes sou las (()lUlILlIdH de (2. Luego para cualquier @ € R”, x # 0, existirda un y € R,

y # 0 tal que
T = Qy = [QI]yL + [(I‘z]b’z & = i [Qn]yn

donde los [g;] son las columnas de (). Entonces
2'Gz = (Qy)'G(Qy) =y (Q'GQ)y

1'Gzr = y' Dy :-cnyf + Uzyg oo ¢ Ty Uhyi

De donde,
Gz > 0 <= g; > 0 Vi.

Con eso afirmamos: G es semidefinida positiva si todas las entradas de D son no negativas. Si
todos los elementos de la diagonal son mayores que cero, entonces, D y G son definidas positivas.
Por tanto, observando la diagonal de D obtenemos informacién sobre el tipo de puntos criticos
que el problema (1) puede tener. Si estamos interesados en minimizadores, y D > 0, entonces
analizaremos el sistema '

Gzr+b=0.
Usando (3), el sistema toma la forma
(QDQ")x = ~b | (4)
De la cual obtenemos: _
DQ'z = —Q'b | (5)
Dz=-Q'b (6)
donde z = Q'z. Ademds : ‘
=)z _(*)

El sistema (6) tendra solucién si y solo si, un posible cero en la diagonal de D concsponde a una
coordenada nula ([Q'b];) de —Q"b. .

Si hay un cero en la diagonal, es decir o; = 0. tal que [Q'B], # 0. entonces, el sistema (4) 1o
posee solucién, y consecuentemente ¢l problema (1) carece de puntos criticos.

Si todos los elementos de D son estrictamente positivos (i.e. det(G) # 0), entonces, (4) tiene
solucion tnica. v el vector x caleulado a través de (6) y (#) sera un minimizador global del problema
(1). ' |

Si el sistema (6) es compatible, pero existe o; = 0 y [Q'b], = 0, entonces tendremos infinitas
soluciones. En efecto, sea

Dz=-Q%
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g1z \ ( [#(th]l \
T [“Q'bh

oizj [“Q'_bb‘

t
Tnin ) \ I‘_Q I)]n /
cong; =0y [-Q'b; = 0; g; = 0y [-Q'b]; = 0. Notamos que z; podrd tomar cualquier valor
v siempre serd solucién. Lo mismo ocurre para z;. Esto quiere decir, que se obtendran infinitas
soluciones. Cabe mencionar aqui, que debido a que

2 = Q'z entonces = Qz
es decir
z=[q1 g2 ... qu]2
donde ¢; son las soluciones de @). Entonces
T=2z1q1 +2q2+ ...+ 2,9,
Pero, como z; y z; toman infinitos valores, x tomara la forma
Tr = ﬂ[ “+ Z:q; + quj

es decir
z€A={z=M+ zq+zq;/ z, z; €R}

Esto quiere decir que, todas las infinitas soluciones de (4) forman una variedad afin en R
de dimensién igual al ntumero de ceros en la diagonal D. Ademids todas las soluciones seran
minimizadores, pues por dato D > 0 lo que implica G > 0. '

Analicemos ahora los diferentes casos que se pueden presentar:

Caso 1. Cuando no existen minimizadores (es decir G es indefinida) del problema (1), es util
determinar para cada z € R™ una direccién d € R" tal que

lfh’m ¢(z +td) = —o0 (7)

Si realmente supiéramos hallar una direccién que satisfaga (7), podriamos decir que siempre
seremos capaces de resolver (1) (incluso cuando el minimo sea —oo, minimizador serd z+ocd).

Analicemos pues este caso:

Si algiin autovalor de G, o; < 0, entonces tomamos d =autovector asociado a o; (ubicada en
la i—ésima columna de @), entonces

g(x + td) =§(;r,- +td)'G(x + td) + b'(x + td) + ¢
‘ ; A 1 -
::5:196‘:1: + 2'G(td) + ;tzd’Gd +b'r+thd+c
¢ ' Loy
=q(x) + t(b’'d + x'Gd) + 5t d'Gd
' 1,
=q(x) + t(b' + Gx)d + ifztl’Gd

[
=q(x) + tVg(x)d + sf")d"(}'d
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Pero como d'Gd = d(QDQY)d = (d'Q)D(Q'd)=(0 ... 1 ... 0D | 1 | =0,

Por lo tanto , ,
glz + td) = q(z) + tVg(x)d + —Q—tza,;
Con esto podremos afirmar que g(z + td) como funcién de ¢ es una parabola concava y
q(x + td) = —oo cuando t — Foo.

La eleccién de aquel d, no es la tinica que satisface (7). En efecto bastard escoger cualquier
direccion d tal que d'Gd < 0.

Caso 2. Consideremos el caso en que D > 0, pero existe g; = 0 con [Q'h], # 0 (es decir el sistema
Gz +b = 0 es incompatible, no existe solucién alguna). Tomemos nuevamente d =autovector
asociado a o;

bd=[Q],#0 y d'Gd=0d,=0
siempre que b'd = [Q'H], < 0, caso contrario se tomard —d. De esta manera, siempre
podremos suponer que b'd < 0. Luego
1
q(z + td) =q(x) + tVq(z)d + adtGd
=q(z) + t(Gx + b)'d
=q(z) + tz'Gd + tb'd

Pero Gd = 0. En efecto

Gd=(QDQ)d = (QD)(Q'd) = (QD) | 1

[ ay ' 0 T 0

=& O 1 ="t} @ "} =l
" : ‘
L On 0 h ) 0

por lo tanto -
q(x + td) = q(z) + th'd

Luego, q(xr + td) es una recta con pendiente negativa y
g(x + td) — —oc cuando ¢ — oo.
Con todo esto podemos concluir que, la Descomposicion Espectral, resuelve de manera

totalmente satisfactoria el problema (1). Sin embargo, su costo computacional es frecuentemente
intolerable, v la bisqueda de alternativas mas baratas es necesaria.
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La manera mds popular de resolver (1), se basa en la Factorizacion de Cholesky de G (ver [2]).
Tal procedimiento funciona y es estable solo cuando G es definida positiva, en tal caso
G = LDL'
donde L € R"*" matriz triangular inferior v elementos en la diagonal iguales a 1, D € R"*" matriz

diagonal con elementos positivos. . _
El siguiente algoritmo halla los factores Cholesky de G.

Algoritmo
di1 == gn

Para j=2 hasta n hacer

Jj—1
dij == gu — 3 dil,
k=1

a1 §j.=n Pare.
Si j < n Entonces
Para i = j + 1 hasta n hacer .
5 1 j#I
lij == d_— (Qij T Z dkkljklik)
"7 k=1

El algoritmo de Cholesky termina produciendo D > 0 <= G es definida positiva. Si G es
singular o indefinida, en algiin momento aparecerd un d;; < 0 en el cdlculo de estas entradas.

En los casos en que la factorizacion de Cholesky de G es completada con éxito, el tinico
minimizador del problema (1) es obtenido resolviendo

LDL'z = —b
proceso que puede ser descompuesto en tres pasos:
a) Resolver Ly = —b
b) Resolver Dz =y
c¢) Resolver L'z = =
La minimizacion de la funcidy cuadratica bajé este procedhnieﬁto alcanza O(n*/6) de tiempo.

Cuando, con el algoritmo, detectamos que la matriz G no es definida positiva, podemos apelar
por el proceso mucho mas costoso de calcular su descomposicion espectral.

4. Aplicaciones

4.1. Seleccién de Cartera

Un inversionista tiene P dolares para invertir en un grupo de n acciones y quisiera saber cuanto
invertir en cada una de ellas. La combinacion seleccionada se conoce como cartera del inversionista.
El inversionista tiene metas contradictorias: le gustaria tener una cartera que tuviera al mismo
tiempo un gran rendimiento esperado y un riesgo pequeno. Estas metas son contradictorias porque
lo mds frecuente es que, en el nundo real, las carteras con alto rendimiento esperado tienen también
alto riesgo.
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Supéngase que una inversion de D; ddlares se aplica al activo i y suponga que durante algin
periodo de tiempo especificado estos D; délares se convierten en 1.3D;. En este caso dirfamos que
el rendimiento durante ese periodo es de '

1.3D; — D;

=0.3
D;

Por fines practicos se supondra que el riesgo se mide mediante la varianza del rendimiento
en la cartera. ‘
Formularemos por escrito el modelo general para un problema de dos activos. Se usard la
siguiente notacion:
o? =Varianza de los rendimientos anuales de la accion i, i = 1,2
012 =Covarianza de los rendimientos anuales de las acciones 1 y 2.
R; =Rendimiento anual esperado de la accién i, i = 1,2
G =Limite inferior sobre el rendimiento anual esperado de la inversién total.
S; =Limite superior sobre la inversiéon en la accion 2, i = 1,2

1. La varianza de los rendimientos anuales de la accién ¢ es un nimero que describe la
“variabilidad” de estos rendimientos de un ano a otro. .

2. La covarianza de los rendimientos anuales de las acciones 1 y 2 es un ntimero que describe
o mide como los rendimientos de las dos acciones ascienden juntos.

3. El rendimiento esperado de la cartera se define por el niimero

1Ry + 2R,

4. La varianza de la cartera se define por el niimero

5
a%x‘f + 20192129 + ogasg

El problema resulta ser un problema de programacion cuadratica:
’ . 2
min afu:f + 2019129 + ngg
S. a.
Iy R}_ + II.'-zRg 2 G
T, <5
T2 < Sy

'.'1??-20

4.2. Monopolista Discriminador

Una empresa vende un producto en dos areas geograficas aisladas. Supongamos que puede
poner precios diferentes en cada una de las areas porque no es facil revender en una lo que se ha
comprado en otra. Supongamos también que la empresa tiene cierto poder de monopolio, en el
sentido de ejercer una influencia sobre los precios en los dos mercados ajustando las cantidades
en cada uno. Los economistas suelen llamar “monopolista discriminador” a una empresa con este
poder. ' :



Normalmente los precios en cada region son dadas por la formula siguiente (funcion inversa de
la demanda)

Py =a; — b v o Dy=ay =0

v los costos totales son proporcionales a la produceidn total, es decir

C(Q) 4+ Q2) = a(Q1 + Q) + 3(Q, + @Q2)*

Los beneficios totales estara dado por

H(Q1-Q2} =P+ PQ2 — a@) — al)s — e"‘}Q-I) - JQ% — 321Q2 — «‘3(23-

El objetivo del monopolista es maximizar su beneficio, basandose en “Cuanto debe producir en
cada region para obtener el maximo beneficio”. Esto conduce a formular un problema cuadrético.
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