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Una Desigualdad de Carleman para un sistema de Ecuaciones
Parabdlicas Acopladas

Victor Rafael Cabanillas Zannini'

Resumen: En este trabajo cousideramos un sistema linealizado de ecuaciones
parabdlicas acopladas asociadas a un sistema semilineal de ecuaciones del calor.
Siguiendo las ideas de O. Imanuvilov, M. Yamamoto y L. de Teresa probamos una
estimativa de tipo Carleman para un sistema de ecuaciones parabdlicas que envuelven
términos gradientes. Esta clase de sistemas aparecen en el estudio de controles que
hacen insensitiva a la norma de la solucién de una ecuacion semilineal del calor.
Palabras clave: Desigualdad de Carleman, controles insensitivos, desigualdad de
observabilidad.
A Carleman’s Inequality for a System of
Coupled Parabolic Equations

Abstract: In this work we consider a linearized system of parabolic equations
associated to a semilinear system of heat equations. Following the ideas of O.
Imanuvilov, M. Yamamoto and L. de Teresa we prove a estimate of Carleman type for
a system of parabolic equations involving gradient terms. This class of systems appears
in the treatment of controls insensitizing the norm of the solution of a semilinear heat
equation.

Key words: Carleman inequality, insensitizing controls, observability inequality.

1. Introduction

Sea 2 un dominio abierto y acotado de R"™, n > 1, con frontera suficientemente regular I". Sea
T > 0, y denotemos por Q = Q2 x (0,7") el cilindro generado por 2 y por £ =T x (0, T) su frontera
lateral. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones parabdlicas

P —Ap+Ap+BVp=0 , en()

p=0 , sobre X ' (1.1)
p (O) = p() : ] en QJ
=gl =k d-dg—div (!}i) =plp , enQ 5 #
F=0 .- ., sobre X (1.2)
z(T)=0 , en

donde a, A€ L*(Q). b. Be [L=(Q)]",yp" e L*(Q).
Es bien conocido que bajo las hipdtesis anteriores, el sistema (1.1)-(1.2) posee una tnica
solucion (p. z) tal que
- (p.2) € [C([0.T): L3 N LX0.T: HY)]® .
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Sistemas de la forma (1.1)-(1.2) aparecen en el estudio de la existencia de controles insensitivos
para ecuaciones parabolicas semilineales, (ver [2], [3], [8]).
Sea @ : L* () — R el funcional diferenciable definido por

LT | B
O (u) = 2/ / u? (. t) dedt.
o Jo

donde O es llamado conjunto de observacion y u es definida sobre el conjunto de soluciones del
sistema
U —Au+ f(u.Vu) =&+ hy, , en@Q
u=10 , sobre ¥ - (1.3)
u(z,0) = y° (z) + v’ (z) , en ),

En (1.3), v es la funcién estado y h es la funcion control. El conjunto w C  es el conjunto de
control, y el término hy, indica que el control i estd actuando unicamente sobre el conjunto w.
La funcién f es de clase C' (R x R"), globalmente Lipschitz y f (0,0) = 0.

Definicion. Decimos que la funcién A en (1.3) es un control insensitivo de ® si

AP (u(x,t;h, 7))
or

=0, V° = LE(5) (1.4)

=0

Esta condicion es llamada condicion de insensitividad. Esta definicién indica que el funcional
® es localmente insensitivo ante la perturbacién 7u®.

Como fue demostrado en [1], [8], [2], la condicién de insensitividad (1.4) es equivalente al
problema de controlabilidad exacta para un sistema de ecuaciones parabdlicas semilineales de la
forma

y—Ay+fy,Vy)=E6+hx, , en@Q :

y=20 . sobre ¥ (1.5)

y (0)=1° en €, '

—q¢ — Aq+ fo (v, Vy) g —div (fe (4, Vy) @) =yxo , enQ
= , sobre X (1.6)
q(T)=0 , en ) o

Por técnicas de punto fijo, el problema de controlabilidad para (1.5)-(1.6) puede ser reducido al
problema de la controlabilidad de un sistema linealizado de la forma (1.1)-(1.2).

La principal dificultad cuando se estudia la existencia de controles insensitivos es probar
que para algin M suficientemente grande existe C' > 0 tal que la siguiente desigualdad de

observabilidad es valida
T T
/ / exp (—Mt7") 2dxdt < C / / 2drdt
JA) Q JO . Jw

Para demostrar esta desigualdad es necesaria una estimativa de tipo Carleman para el sistema
(1.1)-(1.2).

Fu este articulo. probaremos una estimativa de tipo Carleman para (1.1)-(1.2). para lo cual
usaremos una desigualdad de Carleman debida a O. Yu. Imanuvilov y M. Yamamoto [7] v seguimos
las ideas de L. de Teresa [8].
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2. Notacién y Resultados Previos

En esta seccion damos algunos resultados previos v las notaciones que seran usadas en las
siguientes secciones.

Siguiendo [6]. introducimos una funcién auxiliar cuya existencia es demostrada en [6].
Proposicién 2.1. Sea wy un subcongunto no vacio de Q0. Entonces. existe ¢ = ¥(x) € C*(Q) tal
que ' ; |
Y>0,enQl; =0, sobre 02 ; |Vy|#0, en Q\wp. (2.1)
Prueba. Ver [6]. m '

A seguir, introducimos las siguientes funciones

X(a) Mp(z) _ 2MIYle )
e e e
ol t) = ————— alxr.t) = . 2.2
y, para A > 1, definimos los pesos
Ay(x) Ap(x) 2/\”!:3“(-(5)
)=y A= 23)

t
Consideremos el sistema )

Y —Ay+ay+bVy=h , en@Q
y=10 , sobre X (2.4)
y(0) =¢° , en ),

donde h € L2(0,T;L?(Q)) v y° € L%(2). Entonces, la siguiente desigualdad de Carleman es

valida. :

Proposiciéon 2.2 (7). Eziste un nimero A 0, tal que para un nimero arbitrario A > A podemos

elegir so (A) > 0 tal que: existe una constante C' > 0 tal que para cada s > sy (), la solucion
y € L2(0,T;L* () del sistema (2.4) satisface la siguiente desigualdad

[/(()Wm+wm)wwm | (25)

<C{”h‘3m”L2 0.7;H-1($)) / [ (5&3)|J|' el

Aqui, la constante C' depende continuamente de A, [|a||,x(Q y ||0]] (L= Q) - Ademds, wy es el mismo
conjunto de (2.1).

6.. m

Observacién:En adelante, %upondremoa que wN O # ¢. Sea r > 0 tal que B, C wNO. Entonces,
tomando wy = B; en (2.5) tenemos—

f j (( )Vui + { !yl*) e drdt : (2.6)
2 ) 2y V ‘
5 [”’r”’m||L=(U.T:H--l(sm B / / (s¢) [yl” e™dudt
Jo  JB.

Notacidn. Denotemos por || .
constantes

|| la norma tanto en L> (Q) como en [L> (Q)]" . v definamos las

M= Al + 1Bl - 2= llall + bl -+ ¥=m+7

Yo = llalls + II% + 1AL + 1B
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3. Resultado Principal

En esta seccion, mostraremos una estimativa de tipo Carleman para la solucién (p, z) del
sistema (1.1)-(1.2) con potenciales limitados a, A, by B.

Teorema 3.1. Eristen constantes XN, s > 1 y C > 0 tales que para cualquier X > XN y s > &'
la siguiente estimativa es valida para cualquier solucién (p. ~) de (1.1)-(1.2) con dato inicial

P’ e L2 ()
/ /(59}1v.z| +(s\,, E |) ’“*a‘rdt<€/ j 2esedadt. (3.1)

Prueba. Procederemos por etapas.
Etapa 1.

Aplicando la desigualdad de Carleman (2.6) a la solucién p de (1.1), tenemos para A > X y

s > 59 ()
(1 , : T 2
/ (— IVp|* + (s¢) |p|2) e drdt < Cﬁ/ / s |p|” e dadt. (3.2)
Q \5¥ 0 /B,
donde A ¥ 50 (A) son dadas en la Proposicién 2.2. .
Etapa 2.

Sea 71 > 1, tal que B,, CwNO, yseaf € C () con

0<¢<], &(z)=1sizeB, &(x)=0size B, (3.3)
y tal que i -
gl/i e L™ () gl/i € [L= ()" | (3.4)

Introducimos u = spe®*. Entonces, multiplicamos (1.2) por uép en L?(Q), e integrando por
partes tenemos :

f zué (p' = Ap + Ap + B.Vp) dzdt + / zuép (a — A) dxdt— (3.5)
Q , Q

&
—/ 2pA (u€) drdt—Q/ 2Vp.V (uf) dl“df-l—/ zEpu dadt+
Q Q Q

~+/ zuf (b — B) .Vpdxdt +/ zpb.V (Eu) dxdt = / pruéxodrdt.
Q Q Q -

Denotemos las siete integrales de (3.5) por Iy, ..., I7 respectivamente, y estimemos cada una de
ellas por separado.

Notemos que [; = 0 pues p es solucién de (1.1). Usando las designaldades de Holder y Young
tenemos ' | :

5 I +]lA |
Iy :f 2uép (a — A) dadt < T;/f,upzd.rd?ur (||a|| | “ )/Euzzdrdt, (3.6)
Q 2 Jg Q -

—J:(Sl

entonces, como u = spe?™* & =0en Q\B,, v 0 < ¢ < 1. tenemos

/ zufp (a — A)drdt < o / Eup*drdt + C / / spzle®dadt, ‘ (3F)
JQ 2 Jq Ja JB. : o
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donde C es una constante que depende de |la|| v ||A] . . Ademds, 6, es una constante a ser
elegida mas adelante.
Estimemos 3.

I3 = / -.])A( )(f;?'dt.
Q

OI)S(‘-]'VCIHUS_ que

A (u€) = uA& + 2VY.VE (shp + 252 Ap?) €2 + 265°Ap? (AY) 2+
+ £ (sA%p + 6520%0% + 45°2%°) | V| > 2

entonces

I3 = / zpulédxdt + 2/ zpV.VE (s,\\p + 232)\992) e dxdt+ (3.8)
Q . Q ‘ .

/zp{s Ag? (A) 95“(&d?‘+f2p§ (sA%p + 6522707 + 4532\ )IVM e**dxdt.
Q Q

Escribamos (3.8) como I3 = J; + J2 + J3 + Jy. Para estimar cada Jj, agrupamos los coeficientes
de z y p. Como £ = 0 en Q\B,,, usando desigualdades elementales tenemos que

J < —j / Ep?udzdt + C/ / 22udzdt. (3.9)
0o JB,
Jg i —/ / Ep*udxdt + Cf / $2X2p* Pudzdt. (3.10)

J3 < ——/ / Ep*udxdt + C/ f 2A2<p211,22d:17dt. (3:11)
By,

by 22 —/ f Ep udvdf—]—C/ st udzdt. ' (3.12)
B’l

Reemplazando (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12) en (3.8) tenemos, para A > Ay

I3 < KK’ / / &pf udrdl‘+C/ / Mstpt22udadt,
B .

y siendo u = spe®® tenemos

>4

T
I3 < 2 / / £p’ udldtJrC/ / /\sc,aze‘*"‘drdt. (3.13)
B.

"1

Con el fin de estimar I agrupamos los coeficientes de z v Vp para obtener
Vp
T <_/ / u [Vl ” mfm(*/ / A3555% 22 -mduh (3.14)
0 0 ‘7\,./ By

/'
Para I5. observamos que

! 250 9.2, 280 [
u .= spe”™ 4 25" pe ™ a’.
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v |¢'| < C(T)*. Siguiendo los argumentos anteriores llegamos a

6
I < —(/ / &p? i'r(h(h‘+(”/ f 83" 5222 dxdt, (3.15)
B’i [3’11 5 =

Andlogamente

o,
Is < 2 / / )(_, |Vp| udxdt JrC*/ / A5l 2?e % dxdt. (3.16)
o JB,
W,
—/ [ fp udxdt + C / / 2322 % ddt. (3.17)
By, Br,
Reemplazando (3.6), (3.7), (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) y (3.17) en (3.5) tenemos
Z 0; |
/ f epPudadt < - f / Ep*udrdt+ (3.18)
( 3 v
+P31 +/2] fl pl d dt-l—C 1_{_,}/{] f / 5)\1Q0522€25ad$dt
2 Jo Ja A(sp)® Br,
Ahora, eligiendo §; > 0y 3; > 0 tales que . &; = (31 + 32 = 1 concluimos de (3.18) que

1<i<T

' s E1Vplu . !
/ / EpPudzdt < / VPV L o+ C(l+ / / Moo 22 e dzdt, (3.19)
G - LBy 0 (5‘19)

siendo o = [|A[1%, + | BIIZ, + lallZ + [1BII%,

Reomplamndo u = Spe®** en (3 19) v como £ = 0 sobre Q\Brl, yé(z)=1lsiz € BT, llegamoq.

7
/ f spp?e?*dxdt < / / —— |Vp|? e dzdt+ (3.20)
0 /B, )\399

+C( 1+7g / / Ate® n,o’r’zjeg‘md;rdt.
B, ;

Aplicando (3.20) en (3.2) obtenemos

U . _
/ / (— |Vp| + (s¢) Ipl ) 25 ddt < Cr [/ / |/\I| eXdadt+ {(321)
s !
+C' (1 + ":'u)/ / A453p5~2(>‘2"“(11:(11‘} :
0 JB,, :

(-9) [ f e [ [

<C(1 +“m) /

J O

Euntonces

p|? e dxdt <

T
/ 8521 2 Re * dadt:
B
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En consecuencia, para A > Ay = max {2, (1} tenemos, para cualquier A > A3 v 5 > s(\)

. s
/ / ( |Vpl? + (s¢) |1)[2) e*dxdt < C (14 ) / / AP %2 %e® 2 drdt. (3.22)
0 Jo A0 gy

Etapa 3.

Aplicando la desigualdad de Carleman (2.5) a la solucién z de (1.2) tenemos

/g : :
1 : .
/ / (— |Vz|® + (s¢) j:|‘3) e dxdt < (3.23)
0 Ja \5¥
<C (”P\of sl / / (s )vzezs“dg:dt>

Por la continuidad de la inmersiéon L? (0,7; L? (Q)) — L? (0. T, H=1(Q)) se tiene

" i
f / (— IVz|? + (s¢) |-z|2) e *dxdt < (3.24)
o Ja \s¥ >
&k (/ / (50) p* Qs“dxdt+/ / (sp) 22 2°“drdt)
Br,

Aplicando la desigualdad (3.22) en (3.24) concluimos que

., .
1 .
/ / (_— |Vz|® + (s¢) |z|2) e***dzdt < (3.25)
0o Ja \5¢
i
< C(1+4+) f [ MsP o2 dndt + C/ / (sp) 22e®**dxdt.
o JB,

Entonces, la desigualdad (3.1) es una consecuencia inmediata de (3.25) y el siguiente resultado
técnico. m

Lema 3.1. Sea A > A3, entonces existe s' = s' (\) > 1 tal que para s > §' se tiene

)\-155‘;0(,50 S 1 Y S(P(_Zsa S 1.
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