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CONTROL NO LINEAL EN LA FRONTERA DE
CRISTALES CÚBICOS
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Resumen: Usando la Teoría de Operadores maximalesmonótonos y el Teorema de
Minty-Browder, probamos la existencia de solución global de un sistema elástico-
dinámico relativo a cristales cúbicos, al cual suministramos un control no lineal f.
También, usando técnicas multiplicativas, resultados de Dautry R. - Lions J. L.,
desigualdades integrales, el Principio de D. L. Russel, el método de W. Liu y adaptando
el método de F. Conrad y B. Rao en el cálculo de las estimativas, mostramos que la
energía asociada al sistema decae a cero cuando t --+ +00.
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NONLINEAR CONTROL ON THE BOUNDARY OF CUBIC
CRYSTALS

Abstract: Using monotone maximal operators Theory and the Minty-Browder
theorem, we prove the existence of global solution to the elastic-dynamic system
on cubic crystals, which is given a nonlinear control f. Also, using multiplicative
techniques, results of R. Dautry. - J. L. Lions, integral inequalities, Russel' Principie,
the W. Liu method, and adapting the F. Conrad and B. Rao method in the calculation
of the estimates, we show that the energy associated to the system decays to zero when
t --+ +00.
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1. Introducción

Estudiaremos el sistema de elasticidad relativo a cristales cúbicos estabilizado por un control
no lineal en la frontera.

Existen dos trabajos de Lagnese, una de las cuales, i.e. [9]obtiene resultados de decrecimiento
uniforme de la energía del sistema elástico con control lineal f(u') mas condiciones técnicas sobre
el tensor de elasticidad, pero esto no es posible aplicar al sistema elástico homogéneo Isotrópico
Lineal (SEHIL). El segundo artículo [10] consigue estimativas de decrecimiento uniforme de la
energía para el SEHIL bidimensional con control no lineal f(u') mas un suavizante lineal. Por
otro lado, Komornik en [8] mostró el resultado [10] sin el suavizante lineal para el caso N=2,3,
sometidos a una fuerza que depende linealmente de la velocidad.

Suponer que T] > A + f.-t esta fisicamente verificado para: Fe, AL, Diamond, LiF, NaCL, KCL,
Na Br, KI y Ag CL. El Fe tiene I = -0.2. El resto de estos cristales cúbicos tienen I > o. Luego
nuestro problema tiene sentido, y para complementar podemos citar Feynman [6] y Ciarlet [2].Es
importante citar a Dafermos [4]' uno de los pioneros en el estudio del.comportamiento asintótico de
soluciones de ecuaciones de evolución no lineal. Podemos citar también los siguientes trabajos [15],
[16], [17] Y [18], donde se abordan el comportamiento asintótico de algunos sistemas de evolución.

2. Preliminares

Sea V un espacio de Banach, Reflexivo y T : V ---+ V' una aplicación.

Definición 2.1. T es monótono si < Tv, v >v',v2: O. '\Iv E V.

Definición 2.2. T es coerciuo si <T~I':I~:"v---+ +00, cuando Ilvllv ---++00

Definición 2.3. T es hemicontinuo si '\Iu, v, w E V vale

T : lR ----7 lR

A ---+ <T(U+AV),W>V',v

es continua.

Definición 2.4. T es limitado si existe C > O tal que IITvII :S;C, '\Iv E V.

Teorema 2.1 (MINTY-BROWDER). Sea V un espacio de Banach, Reflexivo (Separable),
T : V ---+ V' un operador hemicontinuo, monótono, limitado y coercivo (HEMOLICO) entonces
T es sobreyectivo,

Sea el problema de evolución

U' +AU= O
U(O) = Ua

en lR+ (1)

donde A : D(A) e H ---+ H es un operador no necesariamente lineal, en un espacio de Hilbert H.
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Definición 2.5. Diremos que A es maximal monótono si son satisfechas las siguientes dos
propiedades:

1. A es monótono: (AU - AV, U - V)H ~ O , VU, V E D(A).

2. 1+ A es sobreyectiva: Im(I + A) = H.

Teorema 2.2 (Hille-Yosida). Sea A un operador monónotono maximal en un espacio de Hilbert
H. Entonces, para cada Uo E D(A) el problema (1) tiene una única solución

U E e(IR.+, H) (2)

(definido de un modo adecuado).
Si Va E D(A) Y si V es la correspondiente solución de (1), entonces la función

: i: --7 IIU(t) - V(t) IIH (3)

es no-creciente en IR.+.
Si UOE D(A), entonces la solución es mucho mas regular

(4)

y la función:
: i --7 IIA(U)IIH (5)

está definida en todo punto y es no-creciente en IR.+.

Lema 2.1 (Desigualdad Integral). Sea E : IR.+ --7 IR.+ una función no-creciente y supongamos
que exista una constante T > O tal que

1+00

t E(s)ds :S TE(t) , Vi ~ O (6)

entonces
E(t) :S E(0)e1-+, Vt ~ T.

Se verifica fácilmente que la desigualdad (7) también es válida para O :S t < T.

(7)

3. Resultados Principales

3.1. Resultado Principal de Existencia de Solución

Sea n un dominio acotado de IR.Nde clase el, T = an, 1/ = (1/1, ... ,I/n) vector normal unitario
sobre f.
Sea fo, T¡ una partición de la frontera T tal que fo n f1 = 0. Sean las constantes positivas: A , ;.;,
, TI, los parámetros del tensor de elasticidad y definimos 'Y := TI - A - 2;.;,.
Sean a, l : f1 -+ IR.+ funciones de clase el y vamos ha suponer que a"t Osi fa = 0.
Sea g : IR. -+ IR.una función continua no decreciente que se anule en el cero ( Le. g(O) = O) tal que
Vx E IR. Ig(x)1 :S e(l + Ix!), donde e > o.
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Observación 3.1. Se observa que xg(x) ~ O , \Ix E IR.

Consideremos el sistema de evolución (P)

" ¡\ ( ) a (' ) 02Ui í) +ui - uc:Ui - A + P, - diu u - "(-- = O en H x lR
OXi OXi

Ui = O en ro x lR+

P,OvUi + (A + p,)(divu)vi + "(~~lVi + au, + 19(u;) = O en I'¡ x lR+
l

(8)

(9)

(10)

(11)

parai=l, ... ,N.
Usando resultados estandares de la Teoría de Operadores Maximales Monótonos obtenemos el
siguiente resultado de existencia y regularidad de solución

Teorema 3.1. Asumamos: r¡ > A + u,

1. Dado (uo,u1
) E Hfo(D)N x L2(D)N. El Problema (P) admite una única solución débil

(12)

Además, la aplicación: (UO, u1
) ---t u es continua con respecto a dichas topologías: y la

energía de u definida por

es una función no creciente.

2. Además, si g es globalmente Lipschitziana y si u", u 1 verifican la siguiente condición fuerte:

(14)

Entonces la solución u del problema P posee la propiedad de regularidad mas fuerte

u E LOO(lR+, H2(D)N)
u' E LOO (lR+ , HfJD)N)
u" E LOO(lR+, L2(D)N)

(15)

(16 )

(17)

En este caso u es llamada Solución Fuerte del problema P

3.2. Resultado Principal de Estabilización
Sabemos que el Problema P es disipativo. Supongamos satisfechas las siguientes condiciones:

a) N ~ 3

b) Sea Sea Xo E lRN, definimos mXQ == m(x) := x - Xo, tal que

m(x) . v(x) < O sobre ro
m(x) . v(x) > O sobre r1

(18)
(19)
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c) R:= SUPxETI Im(x)1

d ) A, ¡.¿, T/ satisfacen la desigualdad:
T/>A+¡.¿,

luego ¡.¿+ r > O, desde que r := T/ - A - 2¡.¿Y ¡.¿+ r = T/ - A - u,

(20)

Observación 3.2. El caso homogéneo Isotrópico corresponde a ( r = O ,T/ = A + 2¡.¿).

e)
E := ínf{¡.¿, ¡.¿+ r} = ínf{¡.¿, T/ - A - ¡.¿} (21 )

Por lo tanto O< E

f) a, (3: rl ---t lR+, son funciones continuas y estrictamente positivas.

Definimos las siguientes funciones: a , l: rl ---t lR, mediante:

a(x) '- a(x)m(x)· v(x) }
l(x) := a(x)m(x)· v(x)

(22)

Teorema 3.2. Supongamos que se verifican: (18) , (19) , (20)

1. Supongamos que existan las constantes: p > 1, el > O, C2 > O, C3 > O, C4 > O tal que

1

ellxlP:S; Ig(x)1 :s; c21xlp
e31xl < Ig(x)1 < c41xl

si Ix I :s; 1
si Ixl > 1

(23)
(24)

Entonces, dado (UO,ul) E Hfo(D)N X L2(D)N
(i.e. Debido al Teorema 3.1 existe la solución débil u tal que u E C(lR+, V) n Cl(lR+, H) y
E = ~1I(u, u')II~xH es decreciente.)
La solución de (P) satisface la siguiente estimativa

-2
Decaimiento Polinomial de la Energía: E(t) :s; Ctp-l , Vt > O (25)

donde C es una constante que depende de la energía inicial E(O) y del modo continuo.

2. Si existen las constantes positivas c y e' tal que

clxl :s; Ig(x)1 :s; c'[z}, Vx E lR (26)

Observación 3.3. Si g(x) = x entonces e = e' = 1.

Entonces, existe w > O tal que, la solución débil de (P) satisface la siguiente estimativa

Decaimiento exponencial de la Energía: E(t) :s; E(O)el-wt , Vt > O (27)

Además, si definimos a y 1 de la siguiente forma:

N-1 ~ ve
a = a := -- ~m.v y 1 = l := -m .v

2R2 Rc'

Entonces, la energía de la solución débil de (P) satisface:

(28)

Decaimiento Exponencial: E(t):s; E(O)el- c~'JRt , Vt 2: O (29)
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4. Planteamiento y Solución del Problema

4.1. Existencia de Solución

Definamos H := L2(D)N, que es un espacio de Hilbert Separable, con norma:

N

Ilvlli2(n)N = 1v2 =L1v; = i ViVi notación de indices repetidos (30)
n i=l n n

También defina
V:= Hfo(D)N = {v E HI(D)N,v = O sobre ro}

que es un espacio de Hilbert con la norma (que viene de un producto interno):

N

Ilvllv:= in /-t1'VvI2+ (A + /-t)(div v)2 + 'Y~(Z~:)2dx + II av2

y esta norma es equivalente a la norma 11 '11(Hl(n»N desde que /-t + 'Y> O.
y V '---t H inmerso compactamente.
Sea A el operador definido por:

A: V ---+ V'
v ---+ Av, donde < Av, W >v'v:=< v, W >v \/w E V

(31)

entonces A es lineal y acotado. En efecto I < Av, w > I = I < v, w > I ::; Ilvl[[[w[[ entonces
[Av[ ::; [[v[[.
Sea B el operador definido por:

B: V ---+ VI

V ---+ Bv, donde < Bv, w >v'v:= r 19(v)· w =L r 19(Vi)' Wi, \/w E VJrl Jrl
entonces B en general no es lineal. Se observa que B esta bien definido debido a la inyección de
'HI(D) en L2(r) y

Observación 4.1. Sean w = (WI, ... , WN), V = (VI, ... , VN) E V entonces

i) g(Vi) E L2(r)

ii) iu; E L2(r)

En efecto,

i) Como Vi = ui, = Oen ro, debido al trazo tenemos que Vi, ui; E HI(D) '---t H~ (I") '---t L2(r).

ii) Sabemos que [g(Vi)[ ::; C(l + [Vi[), luego [g(Vi)[2 ::; 0(1 + [Vi[2).

r Ig(Vi)[2 = r Ig(Vi)[2 < O r (1+ [Vi[2)Jrl ir Jr
< O/-t(r) + llvil2

e + l[vi[2 < +00
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Por otro lado,

r !l!!g(Vi)!!Wi!
ir¡

< C!g(Vi)!L2(r¡)!Wi!L2(r¡)
< C!g(Vi)!L2(r)!Wi!L2(r) < +00

luego,

I < Bv, w >v'v I :S t, 11, 19(Vi) . ui; 1:S et, Ig( Vi) lUIr) IWi1L'(r) < co

Luego B está bien definida.
Por otro lado,

N

! < Bv,w >V'V! < C2...: !g(Vi)!L2(r)!Wi!L2(r)
i=l
N •

< C 2...: {C + 1!vi!2}!Wi!L2(r)
i=l r¡

< c{l + !!v!!~ }!!w!!v

Así, !!Bv!! :S c{l + !!v!!~}, i.e. Bv E V' Y B es acotada.
Supongamos que u sea solución del problema (P). Sea v E V. Multiplicando (8) por Vi, integrando
por partes sobre O obtenemos una formulación débil del problema (P),

o =

Sumando sobre i, obtenemos O =< u", V >V'V + < Au, V >V'V + < Bu'v >v'v, i.e.

O =< u" + Au + Bu', V >v'v, Vv E V (32)

Tomamos, U = (Ul, U2) := (u, u').
Definimos el operador A

AU = (-U2, AUl + BU2)

entonces el Problema (P) se escribe como

U'+AU
U(O) (33)
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Observación 4.2. Si u es solución suficientemente regular de ( 8)-(11), entonces U y AU estan
en V x H.

Definición 4.1.

D(A) := {U E V x V, AU1 + BU2 E H}

Definición 4.2. La solución débil del Problema (P) viene a ser la proyección sobre la primera
componente de la solución de (33)

Proposición 4.1. A es un operador maximal monótono de V x H.

Prueba. A es monótono:
Sea U, V E D(A) con U = (U1, U2) y V = (Vi, 112),probaremos que < AU - AV, U - V >VxH? O.

< A U - A V, U - V >VxH

:= < (-U2, AU1 + BU2) - (-112, AV1 + BV2), (U1 ...:. VI, U2 - 112)>VxH
=< (-U2 + V2, AVi + BU2 - AVi - BV2), (U1 - Vi, U2 - V2) >VxH

=< -U2 + V2, U1 - VI >v + < AU1 + BU2 - AVi - BV2, U2 - V2 >H

Como < AU1 - AVi, U2 - V2 >v'v=< U1 - VI, U2 - V2 >v,

=< -U2 + V2,U1 - VI >v + < AUI - AVI, U2 - V2 >V'V +
< BU2 - BV2, U2 - 112>v'v

= r l[g(U2) - g(V2)] . (U2 - 112)i.
?O

puesto que si 9 es creciente entonces [g(x) - g(y)](x - y) ? O, en efecto, Irl l[g(U2) - g(V2)] .

N
(U2 - 112)= L Ir l[g(UD - g(Vi)] . (U~ - Vi) Y si U~ > Vd implica g(U~) ? (Vi) entonces

i=1 1

g(UD - (Vi) ? O, luego [g(U~) - g(Vd)] . (U~ - Vd) ? O Ycomo l > O, se sigue.
Acontinuación estudiaremaos el caracter maximal del Operador A.
I + A: D(A) ~ V x H es sobreyectivo:
Sea (WI, W2)= W E V x H probaremos que existe U = (U1, U2) E D(A) tal que (I + A)U = W.
Esto es que exista U = (U1, U2) E D(A) tal que

(34)
(35)

Si U1 := Wl + U2, reemplazando esto en (35) tenemos W2 U2 + A(Wl + U2) + BU2
U2 + AWl + AU2 + BU2, de donde VI :3 W2- AWl = U2+ AU2 + BU2 = (I + A + B)U2
Todo se reduce a probar la sobreyectividad de 1+ A + B :V ~ V'.

Lema 4.1. El Operador 1 + A + B : V ~ V' es sobreyectivo.

Prueba. Usaremos el Teorema de Minty-Browder. Es decir probaremos que el Operador es
Monótono, Coercivo , Hemicontinuo y acotado.
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i) 1 + A + B es Monótono.- Sea v E V ,

< (1+ A + B)v, V >V'V < v, V >V'V + < Av, V >V'V + < Bu, V >v'v
Ilvllk+ < v, v >v + < Bu, V >v'v

Ilvllk+ < v, v >v + llg(v)v

N

Ilvllk+ Ilvll~+L r l g(Vi)Vi. Jr'-v-'~
t=l >0 :2:0

> O

ii) 1 + A + B es Coercivo.- Usando la identidad del item anterior, tenemos que < (I + A +
B)v, v >v'v2 Ilvll~,"IvE V, luego

< (I + A + B)v, V >V'V > I1 11

Ilvllv - v v

Tomando límite cuando Ilvllv --++00, tenemos <(I+A~~i:'v>v'v --+ +00.

iii) 1+ A + B es Hemicontinua.- Probaremos que

A --+< (I + A + B)(u + AV), W >v'v=< (I + A)(u + AV), W >V'V + < B(u + AV), 'LV >V'V

es continua. Obviamente A --+< (I + A)(u + AV), W >V'V es continua. Resta mostrar que
A --+< B(u + AV), W >V'V es continua.
En efecto, sea An --+ A luego, ú; + AnVi --+ Ui + AVi y como 9 es continua, entonces
g(Ui + AnVi) --+ g(Ui + AVi), luego gnwil --+ g(Ui + AVi)Wil. Como Ignwill :::;C(l + I'u,; +
'-v----"

gn:=

AnVil)lwill:::; C(l+E+lui+Avil)lwill E L1, usando el Teorema de la Convergencia Dominada
de Lebesgue obtenemos

< B(u + AV), W >V'V

llg(U + AnV)W

N

L llg(Ui + Anvi)Wi
i=l T

-.1- cuando N --+ +00

N

L llg( u; + Ai)Wi
i=l F

iv) 1 + A + B es acotado.- En efecto pues se mostró que 1 + A y B son acotados.

Usando el Teorema de Minty- Browder, concluimos que 1 + A + B es sobreyectiva.
O
El Teorema de Hille - Yosida nos permite aseverar la existencia de solución débil de 33, y por lo
tanto la existencia de solución débil de (P) satisfaciendo 12.
Se deduce fácilmente que

Observación 4.3. La energía de la solución E(u) = ~IIUII~xHes decreciente.
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Definición 4.3. Sean Uo, ul E V satisfaciendo (14), definamos

Vo -. {(UO,Ul) E [H2(O) nV] x V tal que
ouo

f.LOl/U;+ (A + f.L)divuOvi + 'Y-o' Vi + au~ + 19(u}) = O en T,
Xi

para i = 1, ... N}

Entonces (UO,u1) E Vo y además Vo e D(A).
Vo e D(A) :
Sean Uo,Ul E Vo entonces UO E V n (H2)N y u1 E V , luego uO,u1 E V. Probaremos que
Auo +Bu1 E H ~ H'. Todo se reduce a probar que

:lC E lR tal que I < Auo + Bu1,w >v'v I :::; CllwllH, Vu E V

desde que V es denso en H. En efecto, sea w E V,

Luego

EL2(n)

+11 (f.LOl/U~+ (A + f.L)divuOVi + 'Y~Vi + au~ + 19(U;)) ui;

=0

- r (f.LllU~ + (A + f.L)oo. (divuO) + 'Y °02U!) ui;ln X, Xi

o 02uO
lf.Lllu~ + (A + f.L)OXi (divuO) + 'Y oxi Ilwil
:::;ClluOIIH2(n)NllwIIH

I < AuO + Bu1, W >V'V I <

Se satisface
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i) Do es denso en V x H, desde que D es denso en V y en H.

ii) D(A) es denso en V x H, desde que Do es denso en H.

iii) Si 9 es globalmente Lipschitziana, entonces Do = D(A). Usamos Teoría de regularidad elíptica
e inmersiones.

Observación 4.4. Si 9 es globalmente Lipschitziana y continua con g(O) = O entonces Ig(x) I ~
1+ Clxl, Vx E IR.

Obtenemos (15)-(16) como consecuencia del Teorema de Hille-Yosida.

4.2. Estabilización de la Energía

Nos basamos en la identidad del Lema 4.3. Previamente enunciamos el siguiente resultado.

Lema 4.2.

E(5) - E(T) = {T ( lu~g(u~) ds dt, VO ~ S ~ T < +00t; ir1 (36)

Observación 4.5. La igualdad (36) implica que E es absolutamente continua entonces es derivable
en casi todo punto y E'(t) = - Irl lu~g(u~) ds.
Prueba. Multiplicando la ecuación (8) por u~ e integrando por partes sobre n x [5,T] con
O ~ S ~ T < +00 obtenemos

J1:=

como u~= O en ro x lR+ entonces

Substituyendo, obtenemos

o =
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Sumando

o

De la definición de E tenemos

¡T o N t!0= aE(t) +L lu~g(u~)
s t i=1 S n

Luego,
N T

E(S) - E(T) = L ( iZ u~g(U~) .
"-1 1S "'11 "---v-",- ~O

o
Para simplificar los cálculos, consideremos el vector M (u) E ]RN, que tiene por componentes:

M(U)i = M(Ui) '- 2mkui,k + (N - l)ui
N

2 L(mkui,k) + (N - l)ui
k=l

(37)

donde m = (mI .... ,mN).
Para el primer caso suponemos que 9 satisfaga (23) y (24). Por otro lado, para el segundo caso,
cuando 9 satisface (26), basta tomar p = 1 en el siguiente resultado.
El siguiente Lema es fundamental en la prueba del resultado de estabilizacion de la energía.

Lema 4.3. Para todo O :S S < T < +00 tenemos:

2 {T E(t)-e:.p dt = P -1 (T E(t)~ E' ( u'M(u) dxdt
t, 2 ls lD.

+1sTEIS! l (f.L[)vUi+ (.\+ f.L)divuVi + ,Ui,iVi) . M(Ui) + au2 ds dt

+ 1sT EIS! i m· 1/(u'2 - f.L1V'uI2 - (.\ + f.L)(divu)2 - ,u¡J ds dt

- [EIS! 10 U'.M(U)dX]: (38)
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Prueba. Multiplicando la ecuación (8) por 2m· 'VUi = 2¿~=lmk'ui,k , usando la convención de
los indices repetidos, e integrando sobre n, para luego multiplicar el resultado por E~ e integrar
por partes sobre [S, T], obtenemos

i,k
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52 -1mk,k (divu)2 + ir mi. (divu)2Vk

= -N 1(divu)2 + ir m· v(divu)2

Substituyendo 51, 52 Y 53 en la identidad previa, tenemos

(39)

Ahora multiplicamos la ecuación (8) por u; e integrando por partes sobre n x [5;T], obtenemos:

(40)

¡T 1E.=.! 1/

S E 2 51Ui u;

T ¡TE.=.! E.=.!-11 (E 2 udu~ + E 2 1u~u s

{
¡T P - 1 ~ ¡ ¡T E.=.! ¡ } E.=.! ¡ ¡T

- ls -2-E 2 El 151UiU~ + ls E 2 151U~U~ + E 2 151ulu S

¡T 1 lT 1 1 I

TP - 1 ~ E.=.! E.=.!
- -- E 2 El UiU~ - E 2 (u~)2 + E 2 ulU

2 s 51 s 51 51 S
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Usando 34, 35, 36 Y 37 en (40) obtenemos,

(41)

Al resultado de multiplicar (41) por N - 1, le adicionamos (39) , obtendremos la identidad (38).
O

Ahora vamos ha mayorar la identidad (38), usando las condiciones de frontera sobre fa Ysobre
I' l. Esto conseguimos en los siguientes Lemas.

Lema 4.4.

J :=1(¡..¿fYvUi+ (,\+ f.-l)divUVi + I'Ui,iVi) . M(Ui) +~ ds
ro -oJ¡:= -

+1m.- v(u/2 - f.-l1V'uI2 - (,\ + f.-l)(divu)2 -I'U;,i) ds :::;O
ro

(42)

Prueba.
Sobre ro tenemos que u, = O, entonces

a) V'Ui = (OvUi)V --t lV'ul2 = I:[:1(OvUi)2.
(i.e.ui,k = (OvUi)Vk) --t Ui,i = div u.

b)

2mkUi,k + (N - 1) u;
'-v-"
=0

2mkUi,k
2mk(Ovui)Vk
2(ovui)m . l/
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Observamos que

J1 2(o"ui)m· V(f.LO"Ui + (.\+ f.L)divuVi + "(Ui,iVi)

[2f.L(O"Ui)2 + 2(.\ + f.L)divu Vi (O"Ui) +2"(Ui,i Vi(O"Ui)]m· v"--v---' "--v---'
==-divu =Ui,i

luego,

D
Supongamos que 9 satisface (26) y a y l estan definidas por (28), entonces se obtienen las
siguientes estimativas.

Lema 4.5.

( (f.LO"Ui + (.\+ f.L)divuVi + "(Ui,iVi) . M(Ui) + au2 dsi.
+ ( m· v(u/2

- f.L1'VuI2 - (.\ + f.L)(divu)2 - "(uL) dsi.
2RC'¡~' (/):s; f7= - l uig ui ds
v~ e r.

Lema 4.6. Se satisface la siguiente desigualdad:

11u
l
• M(u) dxl < ~E(t)

(43)

(44)

Finalmente, usando las estimativas (42), (43) Y (44) Yeligiendo p = 1 en la desigualdad (38)
obtenemos:

21sT E(r) dr <

100

E(r) dr <

2R el 2R el
~(1 + -z )E(S) + VE,(l- -z )E(T)
R e'
f7=(1 + - )E(S) , 'í/S? O

v~ e

Aplicando el Lema (2.1) obtenemos que

1 ~sE(S) < E(O)e -(c+c/)H , 'í/S? O. (45)

Por otro lado, supongamos que g satisface (26) ya y l estan definidas en (22), entonces

Lema 4.7. Existe una constante e > O tal que

( (U/2 - f.L1'VuI2 - (.\ + f.L)(divu)2 - "(uL)m. vi.
+ ( (f.LO"Ui + (.\+ f.L)div U Vi + "(Ui,iVi) . M (Ui) + au2Jr!

:s;e ( lu~g( u~) + aiuu; ,i; (46)

11ul
• M(u) 1 :s;e E (t) . (47)
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Utilizando (42), (46) Y (47) obtenemos

2 (T E(T)dT < 2CE(S) + C {T ( au2",s ",s ",r1
(48)

El siguiente resultado es una adaptación del método de F. Conrad y B. Rao.

Lema 4.8. Existe una constante C > O tal que, para todo E > O vale

(49)

En la desigualdad (49) consideramos E suficientemente pequeño de modo que la desigualdad
(48), nos conduce a 100

E(T)dT ::; C5E(S)

Luego por Lema 2.1, obtenemos el resultado.
Para el caso 9 satisfaciendo (23), (24) Ya Y l definidos por (22), obtenemos la siguiente estimativa

1+00
E±l::1C > O tal que s E 2 ::; CE(S) (50)

La desigualdad integral dada en [7Jpágina 124, nos dice que si E es una función no creciente que
satisface (50), entonces

-2
E(t) ::; C(E(0))tp-1 , Vt 2: O

donde C es una función continua de E(O).
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