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CONTROL NO LINEAL EN LA FRONTERA DE
CRISTALES CUBICOS

Yolanda 8. Santiago Ayala', Victor R. Cabanillas Zannini® & Santiago C. Rojas Romero *

Resumen: Usando la Teoria de Operadores maximales monétonos y el Teorema de
Minty-Browder, probamos la existencia de solucién global de un sistema eldstico-
dindmico relativo a cristales ctbicos, al cual suministramos un control no lineal f.
También, usando técnicas multiplicativas, resultados de Dautry R. - Lions J. L.,
desigualdades integrales, el Principio de D. L. Russel, el método de W. Liu y adaptando
el método de F. Conrad y B. Rao en el cdlculo de las estimativas, mostramos que la
energia asociada al sistema decae a cero cuando t — +occ.

Palabras clave: Estabilidad de un sistema eldstico-dindmico, Cristales ciibicos, El
Teorema de Minty-Browder.

NONLINEAR CONTROL ON THE BOUNDARY OF CUBIC
CRYSTALS

Abstract: Using monotone maximal operators Theory and the Minty-Browder
theorem, we prove the existence of global solution to the elastic-dynamic system
on cubic crystals, which is given a nonlinear control f. Also, using multiplicative
techniques, results of R. Dautry. - J. L. Lions, integral inequalities, Russel’ Principle,
the W. Liu method, and adapting the F. Conrad and B. Rao method in the calculation
of the estimates, we show that the energy associated to the system decays to zero when
t — +oo.
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1. Introduccidon

Estudiaremos el sistema de elasticidad relativo a cristales ciibicos estabilizado por un control
no lineal en la frontera.

Existen dos trabajos de Lagnese, una de las cuales, i.e. [9] obtiene resultados de decrecimiento
uniforme de la energia del sistema eldstico con control lineal f(u’) mas condiciones técnicas sobre
el tensor de elasticidad, pero esto no es posible aplicar al sistema eldstico homogéneo Isotrépico
Lineal (SEHIL). El segundo articulo [10] consigue estimativas de decrecimiento uniforme de la
energia para el SEHIL bidimensional con control no lineal f(u’) mas un suavizante lineal. Por
otro lado, Komornik en [8] mostré el resultado [10] sin el suavizante lineal para el caso N=23,
sometidos a una fuerza que depende linealmente de la velocidad.

Suponer que 1 > A + p esta fisicamente verificado para: Fe, AL, Diamond, LiF, NaCL, KCL,
Na Br, KI y Ag CL. El Fe tiene v = —0.2. El resto de estos cristales ctibicos tienen v > 0. Luego
nuestro problema tiene sentido, y para complementar podemos citar Feynman [6] y Ciarlet [2]. Es
importante citar a Dafermos [4], uno de los pioneros en el estudio del comportamiento asintético de
soluciones de ecuaciones de evolucién no lineal. Podemos citar también los siguientes trabajos [15],
(16], [17] y [18], donde se abordan el comportamiento asintético de algunos sistemas de evolucion.

2. Preliminares

Sea V un espacio de Banach, Reflexivo y 7': V — V"’ una aplicacién.

Definicién 2.1. T es mondtono si < Tv,v >y y> 0. Yo e V.

<Tvu>yr

Definicién 2.2. T es coercivo si ol

— 400, cuando ||v||y = +oo
Definicion 2.3. T es hemicontinuo si Yu,v,w € V wvale

TR — R
A -—'*}‘ <T(u+)w),'w >yrv

es continua.
Definicién 2.4. T es limitado si existe C > 0 tal que |Tv|| < C, Vv € V.

Teorema 2.1 (MINTY-BROWDER). Sea V wun espacio de Banach, Reflexivo (Separable),
T :V — V' un operador hemicontinuo, mondtono, limitado y coercivo (HEMOLICO) entonces
T es sobreyectivo,

Sea el problema de evolucién

U+AU=0 enR* (1)
U(0) = Uo

donde A : D(A) C H — H es un operador no necesariamente lineal, en un espacio de Hilbert H.
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Definicién 2.5. Diremos que A es maximal mondtono si son satisfechas las siguientes dos
propiedades:

1. A es mondtono: (AU — AV,U -V)g >0, VU,V € D(A).
2. I+ A es sobreyectiva: Im(I + A) = H.

Teorema 2.2 (Hille-Yosida). Sea A un operador mondnotono mazimal en un espacio de Hilbert
H. Entonces, para cada Uy € D(A) el problema (1) tiene una dnica solucidn

U e C(R*, H) (2)

(definido de un modo adecuado).
Si V% e D(A) y si V es la correspondiente solucion de (1), entonces la funcion

it — |U®) = V{®)|lu (3)

es no-creciente en R,
Si U% € D(A), entonces la solucién es mucho mas regular

U e Wh™(RY, H) (4)
y la funcion:
16— [[AU)|m (5)

estd definida en todo punto y es no-creciente en R™,

Lema 2.1 (Desigualdad Integral). Sea E : R™ — R* una funcidn no-creciente y supongamos
que ezista una constante T > 0 tal que

+0o0

E(s)ds < TE(t), ¥t>0 | (6)

entonces .
E(t) < E(0)e'"T, Vt>T. (7)

Se verifica facilmente que la desigualdad (7) también es vdlida para 0 <t < T.

3. Resultados Principales

3.1. Resultado Principal de Existencia de Solucion

Sea Q un dominio acotado de RY de clase C*, T = 99, v = (v, ..., 1,) vector normal unitario
sobre T'.
Sea I'g, I'; una particién de la frontera I' tal que Ty N T} = ). Sean las constantes positivas: A , u
, 1, los pardmetros del tensor de elasticidad y definimos v := 7 — A — 2.
Sean a, [ : T'; — R* funciones de clase C'! y vamos ha suponer que a % 0 si 'y = 0.
Sea g : R — R una funcién continua no decreciente que se anule en el cero ( i.e. g(0) =0 ) tal que
Vz € R |g(z)| < C(1+ |z|), donde C > 0.
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Observacién 3.1. Se observa que xzg(z) > 0, Vz € R.

Consideremos el sistema de evolucién (P)

5‘2ui

%,
ug’—,u:Aui—()\+,u)(,),$2 < =0en QO xRT (8)
u;=0en [y x R" (9)
Ou;
Oy + (A + p)(divu)y; + va—uyi +au; +lg(u)) =0 en Iy x Rt (10)
L
u;(0) = w? u}(0) = u; en (11)

parai=1,...,N.
Usando resultados estandares de la Teoria de Operadores Maximales Mondtonos obtenemos el
siguiente resultado de existencia y regularidad de solucién

Teorema 3.1. Asumamos: 1> A+ .
1. Dado (v°,u') € HE ()N x L*(Q)N. El Problema (P) admite una tinica solucion débil
u € C(RJF,HI{O(Q) R RLEN G )N) (12)

Ademds, la aplicacién : (u®,u') — u es continua con respecto a dichas topologius; y la
energia de u definida por

F(f) = éfgu + p|Vul? + (A + p)[div(u))? +’yZ(gzz) +;]I: au’ (13)

es una funcion no creciente.
2. Ademds, si g es globalmente Lipschitziana y si u®, u' verifican la siguiente condicion fuerte:

Vi=1,...,N
u’ e HX Q)N nHL (N, ! e HE (Q)N (14)
ol 4+ (A + p)(divu®)y; + 7%”!’ +auf +1g(uj) =0

Entonces la solucién u del problema P posee la propiedad de regularidad mas fuerte

u € L2(RY, H2()N) (155
v € LR, HE (Q)Y) (16)
v’ € L®(RT, L2 (Q)M) (17)

En este caso u es llamada Solucion Fuerte del problema P

3.2. Resultado Principal de Estabilizacion

Sabemos que el Problema P es disipativo. Supongamos satisfechas las siguientes condiciones:
a) N>3
b) Sea Sea zo € RY, definimos m,, = m(z) := z — 20, tal que

m(z) - v(z) < 0sobre Iy (18)
m(z) -v(z) > 0sobre I’ (19)
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c) R:= sup,eq|m(z)|

d) A, u, n satisfacen la desigualdad:
N> A+, (20)

luego u+v>0,desde que y:=n —A—=2uypu+y=n—XA—pu.

Observacién 3.2. El caso homogéneo Isotrdpico corresponde a (v=0,n= X+ 2u).

= fnf{p, p+v} =f{u, n—A—p} (21)
Por lo tanto 0 < &£

f) a, 8: I'; — R4, son funciones continuas y estrictamente positivas.

Definimos las siguientes funciones: a , I: I'; — R, mediante:

a(z) = alz)m(z) - v(z) (22)
l(z) = alz)m(z)- v(z)
Teorema 3.2. Supongamos que se verifican: (18), (19) , (20)
1. Supongamos que existan las constantes: p > 1, ¢ >0, cg >0, c3 > 0, ¢4 > 0 tal que
cifol < lg@)| < calale sifz] <1 (23)
cslz| < lg(@)| < calz|  siz| > 1 (24)

Entonces, dado (u®,u') € HE ()N x L*(Q)N

(i.e. Debido al Teorema 3.1 existe la solucidn débil u tal que v € C(R+,V) NCYR,, H) y
E = §||(u,v)||{«p es decreciente.)

La solucidn de (P) satisface la siguiente estimativa

Decaimiento Polinomial de la Energia: E(t) < Gt , Vt >0 (25) |
donde C' es una constante que depende de la energia inicial E(0) y del modo continuo.
2. Si existen las constantes positivas ¢ y ¢ tal que
clz| < lg(z)| < clz], Vz e R (26)
Observacién 3.3. Si g(z) =z entonces c = = 1.
Entonces, existe w > 0 tal que, la solucion débil de (P) satisface la siguiente estimativa
Decaimiento exponencial de la Energia: E(t) < E(0)e!™™" ¥t >0 (27)

Ademds, si definimos a y l de la siguiente forma:

N - V€

g =4qi= R fm vyl=1:= Y (28)

Entonces, la energia de la solucidn débil de (P) satisface:

Decaimiento Ezponencial: E(t) < E(0)e'” it NEZ2D (29)
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4. Planteamiento y Soluciéon del Problema

4.1. Existencia de Solucion

Definamos H := L*(Q)", que es un espacio de Hilbert Separable, con norma:

N
HUHEQ(Q)N = fnvz = Z/Qvf = / v;v; notacién de indices repetidos (30)
i=1 f

También defina
V= HE (N = {ve H(Q)V,v = 0 sobre I'y}

que es un espacio de Hilbert con la norma (que viene de un producto interno):

nww=/uWW+u+mwwW+ij 2w+£ 2 (31)

y esta norma es equivalente a la norma || - ||(g1(qy~ desde que p+ > 0.
vy V — H inmerso compactamente. -
Sea A el operador definido por:

AV — V'
v — Av, donde < Av,w >yiyi=<uv,w >y YweV
entonces A es lineal y acotado. En efecto | < Av,w > | = | < v,w > | < ||v||||w|| entonces
|Av| < lv]l.

Sea. B el operador definido por:
B:V — V
v — Bwv, donde < Bu,w >v1v1=/ lg(v) w—Z/ ~wy, Yw eV
entonces B en general no es lineal. Se observa que B esta bien definido debido a la inyeccién de

‘H'(Q) en L2(I") y
Vv [H QW < [H(D)Y < [L2D)"

Observacién 4.1. Sean w = (wn,...,wn),v = (v1,...,vn) € V entonces
i) g(v;) € L*(I")
ii) w; € L*(T)
En efecto,
i) Como v; = w; = 0 en Iy, debido al trazo tenemos que v;, w; € H'(Q) < Hz(T') — L(I").

ii) Sabemos que |g(v;)] < C(1 + |vi|), luego lg(vi)|? < C’(l + |v;|?).

[ lowor [mU1 < é£u+w$)
] »
< @MU+£|A

= C’+flvi|2<+oo
r

ie g(v;) e L*(T). O



4. PLANTEAMIENTO Y SOLUCION DEL PROBLEMA 27

Por otro lado,

lg(vs) - w;

< /F gt

< Clg(i)lezeylwilcary)
< Clg(wi)|ezmylwilz2ry < +o0

/lg v;) - w;
r,

I

luego,

|<B’U'lﬂ>vrv|<z

i=1

< CZ |9(v) | L2(rylwi| L2(ry <

i=1

Luego B esta bien definida.
Por otro lado,

| < Bu,w >yv | £ CZ|9(U1)|L2(F)|W lz2(m)

=1

< 0y 0+ [ P Yuslzaay
i=1 By
< o1+ ol Hwly

Asi, |Bv|| < &{1+ ||v||}}, i.e. Bv € V' y B es acotada.
Supongamos que u sea solucién del problema (P). Sea v € V. Multiplicando (8) por v;, integrando
por partes sobre §2 obtenemos una formulacién débil del problema (P),

" a . 2U;
0 = -/Q [ui quuim()\—}-u)a—m;(dwu)w’yaxi} v; dx
= fu”v- — pAuw; — (A + p) 6 (divu)v; — L Lu; d
= 0 g !"’ 1™ M 8.’1:1 (3 'T a:C‘L 1

vy du; v,
= / i V iv'i A d 1 i i
/ﬂuzv +u/ﬂ w; Vi + ( -I—,u)fQ wuamt_Jr’y 97, 9z,

. A
—Mf vi% — (A + ,u)/ div uv;v; — _uwyi
Fl al/ Fl ]._‘1 a

- f {ufvﬁ + uVu;Vu; + (A + p)div O Ou; ﬁv;]
Q

ox; ; OT;

aui ou Uy
- — 4 (A 4+ p)divuy; + vy—uv; | v;
fF 1 [u 5, T (At w) Y52,
Sumando sobre 7, obtenemos 0 =< uv”,v >y + < Au,v >vv + < Bu'v >yiy, e

O=<u"+Au+Bv,v>yy,YveV (32)

Tomamos, U = (uy,ug) = (u,u).
Definimos el operador A

AU = (—Us, AU, + BUs)

entonces el Problema (P) se escribe como

U+ AU = 0 sobre RT 3
U©) = (upu) el
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Observacién 4.2. Si u es solucion suficientemente reqular de ( 8)-(11), entonces U y AU estan
enV x H.

Definicion 4.1.
D(A)={UeV xV, AU, + BU; € H}

Definicién 4.2. La solucion débil del Problema (P) viene a ser la proyeccién sobre la primera
componente de la solucion de (33)

Proposicién 4.1. A es un operador mazimal mondtono de V x H.

Prueba. A es monétono:
Sea U,V € D(A) con U = (U,,Us) y V = (W, V2), probaremos que < AU — AV, U -V >y > 0.

<AU-—AV,U—V>VXH

s & =Ty AT = BUS) = (Vi AV 4. BVA), W= Vo, Ui =W5) St

=< (=Uy + W, AV 4+ BUy — AV} — BW,), (Uy — V1, Us — V2) >vxm

=< =Uz + W, Uy = Vi >y + < AU, + BU; — AV} — BV, Uy — Vo >p
Como < AU, — AV, U — Vi Svivese Ui — Vi, Us — Vo 5%,

=< -Up + N, U1 — V] >v + < AUy — AV, Uy — Vo >yiy +

< BU; — BV, Uy — Vo >yry

- / g(Ua) — 9(Va)] - (Uz — Vo)

>0

puesto que si g es creciente entonces [g(z) — g(y)|(z —y) = 0, en efecto, [ lg(Uz) — g(V2)] -
N 7 . " : N . 4

Uz = Vo) = 3 Jp, Ug(U3) — 9(V5)] - (U3 — V5) y si U3 > V3 implica g(U3) > (V) entonces
i=1

g(Ud) — (V#) > 0, luego [g(Ud) — g(V3)] - (Ui — V§) > 0y como [ > 0, se sigue.

Acontinuacién estudiaremaos el caracter maximal del Operador .A.

I+ A:D(A) — V x H es sobreyectivo:

Sea (w1, ws) = W € V x H probaremos que existe U = (U, Us) € D(A) tal que (I + A)U =W.
Esto es que exista U = (U, Uz) € D(A) tal que

U —-U; = uy (34)
U2+AU1 +BU2 = Wy (35)

Si Uy := w; + Us, reemplazando esto en (35) tenemos wy = Us + A(wy + Us) + BUzx =
Uy + Aw; + AUz + BU,, de donde V' 3 wy — Awy) =Us + AUz + BU; = (I + A+ B)U,
Todo se reduce a probar la sobreyectividad de I + A+ B:V — V'

Lema 4.1. El Operador [ + A+ B :V — V' es sobreyectivo.

Prueba. Usaremos el Teorema de Minty-Browder. Es decir probaremos que el Operador es
Monétono, Coercivo , Hemicontinuo y acotado.
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i) I + A+ B es Mon6tono.- Seav € V',

<(I+A+Bv,v>yy = <v,v>py + < Av,v >pv + < By, v >y
= |v|3+ <v,v >v + < Bu,v >y

lvl|3+ < v,v >v +/Plg(fu)’u

N
9 9
||+ |v||y + / l ;)04
lvlle + llvllv Z_E_l F?E/g( )

>0
> 0

ii) I + A+ B es Coercivo.- Usando la identidad del item anterior, tenemos que < (I + A +
B)v,v >yiy> ||v||, Vv € V, luego

< (I—I—A—i-B)'U,’U >yry

ol e

Tomando limite cuando ||v||y — +oo, tenemos SUFATBlvw>yy o 4
i [lvllv

iii) I + A+ B es Hemicontinua.- Probaremos que
A—< (IT+A+B)u+ ),w >yv=< I+ A)(u+ \),w >yy + < Blu+ A),w >yv

es continua. Obviamente A —< (I + A)(u + Av), w >y es continua. Resta mostrar que
A —< B(u+ Av),w >yv es continua.

En efecto, sea A\, — A luego, u; + Apv; — u; + Av; y como g es continua, entonces
g(u; + M) — g(u; + Avy), luego grpwil — g(u; + Av;)w;l. Como |gpw;l| < C(1 + |u; +
—_— :

gn:=
Avil)|wil] € C(1+e+|u;+Avi|)|wil] € L', usando el Teorema de la Convergencia Dominada
de Lebesgue obtenemos

< B(u+ A\v),w >yry = flg(u + Apv)w
T
N

& Z/lg(uz'i‘)\n%’)wi
=3 ¥

J  cuando N — +co

N
< B('U,'{-/\'U),’U) Syry = Z/EQ('LL,'@‘AJU)I
i=1 VI

iv) I + A+ B es acotado.- En efecto pues se mostré que I + A y B son acotados.

Usando el Teorema de Minty- Browder, concluimos que I + A + B es sobreyectiva.

O

El Teorema de Hille - Yosida nos permite aseverar la existencia de solucion débil de 33, y por lo
tanto la existencia de solucién débil de (P) satisfaciendo 12.

Se deduce facilmente que

Observacién 4.3. La energia de la solucion E(u) = 1||U ||}y es decreciente.
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Definicién 4.3. Sean ug,u; € V satisfaciendo (14), definamos

Dy =t {(uo,w1) € [H*(Q)NV] x V tal que
0
DA+ (A -+ )i, Yo+ e +lg(ud) = O en T

parai=1,... N}

Entonces (u°,u') € Dy y ademds Dy C D(A).
Dy C D(A) :
Sean up,u; € Do entonces v’ € VN (HA)N y u! € V | luego v, u! € V. Probaremos que
Au® + Bu! € H =~ H'. Todo se reduce a probar que

3C € R tal que | < Au’ + Bul,w >y | < Cllw|lg, YueV
desde que V' es denso en H. En efecto, sea w € V, .
< A 4+ But,w vy = < A, w >y + < Bul,w >y
= <uw> +/ lg(u')w
I

8w
= Vil -V A :
_ /u w - Vw + (A + p)di 6:«:2)
+/ av’w + [ lg(uh)w
I I
= f pVUIVw; + (A + p)divu® - divw + 'yu?’iwi,i
Q
+f audw; —|—f lg(u)w;
' 'y
a 82 0
= — Aulw; — )
p’[} U; W ( )8$z — T 53 a 2
0
+,u,f w;Ou; + (A + p) f divuw;v; + —Lw;y;
I ' Iy a
+'/ awdw; + | lg(ub)w;
| B Fl
g .. 8%
= /ﬂ— (pAu? + (A + 'u)ﬁ‘:ci (divu®) + 322 ) w;
eL?(Q)
0 0 ouf 0 1
+ woyu; + (A + p)divu’y; + Vom Y + au; + lg(u;) | w;
r, i

—

=0

2,0
(dwuo) + ’y%u‘ ) w;

= —/Q(uAu?HHu) 0

| < Au® + Bul,w >y | < |plAu) + ()\+p)ai

< Ol a2@) ™ l|wl| o

Luego

82 0
(divu® )-f—’}’a ;||wt|

Se satisface
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i) Dy es denso en V' x H, desde que D es densoen V' y en H.
ii) D(A) es denso en V' x H, desde que Dy es denso en H.

iii) Si g es globalmente Lipschitziana, entonces Dy = D(A). Usamos Teoria de regularidad eliptica
e inmersiones.

Observacion 4.4. Si g es globalmente Lipschitziana y continua con g(0) = 0 entonces |g(z)| <
1+ C|z|, Vz € R.

Obtenemos (15)-(16) como consecuencia del Teorema de Hille-Yosida.

4.2. Estabilizacién de la Energia

Nos basamos en la identidad del Lema 4.3. Previamente enunciamos el siguiente resultado.

Lema 4.2. .
E(S) — E(T) =/ f lujg(u;)dsdt, V0 < S<T < +oo (36)
S Iy

Observacion 4.5. La igualdad (36) implica que E es absolutamente continua entonces es derivable
en casi todo punto y E'(t) = — fFl luig(ul) ds.

Prueba. Multiplicando la ecuacién (8) por u; e integrando por partes sobre Q@ x [S,T] con
0 <S5 <T < +00 obtenemos

¥ Py 0 - azui
0 = [S /g;ui(ui — ulbus = A+ ) dive) = 1 5)

T / . /
= f / wpu; + uNVu;Vu; + (A + p)div uaui + ’\/&L1 ou;
s Ja Oz; Ox;

8331;
T ! . auz
—/ fui(,u&,u,; + (divuy))( A+ p) +y=—wi)

Jii=

como u; = 0 en 'y x R, entonces

z (':?'u,,-
J = f —f u;(ud,u; + ()\+,u)dz'vuv,;+fy—mr/i)
s m i

o,
= /ST —/Fl wi(—aw; — lg(u;))
- /ST ﬁl ui(au; + 1g(u}))

Substituyendo, obtenemos

T ! . /
0 = / f wpug + pVuiVu; + (A + p)div uaui + QU0
s Ja

az; | 8z, 0x;
T
+ / / s + (el
S | Y
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Sumando

T
Ou; Ou
0 = u'u” Vu'V A divud :
fS/ + puVu'Vu+ (A + p)divu zvu-i—’}'g 8:1:183:2

—l—/ fu’au+Zlu§g(ui)
Iy i=1

= / f&2{uf2+,u|vu|2+(/\+u)(dwu) 7%(22)2}

NN

De la definicion de E tenemos

T a N i
0= —E(t) + / /lui u;
| 5E® ;S | hig(ad)
Luego,
N T
BS)-B0)=3 [ [ tuiglu)
=1 Y5 o
>0
0

Para simplificar los calculos, consideremos el vector M (u) € RN, que tiene por componentes:
M(u); = M(w;) := kauz-k + (N — 1u; (37)

= 22 (g k) — 1u;

donde m = (my....,my).

Para el primer caso suponemos que g satisfaga (23) y (24). Por otro lado, para el segundo caso,
cuando g satisface (26), basta tomar p = 1 en el siguiente resultado.

El siguiente Lema es fundamental en la prueba del resultado de estabilizacion de la energia.

Lema 4.3. Para todo 0 < S < T < +00 tenemos:
Tt p—1 [T e
2/ Et)7 dt=—— [ E(t)>= E’/u’M(u}dﬁdt
s 2 Js 0

T
+/ Ew f()uauui + (A + p)divuv; + yuis) - M(u;) + au® ds dt
S

+/ E™z /m v(u? — p|Vul? — (A + p)(divu)? — yui;) ds dt
i

- {EPTI fn o - M(u) da:} (39)

S
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Prueba. Multiplicando la ecuacién (8) por 2m - Vu; = 2 Z;’:;l miuik , usando la convencion de
los indices repetidos, e integrando sobre €2, para luego multiplicar el resultado por F e integrar
por partes sobre [S,T], obtenemos

2

T "
Oy,
0 = f 220 [ (= s = Ok ) o) 255 ) s+
_ (g / 2uimgu; 5 EPZ_SE’/ PR
2 s Q2
/ Ep%f_2u§mku§,k+#vui'v(zm"ui’k)+
s Q

(A + p)(div u)

(Crmuctig) + Yuii=— (2me; k)

o
z; oz;

T
—1
- f E'T f(,u@i,ui + (A + p)divuy; + yu; ) 2mpu
S r
y observando que fﬂ mk(uf) = — fﬂ mye e (uh)? + fP MEUUVE Y i = Ok j, entonces,

- [E'v;_l / QUi k|5
0

T
—{—/ Epg;l [(,u,&,uz + (/\ + j.L)d?,’U uv; + 7&¢’¢V@)2mkiLi'k
S r

== F IF e
= —Q—— EPT%E!‘/‘ kaui,kui
2 Js Q

i
-1
+[ Ef% f —mk(u'f),k + p2u g jui e + P20 Mg
5 Q

+(A + p)(div u)(@mp ik + 2mauig ) + YU (2mpauig + 2mgu; g ;)
i

ik

-1 /T
=—pT P’ E:%SEJI'/QQ?’II;‘,UZ');;?L;

T
_|_] EYZ f Nu?+ 2p; jus 5 + umk(ufﬂ-)k +(X + p)(divw)2u; ;
S Q T—’
1=

T
_|_/ EY= /()\ + 1) my(div u)z,.c +2yuiuig + 7 (Ul &
s Q D :

N e
T 1
¥ e
—/ E™= /mkukuiug
s r

Soi= S3:=
S — ; 2 2
), B g (u ) + p Mty ;Vk
Q7 \xl-’ JT T

= —,u,Nfuf.—(-,u/m-U'u.?J
Q r ’
= w,uN/|VU}‘2 /m v|VU?
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S-g S —'/mk,k (divu)2+/mk (dz'vu)2 VL
Q r

- —N/g}(divu)2+[1m'V(diUu)2

53 = —/mk,k (ufﬂ-)ﬁ—/mkuf‘ivk
Q r
= —N/(uf,i)Jrfm-yuf‘i
Q r

Substituyendo Sy, S; y S3 en la identidad previa, tenemos
—[}_7/"135_1 / Quimp ;i %
Q
T i
+/ E /(,ua,,uz- + (A + p)divwy; + yu ivs) 2mpu i
s i .
T
= / E% / Nu? + (2 = N)u|Vu| + (2 = N)(A + p)(divu)? + (2 — N)yuZ,
s Q
i
*‘/S ES /F(u’2 — V| — (X + p)(divu)? — yui,)m - v

-1 (T
———-—/ E‘pz_aE’mekui‘ku; (39)
s Q

Ahora multiplicamos la ecuacién (8) por u; e integrando por partes sobre  x [, T], obtenemos:

owf / i — ulu; — (A+u)5

&y p—1
54 :/E f
s Q
T
= f/ 'u'—i—EZ/UU
s Jo
T el s
= { —E E’fuzu—l—/. fuu}—l—E fuu
S
p—1 !
= —— E E/uu—/ / /uu
2 Q

T
85 = -—u/ E%/Auzuz
Ou;
= / E* {f Vu;Vu; — f Bu]
- [[5% [1vap o [ 5 [l
r 81/

(dwu) 'y% 2 S, (40)

T

S
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T - a
Ss = —f EPT/ x(divu)ui
= f f(dw u)— [ fudzvuu1
/ E'u;_lf(divu)z—] Eﬂg_lfuidivuui
s Q s r

e [ 2
ou; du; tf‘?u1
T / { f@mlﬁmz uzu}

Usando Sy, Ss, Sg¢ v S7 en (40) obtenemos,

7
5% [+ [ [ttt O mdivus )
i

T

- / Erfl/{—u’2+#lvu|2+()\+“)(di"’“)2+w‘2"}
S Q
p—1

T
= E}’TQE’[ ;. (41)
2 Js Q

Al resultado de multiplicar (41) por N — 1, le adicionamos (39) , obtendremos la identidad (38).
O

Ahora vamos ha mayorar la identidad (38), usando las condiciones de frontera sobre I'y y sobre
[';. Esto conseguimos en los siguientes Lemas.

Lema 4.4.
F = O,u; + (X + pwdivuy; + yu; v;) - M(u;) + au? ds
| @+ O+ v+ ) (w)+ @il
dyi= -
+ [ m-vW?® — p|Vul? = (A + p)(dive)? — yui;)ds <0 (42)
o
Prueba.
Sobre I’y tenemos que u; = 0, entonces
a) Vu; = Qyu)v — [Vul2 = N (8u;)?.
(teujr = (Bpus)vg) — ui; = divu.
b)
M(‘U,Z) = kaui,k -+ (N - 1) U
=0
= kaui,k
= ka(a,,ui)uk

= 2(0ui)m-v
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Observamos que
Ji1 = 20u)m - v(ud,u; + (A + p)divuy; + yu,; ;v;)
[Z,u(a,,ui)z + 2(X + p)divu v;(8,u;) +2vu;; v (Ouy)m - v
luego,
J = / m - y(u? + p|Vul? + (A + p)(divu)® + yu,)

Fo <o
0

IN

O
Supongamos que g satisface (26) y a y [ estan definidas por (28), entonces se obtienen las
siguientes estimativas.

Lema 4.5.

/ (nOyui + (A + p)divuy; + yugv;) - M(u;) + au®ds
I

+ [ m-v? = puVul? — A+ p)(dive)? — yuz;)ds
'

< 7%% 5 lulg(ul) ds (43)

Lema 4.6. Se satisface la siguiente desigualdad:

, 2R
fnu cM(u)dz| < \/EE(t) (44)

Finalmente, usando las estimativas (42), (43) y (44) y eligiendo p = 1 en la desigualdad (38)
obtenemos:

T / !
2 [ B < 20+ DEE)+ 0 - 5B
1 !

f E(r)dr < %( +%)E(S), VS >0

Aplicando el Lema (2.1) obtenemos que
. 5
E(S) < E(0)e" @9R° | vS > 0. (45)
Por otro lado, supongamos que g satisface (26) y @ y [ estan definidas en (22), entonces

Lema 4.7. Eriste una constante C > 0 tal que

(w® — u|Vaul® — (A + p)(divu)? — yui;)m - v

I

(uBu; + (A + p)divuv; + yuiv;) - M(u;) + au?
I8}

= C‘f lug(u;) + aviu; (46)
Iy

fﬂu’ - M (u)

< CE(t). (47)
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Utilizando (42), (46) y (47) obtenemos

2/: E(t)dr < 2CE(S) + C/ST /P au® (48)

El siguiente resultado es una adaptacion del método de F. Conrad y B. Rao.

Lema 4.8. Existe una constante C' > 0 tal que, para todo € > 0 vale

/T/ au’dsdt < QE(S)+€/T E(r)dr (49)
s Jr, € s

En la desigualdad (49) consideramos e suficientemente pequenio de modo que la desigualdad
(48), nos conduce a

/oo E(t)dr < CsE(S)
s

Luego por Lema 2.1, obtenemos el resultado.
Para el caso g satisfaciendo (23), (24) y a y [ definidos por (22), obtenemos la siguiente estimativa

+oo
3C >0 tal que f E™ < CE(S) (50)
S

La desigualdad integral dada en [7] pdgina 124, nos dice que si E es una funcién no creciente que
satisface (50), entonces

BE(t) < C(E(0))tFT, Vt > 0

donde C' es una funcién continua de E(0).
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