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Resumen: En el presente trabajo, estudiamos la existencia y unicidad de soluciones
locales para el problema mizto relativo a un sistema de ecuaciones de Kirchhoff no
lineal viscoeldstico con término disipativo.
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1. INTRODUCCION

En este articulo consideramos el problema de valor inicial y de frontera para el siguiente sistema
de ecuaciones de Kirchhoff con memoria:

u - M ([Vu@) Au+ gy * Au— Au' = fi (u,v) en Q x]0,00], (1.1)
v —-M (|Vv]§) Av+ go *x Av — Av' = fy (u,v) en Q x ]0,00[, (1.2)

con condiciones iniciales

U(ii?,o):uo ('T")!u’ (1370) =g (‘T")! en Qv (13)
'U(.CC,O)E'UO(SE),UI(.’E,D) =l (J’?‘), en Qa (]-'L)
y condiciones de frontera
u(z,t) =, en 05 x |0, 00[, (1.5)
v(z,t) =0, en 9 x ]0,00[, : (1.6)

donde ) es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera suficientemente regular 90, V es
el operador gradiente, A es el operador laplaciano, M (s) es una funcién real positiva de clase
C' para s > 0, g;(t), i = 1,2, son funciones reales no negativas de clase C*! para t > 0, fi (s,7),

/ Jw

g = 1 2 son funciones reales no lineales continuamente diferenciables para (s,r) € R? w' := 9%,
bt 652, |Vw|2 Jo IVw (z, ) dz y (g*w) (z,t) fo g(t — s)w(z, s)ds.
El caso n = 1 y u = v, la ecuacién (1.1) describe vibraciones transversales no lineales de una

cuerda de material viscoeldstico, fuertemente tensa entre dos puntos fijos z = 0y & = L, en el eje
z del plano zu. En estas condiciones la ecuacién resultante es

Eh 2
phu"—(a+— ou

9z,

8u Pu O

5T )@4'9*@—56%2:]0(“), (1.7)
donde u = u (z,t) es el desplazamiento transversal en el espacio de coordenada z y en el tiempo ¢,
p es la densidad de masa, h es el drea de la seccién transversal de la cuerda, py es la tension inicial,
E es el médulo de Young del material, 3 es el coeficiente de la fuerza amortiguadora, g(t) es la
funcién de relajacién, y f (u) es la fuerza restauradora. Cuando en (1.7), f = g = 0 y la cuerda
es de material eldstico se tiene que la ecuacién (1.7) es la propuesta y estudiada por Kirchhoff en
[4]. El caso general n > 1 y u = v, la ecuacién (1.1) tiene diversas aplicaciones, como en el adrea
de la dptica no lineal, fisica del plasma y mecdnica de fluidos, entre otras.

El caso M =1, g; = 0 y sin término disipativo, el sistema (1.1) — (1.2) describe la interaccidn
de ciertas particulas elementales en un campo electromagnético, llamadas mesones. Un modelo
matematico cldsico que describe la interaccion de los mesones es el sistema propuesto por Segal
[11] que mostramos a continuacion:

v — Au+ o®u + ¢*v*u =0, (18)
" — Aw + ,82’0 £ h2’u2?J s 0’ 2 J
donde a y (3 son las masas de los mesones u y v respectivamente y g, h son las constantes de
interaccion.

Cuando g; son funciones no triviales, M = 1 y sin considerar término disipativo, el sistema
(1.1) — (1.2) fue investigado por Andrade y Mognon [1], quienes obtienen existencia global para
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filu,v) = =l ulvl’ y fa(u,v) = — |v|” " v |ul®; por su parte Santos [10], obtiene existencia
global y decaimiento exponencial para f; (u,v) = —a(u—v) y fa(u,v) = a(u—v). Cuando
gi = 0, M = 1y sin término disipativo, el sistema (1.1) — (1.2) fue también estudiado por
Milla Miranda y Medeiros [6], quienes obtienen existencia global para fi (u,v) = [v|"** |u|’ v — u
y fo(u,v) = |ulf’*|v|’v — v; asimismo Li and Tsai [5], obtienen existencia local, existencia
global y singularidad de soluciones para fi (u,v) = —m?u — 4\ (u + av)® — 28w y fo (u,v) =
—miv — da (u+av)3 — 2Buv. Cuando g; = 0 y M es una funcién no trivial, el sistema
(1.1)—(1.2) fue estudiado por Quispe Méndez [7, 8], quien obtiene soluciones locales y singularidad
de soluciones para f; especificas y sin término disipativo; con relacién a andlogo sistema, Wu y
Tsai [14], obtienen existencia local y singularidad de soluciones para f; genérica y adicionando
término disipativo.

En este trabajo probaremos la existencia y unicidad de soluciones locales del problema
(1.1) — (1.6), cuando g; son funciones continuas no negativas, M es una funcién continua positiva
y las f; son funciones reales no lineales. Primero probaremos la existencia y unicidad de solucidon
global de un problema lineal asociado a (1.1) — (1.6) en el caso u = v, utilizando el método
de Galerkin. Asimismo, obtendremos una estimativa para las correspondientes soluciones. En
segundo lugar, linealizaremos el problema (1.1) — (1.6) para elementos de un espacio Gr, g,.
llamado espacio de soluciones, luego obtendremos sus soluciones en Gy, g, vy después, por
argumentos del teorema de punto fijo de Banach, se obtendran las soluciones locales del problema
(1.1) — (1.6) sobre un intervalo [0,T5], donde 7y > 0 depende de los datos iniciales y de los
pardmetros del problema. La unicidad del par de soluciones serd obtenida utilizando las estimativas
de las soluciones del problema lineal. En la discusién del problema emplearemos las estrategias
y herramientas inspiradas en los trabajos de Andrade y Mognon [1], Wu y Tsai [14] y Quispe
Méndez [9].

2. PRELIMINARES

En esta seccién presentamos algunas notaciones, conceptos y resultados sin demostracion, los
cuales serdan usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea §2 un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera suficientemente regular 0€2. Denotamos
el producto interno y la norma de L*(Q) y L?(Q), con (.,.) y |.|,, respectivamente, para

1 < p < oo. Ademés ((.,.)) y ||.|l, denotaran el producto interno y la norma de H} (©2), donde
((u,v)) == [ Vu(z).Vu(z)dz es la forma de Dirichlet.

Sea X un espacio de Banach, T' y p numeros reales tales que 0 < T'< 0oy 1 < p < .
Representamos con LP (0,7T; X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : |0, [ —
X medibles con ||u (t)||y € L?(0,T"), dotado de la norma

1
T 7
el ooz = ( / nu(t)n&dt) T

0
||u||Lw(0,T;X) = sup ess|lu(t)]x , p=oo.
0<t<T

Similarmente, cuando 0 < 7' < oo, representamos con C ([0,77]; X) al espacio de Banach de
las funciones continuas u : [0,7] — X, dotado de la norma

||U||C([0,T];X) = sup lu(®)lly -
0<t<T

Denotamos w' := 2%, " := %23, wife) () = no (g0} I i="THO, T) 3 L% = L2(0).
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Hipétesis. Imponemos sobre las funciones reales u(t), gi(t), M (s) v fi (r, s) algunas condiciones,
las cuales en ciertas situaciones son propias del problema que modelan y en otras son de naturaleza
técnica para el éxito del método empleado.

(H1) p € C([0,00]), ' € L*(0,00) y p(t) = mg > 0, Vt > 0, donde mg es una constante positiva.

(H2) g; € C'([0,00[), acotada, g; (t) >0, Vt > 0,
mo — f gi(s)ds:=1; >0
0

para ¢ = 0,1,2, donde mg es la constante dada en (H1), ademds suponemos que existen
constantes positivas C; y Cs tales que

~C1gi(t) < gi(t) < —Chgi(t), ¥Vt >0
paraz=0,1,2.
(H3) M € C' ([0,00[) y M (s) > mg > 0, Vs > 0, donde myq es una constante dada en (H1).
(H4) f;(0,0) =0, i= 1,2 y existe una constante positiva K tal que
|fi (1, 81) = fi(re,s2)] < K [(lﬁla + |ro|® ) |r1 — 7o)

+ (Isil + 152l ) 151 = 32l

para cada (r1,s1),(r2,50) € R?, i =1,2,con 0 < a,8 < =% paran >3 6 o, > 0 para
ns 2,

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [2]). Si 2 <p < ;121_’5‘5 para n >3 6 p > 2 para
n < 2, entonces existe una constante positiva By tal que

jul, < By llull, Vu € H} (9)
lull < B |Auly, Yu € HE (Q) 0 H2(9).

Lema 2.2 (Desigualdad de Young [2]). Sea v € LP (R™) y v € L1(R™) con 1 < p < oo,
1 < g < ooy r un numero real verificando % = ;7 + % —12>0. Entonces uxv € L" (R™) y

[|w * UHLr(Rm) = ”uHLP(Rm) ”U“Lq(mm) :

donde la convolucion de w con v estd definida por

weo) @)= [ ulo—yp)ds

Lema 2.3. 5i g € C' ([0,00[) y w € C*([0,T]; L*(£2)), entonces

[ sti=9) wio)wmas = —%%[waﬂﬂ“-(/:ﬂ@&JIw&)ﬂ

0

~59(0) o () + 5 (6'0w) (1),
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donde

t

(vOw) (¢) == / v(t - s) |w (t) —w(s)|2ds .

0
Demostracién. Diferenciando el término gllw. se obtiene el resultado. O

Lema 2.4 (Desigualdad de Gronwall [15]). Sean f,g : [a,b] = R funciones continuas, con ¢
no decreciente y h € L' (a,b), las cuales satisfacen la desigualdad

F@ <o)+ [ M) )as vee o

Entonces,
t

f(t) <g(t)exp (/ h(s)ds) , Vt € [a,b] .

a

Definicién 2.5. Al par de funciones (u, v) se le llamada solucién del problema (1.1) — (1.6) sobre
[0, 77, si las funciones u,v : © x [0,7] — R satisfacen las condiciones (1.3) — (1.6) y se verifican
las igualdades siguientes:

u" — M (|Vul}) Au+ g1 % Au— Au' = fi (u,v) en L*(0,T; H1()),
v —-M (|VU|§) Av+gax Av— AY = fo (u,v) en L2(0,T; H(Q)).

3. PROBLEMA LINEAL
En esta seccion estudiaremos la solucion global del siguiente problema lineal mixto:

u' — p(t)Au+ go * Au — Au' = h(z,t) en Q x]0,T7, |
w=0 en 900 x 10,77, (3.1)
U(CC, O) = Ug (SC), UI(JL',O) =1UuU (‘T) en Qa

donde T es un numero real positivo fijo, escogido arbitrariamente.

Teorema 3.1. Supongamos que las funciones p y go satisfacen las hipotesis (H1) y (H2),
respectivamente, up € H} ()N H?(Q), u; € L? () y h € L2 (0,T; L% (Q)). Entonces el problema
(8.1) admite solucidn unica u sobre [0,T] tal que

ueC([0,T]; H} () NH?(Q)),
w e C([0,T]; L2 ()N L*(0,T; Hy (),
u’ € L2 (0,T; L? ().

Ademdas, la solucién u verifica la estimativa

E(t) < [EO% + 2/0 |7 (s)], ds] exp ( . E;—((Z))lds) , Vt € [0,T], (3.2)
donde 1 1 1
B () = g5 O + g5 1A 0 + 500 lu 01
po(®) = u(®) = [ ao(s)ds,
9 1

By = |u1|§ + 10 |AU0I§ i 5/—5(0) “’UOHQ'

10
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Demostraciéon. Procedemos en seis etapas.

Soluciones Aproximadas. Sean {wg},.y una base en Hj (Q) N H? (Q) y Vi = [w1,ws, ..., wp] €l
subespacio generado por los primeros m vectores wy,ws, ..., wn, de {wk},cn. Consideremos

U (8) = D T (£) wj,

j=1

las soluciones aproximadas en V,, del problema (3.1), donde las funciones rj,, (), 7 = 1,2,...,m,
son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para w € V,,

(ur, (), w) + () ((um(t), w))
—f go(t — 8)((um(s), w))ds + ((up, w)) = (h(t),w), (3.3)

Upp, (0) = UQm, u;n (0) = Ulm;

donde
Ugm = 3, TojmWj, Uom —> Ug fuerte en H} (Q)n H?2(Q),
= | (3.4
Uim = 3 T1jmWj, Uim —> uy fuerte en L?(9).
j=l1

El Teorema de Carathéodory [3], nos garantiza la existencia de una solucién local u,, del
problema aproximado (3.3) en el intervalo [0, T,,[. Las siguientes estimativas a priori nos permitiran
extender la u,, al intervalo [0, 7], con T' independiente de m.

Estimativa I. Considerando w = u/,(t) en (3.3), obtenemos

3 1 (O 0 O -
— [ g0t = ), (D) + T O = (80 1)

Del Lema 2.3, resulta

= [ oot = ){(ums): i ()5 = 35 [(60Vm) 0

_ ( / ; gg(s)ds) |2t (t))llz}

+5000) i ()

~5 (G40V ) (1) (36)
De (3.5) v (3.6), se obtiene
& Bu(t) = (h(e), i () + 5(8) I O
~500(8) e (I + 5 (66 0V) (1), (37)
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donde
1, 1
(t) = 5 gy (O + 50 () [l (D)

(go0Vun) ( / llut,, (s)||° ds,

o(t) = u(t) - [ an(s)ds.

De (3.7), se tiene :
ZE1(0) S [R(B)], [ (8)], + % Il ()17

De (3.9), se obtiene
d

: 1 [ (t)]
EE() W@b+§hﬁ@}E

L ©1E

(t)

Luego de integrar (3.10) y de hacer uso de la Desigualdad de Gronwall, se obtiene
: t o ([ 1)
E,(t) < [Ef (0) +/ R (s)], ds} exp ( ds) )
0 0 Ho(s)

1 1
Ey (0) = 2 |13 + 5#(0) [

donde

De (3.11), se tiene

t
i O + N @I+ [ [ ()1 < 1, Ve € 0,7,
0
donde K es una constante positiva independiente de m .

Estimativa II. Tomando w = ! (t) en (3.3), obtenemos

e (OFF + 1(8) 5 (o (8) 1 (8)) = 1) ()]
- [Ogo(tws)((um(@ 1 (0))ds + 55 I (DI = (D), (1))

Diferenciando la integal [ f) go(t — s)((um(s),ul, (t)))ds, se obtiene

- [ e =) uta s = = | [ olt = 9 (wn(o) (D)5

+ [ ah(e = 5)((un(o), i (D)5
+90(0) (i (£), e (1))).
De (3.13) y (3.14) obtenemos
O + 5 |5 It OIF + 4(0)(um 010 ()
/tg(](t—b’ ((um(s),ul, ( t)ds] (h(t),u’ (t))
() (o (8) tnw(; ||u O
= 00(0) (urn(®), i () = [ (6 = ) (s}, 6 (D)

(3.8)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



a7

Por (HQ), utilizando la desigualdad ab < da? + %bg, Ya,b > 0, V6 > 0 y la Desigualdad de
Hélder, obtenemos

= / 65(t = 5)((un(s) i (D)5 < i ()

+ 5% gl (g0 ) (0, (3.16)

() (@) () < 1 O + B 9P, (3.17)
B0 (o (1) (0) < 1 i O + - WO Fum )1, (3.18)
(h(@), () < e iy (O + 2= IR, (319)

=140 (. 2) 0 (O) < 1l O + - 1O O (3:20)

t
| 0lt = 5) (o)t (0))ds < ()
1
+4—7? 90121 (90 * lum)?) (£), (3.21)
donde0<e<lyl<n< 41 son constantes. Usando la Desigualdad de Young para la convolucién,
se tiene ; ’ »
[ @) @is < ([ a@as) [ ) as .22
0 0 0
Integrando (3.15), usando (3.16) — (3.19), y después (3.20) — (3.22), resulta
b 1
-9 [ W @Bds+ (5~ 20) i OFF
0
< 5 Nl + (0) ltom
t
+ [ w917 ds
0
1 t
o [ (8O + WO + sl
anJ o ,
190l 190l l1um ()1 ds
1 [t 2 1 2 2
+ 22 [ s+ ) fum 1.

De (3.23), escogiendo ¢ = 3 y n = 1, y utilizando la estimativa (3.12), se tiene

(3.23)

I " 2 1 ' 2
1/ @B ds+ 7 lun O

1 2

< 5 luamll” + 1(0) Juoml| [|u1m]|
L2

T3 1Bl 22071200 + 5HED

+2(g2(0) + p? + C? |5’|§,1 + 19z |9|Lm) KT

+(34m) | NUACIR

(3.24)
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donde 4o := g @)y = o |/ (E)]-
te[0,T

De (3.24) por la Desigualdad de Gronwall, tenemos
t
Jut O + [l ()3 ds < K, Ve € 0,71, (3.5
0

donde K5 es una constante positiva independiente de m.

Estimativa III. Tomando w = —Au,,(t) en (3.3), obtenemos
% |5 10um 0 = (w0 Bm(@))] + 400 1B 0
= (h(t), ~dou () + Iy (O (3.:20)

+ /0 go(t = 8)(Aum(s), Aum (t))ds

Por la Desigualdad de Holder, resulta
i &
[ o0t = 5)(Btn(5), Bt ())ds < 71300 (0
0
1
g 190l (g0 * |Aun2) (£), (3.27)

donde 0 < n < $my coustante. De (3.26) y por (3.27), se tiene

& |5 189m0 = (a0, Bm(@)] + () = 1) B0

< |A( 1| 2 |1 AU ()], + |, ()1 (3.28)
|90|11 (90 % [Auml3) (2)-

Aplicando Desigualdad de Young para la convolucién y utilizando la desigualdad ab < da® ok 1 b‘z
Va,b >0, Vd > 0, se obtienen

/o (gg * |Aum|§) (s)ds < (fo go () ds) fo [ Bt (S)|g ds, | (3.29)
(U (8), At (1)) d5 < XAty (O + = [, (B (3.30)

vh
fo [} | At [ 8] |y ls: L n/o | Aty (s)[g ds + % fo |h(s)|§ds, (3.31)

donde 0 < A < 15 constante.

Integrando (3.28), usando (3.29) — (3.31), y las estimativas (3.12) y (3.25), obtenemos

(5-2) 18wt + ] ((5) ~ 20) |5 s
K,

o EAUO’U’l'Q + lulmig ]Au(}mlz ZX

++~f |h(s) | ds + KT

S A, :
+4nlgo|L1/0| Uy Sb s



De (3.32), escogiendo A = 1 y 9 = my, resulta

1 1 ;
318un O + gm0 [ 1Bun()f3ds
0

1
< 5 |Au0m]§ =+ |'u1m|2 lAu0m|2 + K

2 2
* 3 1Pl 2207220y + BT

2 g 2
+ o ool f0|Aum (s)|2 ds.
De (3.33) por la Desigualdad de Gronwall, tenemos
t
B O+ [ 18um ()3 ds < Ko, Ve € 0,7),
0

donde K3 es una constante positiva independiente de m.
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(3.33)

(3.34)

Estimativa IV. Multiplicamos la desigualdad (3.9) por A, 0 < A < 1, la desigualdad (3.28) por

g, 0 < e <1y sumando los dos resultados, se obtiene

d

donde
By (1) = ) [t (O + 10 () 1 (I + (000V) (1) |

+ %s [|Aum(t)|§ = 2 (Un, (), Aum(t)) ]

; 1
y aqui tomamos 0 <7 < 5 |go|p:-

De (3.36), utilizando e (u/,(t), Aum(t))| < £ |ul, (£)|3 + 2 |Aun(t)[3, resulta

B0 2 (3 A——)| O+ (5-7) Bunl

+§/\,u0 (#) llm ()17 + %A (9B0Vum) (£) .-

También, se tiene

Bt < (334 5) OB +2 (5+7) 18un(o

500 (8) i (A]° + 22 (00 0V ) ().

= Ba(t) + (A =) lufn @)1 + e (u(t) = m) |Aun(®)];
< [(t)ly [Mup (B)ly + € |Aum (2), |
A e (O]

£
+ 3 190l (90 * [ Auml3) (8),

(3.35)

(3.36)

(3:37)

(3.38)
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De (3.37) y (3.38), escogiendo A = 1y ¢ = 2, resulta

Es(t) > F(t), vt € [0,T], (3.39)
E5(0) < E, (3.40)
donde
1 9 1 9 1
F () = = [ul, ()5 + = | Aum (£)]5 + 0 (£) 1 (2)]]° ot (9o0OVu,) (1),
9 10 3 10 2 2
Eq = 10 |u1ﬂ1|2 |A“0m‘3 & 51“ (0) ﬂu0m||2 .

De (3.35), se obtiene

1d 3 ) ,
§EE3(?5) + 10 [ur, (D)7 + % (mo —n) IAUm(L‘Hé
< (W), [EE (t) + E2(t) ]
1| (t)]
+3 o @) Es(t)
1
* 20m 90121 (g0 * | Auml3) (2): (3.41)
Integrando (3.41) y usando (3.29), obtenemos
+é— ( mo — 1) — — |QG|L1) / | At (8)]2 ds | (3.42)
= . I (s)]
< 5B 3(0) + / \h(s)l, E3 (s)ds + N B Es(s)ds.

De (3.42), escogiendo 1 = 3 |go| 1 y utilizando (3.39) — (3.40), resulta

1 1 ! 1
§E2(t) < §E0 +2f [h(s)|, EZ(s)ds
0

L[ (s)] )
+5 | ) Belo)ds (3.43)

donde
E (t) : |u’m (t)iz lAu“m (t)l22 Ho {t) “u‘m (t)“

1 3/, A
+= (9o0Vm) () + = / et ()11 ds + 1o ] | At (s)|2 ds.
2 5/ d 0

De (3.43), por la Desigualdad de Gronwall, resulta la estimativa

Eq(t) < l:EO% o th |h(5)]2d5'] exp ( t lﬁé%—lds) Ve [0,7T]. (3.44)
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Pasaje al limite. Sean j > m dos nimeros naturales y consideremos v, = u; — . Entonces
(3.44) sera de la forma

e (s)]
o Ho(s)

Fs (t) < Epexp ( ds) , Vt € (0,7 . (3.45)

Desde que {ugm} v {t1m} son sucesiones de Cauchy en H} (Q)NH?(Q) y L? (), respectivamente,
por (3.45) se obtienen

‘
|Av, (B2 = 0, flum ()]I* = 0, f |Ave(5)]3 ds — 0, (3.46)
0

t
i @0y [ I ds 0, (3.47
0
cuando m — oo, V£ € [0, 7.
Por las estimativas (3.12), (3.25) y (3.34), y las convergencias (3.46) y (3.47), obtenemos

Um —u  fuerte en C([0,T]; Hi () N H? (),
ul, —u fuerte en C([0,7];L?(R)),

ul, — v’ fuerte en L2 (0,T;H} (),

uf —u” debilen L2(0,T;L?(R)).

(3.48)

Por (3.48) y de la ecuacién en (3.3), por pasaje al limite, resulta
W — p(t)Au+ go * Au— Au' = h(z,t) en L*(0,T; H(Q)).

Los datos iniciales se verifican de modo estandar. La estimativa (3.2) se obtiene de manera
similar que (3.44). La unicidad resulta de la estimativa (3.44). Esto concluye la demostracién del
Teorema 3.1. : |

4. EXISTENCIA LOCAL

El objetivo principal del presente trabajo es discutir la existencia de soluciones del problema
(1.1) — (1.6), usando argumentos del Teorema de Punto Fijo de Banach. Para esto emplearemos
resultados del Teorema 3.1.

Definamos el siguiente espacio a dos parametros, llamado Conjunto de Soluciones o Conjunto
Admisible
Gl B {(u,'u) e X2 ;' € C([0,To]; L2 () N L2 (0, To; Hi (),
e(u(t),v(t)) <R3 tel0,Ty
con (u(0),v(0)) = (uo,vo) ¥y (v (0),v'(0)) = (u1,v1) } )

donde X = C ([0, To]; H () N H* (), e (u (1), v (1)) = [/ (8)[3+ [Au (B)]5 + [0/ (8) 5+ | Ao ()],
Ty > 0y Ry > 0. Entonces G, g, €S un espacio métrico completo con la distancia

AU, V)= sup [e((u—u) (1), (v —u) ()2, (4.1)

0<t<Ty

donde U = (u,v), V = (ug, v2).
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Lema 4.1. Supongamos que la funcién M satisface la hipdtesis (H3). Si (u,v) € Grym, ¥
u(t;u) == M (lu(®)])?), entonces pu(;u) € C([0,To]), ¢ (;u) € L®(0,Tp) y se cumplen para
cada t,s € [0,To] las siguientes desigualdades:

I (tu) — p(s;u)| < 2MIRS |t — s,

| (t;u) — p (6 v)| < 2MiB2Ro |Au (t) — Av (t),,
]P”I (t;u)l < 2M1RS?
0 <mp < p(tiu) < My,

donde My := sup{M (s); 0 < s < Bi{R:}, By es la constante de la Desigualdad de Sobolev-
Poincaré y M; := sup {|M’ (s)|; 0 < s < B?RZ%}.

Demostracion.

Por el Teorema de Valor Medio, se tiene que

| (85 0) — p (s;0)] = |2M7 (Jlu (€)]1%) (=Au (€),u (£))] ]t — ]

|l (tiw) = p @) = M ()] (lu @) + llv @D [l @l = llo @Il
< M @) (e ON + o 1D Nl (8) — v @,

donde ¢ estd entre ¢ y s, n estd entre |lu (t)||2 y |lv (t)“2 Por aplicacién de la Desigualdad de
Sobolev-Poincaré, a las relaciones anteriores se obtienen los resultados. . ]

Lema 4.2. Supongamos que las funciones f;, i = 1,2, satisfacen la hipdtesis (H4). Si
(u,v), (ug,v2) € Gryry ¥ hi(t;u,v) := fi(u(t),v(t)), entonces h; € C([0,To];L* () y se
verifican para cada t, s € [0, Ty las siguientes desigualdades:

b (610,9) = hi (s,0)ly < 2Bap [RE 18 () - Au(s)l,
+ B |Av (t) = Av (s))y]

i (66, 0) = b (G2, 0)ly < 2Bap [RS 100(2) — A ()]

+ RE |Av (t) — Awvy (t)|2] ,

hs (650, 0), < Bap [RG* + RS

donde Byg = K mé,x{Bf(aH),Bf(ﬁ +1)} y Bi es la constante de la Desigualdad de Sobolev-
Poincaré.

Demostracion.



Por la hipétesis (H4), resulta

I

[P (85w, v) = hi (s34, 0)], Ifi (u(t),v () = fi(u(s),v(s))l,
Ju ()1 + [u ()) Ju (£) — u(s)|

[
+(ROP+REP) -6,
I

IA

IA

(1 (8)1% + fu ()1%) s (8) = w (5)
+|(ROP +EF) p© -] ]
K [(u @)%, + lu()[5) u @) - u (5)],
+ (lo @1 + o &)) lv () = v (3)],]

donde 1 + é = ;. Aplicando la Desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

IA

b (t50,0) = hi (s50,0)ly, < Bag [(18u (B)ff + |Au ()[5) 1A (t) — Au(s)],
+ (180 + 180 () 18w (1) — A (5)],]
2Bap | RS |Au (t) — Au (s)],

+ B |80 (5) — Av (s)]

Recurriendo nuevamente a la hipotesis (H4) y la Desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

IN

hi (u,v)ly = |fi (u(t), v (8))l;
< K |lu@liy + o O
< [ pg2la+1) ]A Q+I+BQ(,B+1 1A ( )BH}
< [ 2at]) patl 4 p2 ﬁ+1)R(ﬁ+1)]
=

Bus [Rg+1 4 Roﬁﬂ)] _

Observar, que en la aplicacién de la Desigualdad de Sobolev-Poincaré, se han utilizado las
condiones de o y 5. Esto concluye la demostracién. O

Teorema 4.3 (Existencia Local). Supongamos que las funciones g;, M y f; satisfacen las
hipétesis (H2), (H3) y (H4), respectivamente, ug,vo € Hy (Q)NH?(Q) y uy, vy € L? (Q). Entonces
eziste To > 0, de tal modo que el problema (1.1) — (1.6) admite solucidn tinica (u,v) sobre [0, Ty)
tal que

u,v € C((0,T); HA (@) N H (9).

', v € C([0,To]; L* (Q)) N L (0, To; H} ()

u”,v" € L?(0,Tp; L? () .

Demostracion. Procedemos en dos etapas.

Existencia de Soluciones. Para cada U = (%,7) € G, p,, consideremos el siguiente sistema
lineal

u = (6T) Au+ g1 x Au— Au' = hy (6;7,7) en Q x |0, Ty], (4.2)
V' — p(67) Av + ga % Av — Av' = hy (%,7) en Q x 0, Ty[, (4.3)
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con condiciones iniciales

u (:C 0) = ug (:c) v (z,0) = u; (z), en 9, (4.4)
%, 0) =g (z) , V' (2,0) =vi (x), en§, (4.5)
y condiciones de frontera
u(z,t) =0, en 9Q x )0, Ty, (4.6)
v(z,t) =0, en 00 x |0, Ty, (4.7)

donde Tp > 0 y Ry > 0 seran obtenidos posteriormente, p (t;w) := M (||E(t)||2), By (8,0, 9) =
fi@(t),v(t)) v he (t;4, ) := fa(u(t),v(t)). Por los Lemas 4.1 y 4.2, las funciones pu(.:%),
w(57), b (T, 0) v ha (.;4,7), satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.1, entonces existe solucién
nica, U = (u,v) sobre [0, 75| del problema (4.2) — (4.7) tal que

u,v € C ([0, To]; Hy () N H?(Q)),
o' € C([0,To]; L2 () N L2 (0, To; HE (), (4.8)
w',v" € L* (0, To; L* (V).

Ademds, la solucién U = (u,v) verifica para cada t € [0, Tp), las siguientes estimativas

E (t;u) [ (05u) +2/ |h1 (s;7,7) IZdS] exp( Olﬁl((l%?)lds) (4.9)
¥
: 5;,7,7)|, ds 2ex t Iz (&57)]
E(t,v)g{ (Ov)+2fo|hg(, : )|2d] p( oﬂz(sﬁ)ds)’ (4.10)
donde ! 1
E(tw) = glw w (1) + |Aw () + SHs(; ) [ (¢ ][
pi(t; @) = p (W) — 09:- S)ds para i = 1,2,

9 1
Bow) = 75 [wrly + 75 18wolz + 54.(0) [lwoll*

El siguiente paso serd mostrar que U = (u,v) € Gy g,. Por (4.9), (4.10) y los Lemas 4.1 y 4.2,
obtenemos

2
iui (t)lg i lAU‘ (t)'é <10 [ 0 + QBaﬁ (Rcr+1 Rngl) TO]
2
o (2051 an
2

exp (?ﬁfl—fg—@) 2 (4.12)

donde ! := min {l1,l>}. Sumando (4.11) y (4.12), resulta
e(w(t)v (1) < 10exp ( 2AFTE)
1
{(E&}m] +2Bop ( Ro+ 4 Rﬁ+1) To)

2
(E(20u +2Bag (Rg“ & Rﬁ“) To) ] . (4.13)



Escogemos la constante Ry > 0 que satisfaga la relacién

Ry > 10 [(E(% o+ 2) (B +.2)2F (4.14)
y consideremos Ty > 0 que satisfaga las relaciones
Bag (RS‘Jrl + R’g“) To<1ly exp (—z—ﬂ—@lﬁ?ﬁ) #£10. (4.15)
Entonces de (4.13) utilizando (4.14) y (4.15), resulta
e(u(t),v(t) <Ry, Vte[0,Ty]. (4.16)

Por (4.16), (4.8) y como (u, v) es solucién de (4.2) — (4.7), se tiene que (u,v) € Gpy.Re-
Por el resultado antes obtenido, tieene sentido definir la aplicacién no lineal S como sigue:
S: GTORD S ; GT@RD
(w,7) — S(@7)= (uv)
donde (u,v) es la solucién del problema (4.2) — (4.7). Esto significa que S (Gry.r,) C G1y.R,-
Ahora probaremos que S es una contraccion estricta con respecto a la distancia (4.1), es decir,
se cumple para cada U = (@,7),V = (Us2,72) € Gry,r, la desigualdad

d(S(U),S(V)) <4d(U,V),

para un fijo 4, 0 < 6 < 1.

Sean U = (u,v),V = (U2, Vs) € Gry,Ro, €ntonces U = S (U) y V = S (V) son soluciones del
problema (4.2)—(4.7), donde U = (u,v) y V = (ug,v2). Haciendo, @ := 2x]0, Tp[,  := 90 x]0, Ty|
, W1 =U— U y Wy =V — Vg, entonces W = (wy, wy) satisface el problema lineal

wl — u(t;w)Awy + g1 * Awy — Awl = ha (8 U,V) en Q,
— w(t;T)Awy + go * Awg — Awh = he(t;U,V) en Q,

w1 =0, we=0 en X, (447)
wy (0) = 0, w) (0) =0, wy(0)=0,w)(0)=0 en ),
donde ,
plt;z) =M (|z@®O) _ _
h(tU,V) = [p(6T) — p(68)] Auz (8) + L (T (8) - L (V @),
ha(T,V) 1= [0 (7) — p(6T2)] Ava () + L (U ) — f2 (V1)) -
Por los Lemas 4.1 y 4.2, obtenemos
|hi(6;T, V)|, < 2Broe? (@ — ) (t), (T —2) (1)), (4.18)

donde Bp, := M B2R2 + Bag (Rg 4 Rﬁ). Del Lema 4.1, (4.18) y Teorema 3.1, existe una tnica
solucién W = (ws,ws) sobre [0,Tp] del problema (4.17) y se verifica para cada t € [0,Tp] las

estimativas
s o B 21 C (s )|
E(t;w) < {2] |h1(s; U, V)lzds} exp( —’_ds) (4.19)
0 0 .Lbl(5§u)
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2 3 Mo oo
E (t;ws) [ / |h2 5 U, V)| ds} exp( O%ds), (4.20)

donde
+ (6 8) o ()12,

t

e 2

(67 o= o () ] gz-(s)ds para i = 1,2
0

B (tun) o= 5 fuf ()3 +
E (t;ws) :=

]]0 |/_\w1 t)|2

— [u (t)[3 + 75 [Bws ()l5 +

Sumando (4.19) y (4.20), utilizando (4.15) y (4.18), se obtiene
e (wy (), ws (t)) < 1600B%,Tge (T — @) (t), (0 —12) (t)) - (4.21)
Aplicando supremo en (4.21), resulta
d(S(U),5(V)) <1600B%,T5d (U, V). (4.22)
Ademas de las relaciones de (4.15), y tomando un Tp > 0 que satisfaga la relacion
§ := 160083, Ty < 1,

se tiene de (4.22) que S es una contraccién estricta.

Aplicando el teorema de punto fijo de Banach, existe un tnico (u,v) € Gpy g, tal que
S (u,v) = (u,v). Asi, hemos obtenido la existencia de la solucién local del problema (1.1) — (1.6)

Unicidad de Soluciones. Sea U = (u,v) la solucién obtenida en la prueba de existencia, la cual
pertenece a Gy r,. Consideremos otra solucién V' = (ug, v2) del problema (1.1) — (1.6) tal que

uz, vp € C([0,Th]; H} () n H?(Q)),
wy, % € C([0,T3]; L (©)) 1 L* (0,753 B (), (4.23)
ug, vy € L2 (0,Ty; L? (Q))

con 0 < T} < Tp. Sean wy = u— uUs y wa2 = v — v. Entonces el par de funciones (wy, ws) satisfacen
el siguiente problema lineal

— p(t; w)Aw + g1 * Awy — Aw] = hy(t;U, V) en Q,
wh — p(t; v)Aws + go * Awy — Awh = ho(t; U, V) en Q,
wy =0, wg=0 en x,

wy (0) =0, w; (0) =0, w2 (0)=0,wp(0)=0  en Q,

(4.24)

donde
p(t2) =M (2@,
hi(t; U, V) = [ (B u) — p(tug)] Aug (t) + f1 (U (1) — f1(V (1)),
ha(t;U, V) i= [ () — p(tv2)] Avz () + fa (U (8)) — f2(V (1))

Por (4.23), existe una constante Cy > 0 tal que

|A‘LL2 (t)b, IA’Ug (t)|2 < Co, YVt e [0,T1] . (—125)



Por el Teorema de Valor Medio, Desigualdad de Sobolev-Poincaré y (4.25), se obtienen
|h1(t; U, V)|, < M2COB% (Ro + Co) [Awn (t)],
+K B (RS + C5) 1Bwn (1)
+ B (RS + ) |aws (1),

< 706k (wn (1), wa(t) (4.26)

|h2(t; U, V)Iz = M2COB% (Ro + Co) |Aw2(t)|2
+K B (RS + C8) 1w (1),

+ BI®*Y (B + C8) 1awn(t)l]
< S0k (wi(0), wal) (@.21)

donde M, :=sup {|M’ (s)|; 0 < s < BZméx {R},C3}} y Ko es una constante positiva.

Del Lema 4.1, (4.15) y Teorema 3.1, existe una tinica solucién (wy, ws) sobre [0, 71] del problema
(4.24) y se verifican las estimativas

E(tw) < [2 f ; Iha(s; U, V)|2ds]2exp( ZI—E:((—SSZZ—))Ids) (4.28)
! E(t;wg) < [2 / : s U?V)|2dsrexp( ;%))—lds). ' (4.29)

Sumando (4.28) y (4.29), y empleando (4.26) y (4.27), resulta
t -
et (w1 (&), wn(®)) < Ko / &% (wi(s), wa(s)) ds, Vi € [0, Ti], (4.30)
0

donde Ky := 4Ky exp (2282) y 1= min {Iy, ).

De (4.30) y la Desigualdad de Gronwall, se tiene que ez (wy(t),ws(t)) = 0, V¢ € [0.T4],
0 < Ty < Tp. Esto implica que w; (t) = wy (t) = 0, V&t € [0,731]. Con esto hemos probado la
unicidad y por tanto finalizado la demostracién del Teorema 4.3. O

Corolario 4.4. Supongamos que las funciones g;, M y f; satisfacen las hipdtesis (H2), (H3) y
(H4), respectivamente, ug,vo € HE () N H?(Q) y wuy,v1 € L*(Q). Entonces existe un tinico
intervalo [0, Tinax| con 0 < Thax < oo y el problema (1.1) — (1.6) admite solucion dnica (u,v )
sobre [0, Trax| tal que

u, v:€ C ([0, Tmax[; Hy () N H2(Q)),
v tf €6 ([0 Bnae [t T2 N L2 0, Tonie; H ()Y,
u” 1" € L2 (0, Thax; L2 (R)) .

Demostracién. Similar a la demostracién del Corolario 4.4 [9]. O
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