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SIMULACION COMPUTACIONAL DE UN SISTEMA TERMOELASTICO
USANDO PYTHON

José Luyo Sanchez & Alonso Mansilla'

Resumen: En el presente trabajo mostramos el desarrollo de un esquema numérico en base a
diferencias finitas para la aproximacién numérica a la solucién de un sistema lineal acoplado
termoeldstico unidimensional. Desarrollamos las condiciones necesarias para la estabilidad,
consistencia y convergencia del esquema obtenido.

En base al método de Von Newmann, obtencimos cotas necesarias para la estabilidad
condicional de dicho algoritmo y en base a un ejemplo contrastamos computacionalmente
la solucién aproximada obtenida mediante el esquema en diferencias finitas con la solucién
analitica del sistema de ecuaciones.
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COMPUTATIONAL SIMULATION OF A SYSTEM THERMOELASTICITY
USING PYTHON

Abstract: In this work, we present the development of a numerical scheme based in finite
differences for numerical aproximation to the solution of a unidimensional coupled linear
thermoelastic system. Development the necessaries conditions for stability, consistence and
convergence of the numerical scheme.

Based in Von Neumann’s method, we get the conditions for conditional stability of
this algorithm and based in an example we contrast computationally the aproximate the
aproximate solution got by the finite differences scheine with the analvtic solution.

Key words: Thermoelastic svstem. finite difference. numerical stability, python.

1. Preliminares

En este trabajo presentamos el desarrollo de un algoritino numérico para aproximar la solucion de un
sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales que describe el comportamiento termoelastico de
nna cuerda unidimensional v de longitud finita. bajo ciertas condiciones fisicas tales como homogeneidad
v linealidad del material.

El algoritimo que planteamos es formado en base a aplicar ¢l método de diferencias finitas en el
sistema de ecuaciones, esto luego de eliminar el acoplamiento de estas mediante la generacion de un
sistema modificado que leve el sistema acoplado a una ecuacion lineal de evolucion.

La forma en la cual se elimina el acoplamiento. para luego de esto aplicar el método de diferencias
finitas y obtener aproximaciones nunéricas en base al esquema. puede ser utilizada del mismo modo para
analizar ecuaciones mas complejas o incliso ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Debido a la diversidad de aproximaciones posibles Tiacia los operadores diferenciales existen diversos
algoritmos para un mismo probleina. pero la mayoria de estos no son de utilidad practica debido a
la falta de informacion sobre la estabilidad. consistencia y convergencia, conceptos claves dentro del
analisis numérico y los cuales garantizan la confiabilidad de los resultados generados. A partir de esto.
se desarrollan los conceptos anteriores para el esquema desarrollado en el presente trabajo. via el criterio
de von Neumann conseguimos las condiciones necesarias para asegurar las estabilidad del esquema.

La confiabilidad de los resultados obtenidos por el esquema se ven asegurados mediante el andlisis
de la consistencia v el cousecuente estudio de la convergencia mediante el teorema de equivalencia de
Lax-Rightmyer.
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2. Aproximacion numérica a la solucién del sistema termoelastico

El sistema lineal acoplado que describe el sistema que proponemos es

Ut — Ugg + fly =0 (0,L) x (0,7 )
O — Ozz + Buat =0 (0,L) x (0,T)
con condiciones iniciales
w(z,0) =uo(z),  w(e,0)=w(z), 0(z,0)=0b(z) =z€(0L) (2)
v condiciones d(\: frontera
ufl,3) = wlL 1) =804 = 0,.(L1) =10 t>0 (3)

En dichas ecuaciones, u(z,t) v 6(z,t) representan, respectivamente, el desplazamiento espacial con
respecto a la posicién de equilibrio y la variacién de la temperatura con respecto al equilibrio térmico,
ambos cu la ubicacion espacial @ y en el iustante de ticmpo £. Las funciones up(z), ui(x) y Op(z) son el
desplazamiento, velocidad y temperatura iniciales en la cuerda, mientras que los pardmetros « y 3 con
considerados valores conocidos para cada material.

La buena colocacién del sistema. en el sentido de Hadamard, y el decaimiento exponencial de la
energia ha sido estudiada por diversos autores, ver por ejemplo [6]. [7] ¥ [10]. A fin de utilizar un esquema
a partir de series de Taylor, consideremos T > 0 y las condiciones de regularidad

we C30,T;W), 0eC*0,T;V), (ug,u1,0) € WxWxV

donde ‘
W={we C*(0,L): w(0) = w(L) = 0}
V={ve C3(0, L);'(0) = v'(L) = 0}
Con estas condiciones, construiremos un algoritmo discreto en diferencias finitas para aproximar la

solucion del sistema (1)-(3). Para esto, consideramnos la ccuacion matricial equivalente a (1):

W
6_7 = FIV. Wi(z,0) = Wy (4)
ot
donde .
W = ('u.. U, Q}I. Wo = (ug.uy, 6“)

v el operador F es definido como

0 I 0
0 —30, o*

de esta mancra, ol sistema de ccuaciones diferenciales parciales acopladas se reduce o una ccnacion
diferencial parcial de evolueion.

La ecuacién (4) es vélida en el dominio €2 = (0. L) x (0.7). el cual serd necesario discretizar en un
conjunto de puntos. Esta malla de puntos serd determinada tomando una particién uniforme de tamano
Ax en la dimension espacial v una particion del mismo modo uniforme. de tamano At en la variable
temporal. Los valores Az y At son denominados tamanos de paso.

Considerando un punto arbitrario y fijo (i.7) dentro de la malla de puntos, la solucidon 'H"'f =
W (iAxz, jAt) obedece la relacion
9, i 2 o = g 3
E‘H’; = FW!, 1<i<N-1, 1<j<M-1
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W) = Wy(iAz), 0<i<N
donde N = % yM = % son el nimero de puntos en la particién del espacio y el tiempo, respectivamente.

Empleando la aproximacion
- .
8o W = W

_V[f:" ~
at At

obtenemos una relacién semidiscreta a la solucién en el instante de tiempo j + 1, la cual se basa en
conocer la solucién en un tiempo anterior j:

Wit = (I + AW -

Para obtener un esquema totalmente discretizado, debemos obtener un equivalente discreto al
operador JF, para esto usando las aproximaciones:

A - gei Wl —2w/ + W) :
axulrg . 1+12Aw i—1 = dIIV;?, aivv?_j' £ 141 Amzz i—1 - Q’IE-W!J
podemos considerar
0 I 0
F = di 0 —ady, | = F,
0 —Bd, d2
y el esquema discreto aproximado sera
witt = aw] (5)
donde la matriz G es dada por
1 At 0
G=| Atd? 1 — Aty (6)
0 —BAtd, 1+ Atd?

Siendo conocidos los valores de la solucion aproximada en el instante de tiempo j = 0. el esquema
(5) proporciona la aproximacién a la solucién para cada instante de tiempo j y para cada punto i del
espacio.

2.1. [Estabilidad del esquema numeérico

Para verificar la estabilidad. nos enfocaremos en el analisis de von Neumann. Considerando una
solucién de la forma

1.:;3 = fjexp(n 'iA:r:{): — ] (7)
luego obtenemos las relaciones
l L 7 4 : Ax
(I-,-n = Awt‘bln(Qk{;) df — — N Sellz({f;‘), o= I]2 i (S)

y reemplazando estas relaciones en (6). obtenemos la denominada matriz de amplificacién de errores

1 At 0
G(Az, At,p) = -——5%% sen?(¢) 1 —(rﬁ—ifﬁiﬂ(?;) (9)
0 —,ﬁf%?sin(?@) | — ;,_1\"-?‘—2 sen’()

A fin de asegurar la estabilidad del esquema. es necesario obtener las condiciones que garanticen que
el radio espectral de la matriz § sea menor a la unidad.
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Teorema 2.1 (Teorema de Estabilidad). Sean o, € RY pardmetros positivos. Bajo las condiciones
sobre los tamatios de paso

2 2
Az < —,_Cm, At < AT:U (10)

el esquema numérico aprozimado al sistema termoeldstico dado en (5) es un esquema estable.

Demostracién. Definimos las matrices reales 9x y Gg definidas como la parte real e imaginaria de
S = 9(Ax, At, ), respectivamente, esto es:

1 At 0
Gp = 4—; sen(p) 1 0 (11)
0 0 1- 4—5 sen?(y)
0 0 0
9a=10 0 —aA sin(2¢) (12)
0 wﬁ—A’% sin(2¢p) 0

Asi denotado, si € = &r + i€s es un autovalor de G, con &g, &g € R, tenemos que
SW=(W & GuW +1GsW = ErW + W

igualando la parte real e imaginaria de ambos miembros de la ecuacién anterior, vemos que cada
autovalor ¢ € C de § es combinaciéon de los autovalores de G y Gs.

Autovalores de la matriz Gg

Sea &g € R autovalor de la matriz real Gg, luego &5 es solucidn de la ecuacién
det(égd — Gg) =0

con lo cual, los autovalores de G4 son cada uno de los elementos del conjunto

{D Vo -———‘5111(2(,0 —/ —5111(2@ }
Autovalores de la matriz Gy

Sea &y € R autovalor de la matriz real Gy. este es solucion de la ecuacion

pn—1 —At 0
det -1———_; sen®(g) ép — 1 0 =}
0 0 & — 14425 sen’(yp)
y como &x € R, concluimos que
fr =1 - 4-—s sin’(p).

Autovalores de la matriz de amplificacién de errores §

Conociendo los autovalores de las matrices G y 93, obtencmnos los autovalores & € C (i = 1,2, 3) de
la matriz compleja G, siendo estos:

At
&L = 1-4— sin? ()

Ax?
& = 1—4%@12(@)—-?\/m?iiqm(zw)
A . At

t
& = .]=dee sin? () + iy 32\— sin(2¢)
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Al considerar las hipdtesis del teorema

2 2
Ar < — /_\t<Aw

vap’ 2

podemos asegurar que el médulo de cada uno de estos es menor a la unidad. En efecto:

At 1 At At

— < = 4— gin?(p) € 4—— & 2

N < 5 = AL? sin ((p)t_ A7 <
= -l<l-44 5 sin?(p) < 1
= |&l <1

Anéalogamente

At 1 4

cawell w A .

A$2 2 t (/_\ 5 afﬁ) + afAt < 2 (13)

ademas se tiene

2 4 4 4
A$<—\/a__ﬁ:>0<A:L‘2 C\fﬁé(m——ﬂﬁ)SID(njﬁ)<A—m-j—QB

y combinando este 1iltimo resultado con la relacién obtenida en (13) se tiene

At 1 4
e e At | — — inZ(w ; 2
A2 < 5 = (Ar‘z uﬁ) sin”() + afAL <

ftz sin®(p) + aBAL (1 —sin®(p)) < 2
At? At? At
16— sin*(p) (45111 (1 — sin (tp))) < 8— sin?(¢p)
A a5 A 0
" 4 2
1()&3:4 sin” () (5111 (2¢)) < /_\ 5 sin(p)

A 2 B
sin () + aﬁA s (sin®(2¢)) < 1

At Ai‘
=5 I—HA 5 sin (fp)+lhA

= (14f sin (¢) (\/7~*5111 th)) < ¥

= [&] <1, i=2,3

con lo cual podemos asegurar que el radio espectral de la matriz de amplificacion de errores § es menor
a la unidad, garantizando con esto la estabilidad del esquema numérico presentado en (5). =
2.2. Consistencia y convergencia del esquema numeérico

Consideremos v una funcién real suficientemente regular. En base a la serie de Taylor de dicha
funcién en el punto (¢Az. JAt) y con la notacién utilizada anteriormente. podemos expresar los siguientes
operadores diferenciales como:

i
wlt — o

_ = 5 Bhusm ,
dpul = %+O(A;r2) = dyul + 0(Az?)
Ol = Uiny Au2+ Uiy + 0(A2?) = &2ul + 0(A2?)
AT

Con esto, el operador I puede ser expresado como

o I 0 0 I 0 0 0
F=18 0 -adp|=|d 0 -ad|+]|1 0 =-a |0z}
0 -89, 2 ) —pd, d* 0 -8 1
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con lo cual, denotando por M la segunda matriz presente en el término derecho, conseguimos la relacién
F = F5,+ MO(Ax?). Teniendo en cuenta las relaciones anteriores, reemplazando en la ecuacién diferencial
(4) tenemos . ‘
witt —w :
e O = (T MO(Az?)) W

de donde, despejando se obtiene

Wt — (I + AtF)W] = MALO(Az? )W) — AtO(At)

En esta tltima ecuacién, el lado izquierdo de la igualdad representa el esquema numérico (5), con
lo que el lado derecho es el error de truncamiento de dicho esquema; esto es, el error producido al
despreciar el error de aproximacién en las series de Taylor utilizadas para cada operador diferencial.

Con lo anterior, el crror de truncamiento estda dado por la expresion
er = MAtO(Az2)W/ — AtO(At)

y teniendo en cuenta las condiciones de regularidad exigidas para las funciones, es simple notar que dicho
error satisface
ler|l.c — 0, cuando Az, At — 0

mostrando con esto la consistencia del esquema. La convergencia, y con esto la robustez del esquema
numérico. se sigue del teorema de equivalencia de Lax [13].

3. Eficiencia computacional del esquema

Con el fin de confrontar los resultados obtenidos numéricamente a partir del esquema numérico
obtenido con los resultados obtenidos tedricamente, es necesario conocer una solucién analitica del
sistema (1)-(3); para esto construimos una de estas soluciones.

Consideremos el sistema

Uy — Ugz + O = 0, amoe (0 1)t =0 (14)
By — Bpp + Uz = 0, ze€(0,1),t>0
u(z,0) = sen(27z), w(x,0)=0, &=z,0)=0, Vze(0,1) (15)
w(0,t) = u(l,t) = 0,(0,t) = 0,(1,£) =0, t>0 (16)
Sea (u.0) la solucion al sistema y supongamos que puede ser expresada como
u(m,t) = g(t) sen(2nz) O(z,t) = h(t) cos(2mx) (17)

para [unciones g v I adecuadas. Reemplazando la solucion asi supuesta en el sistema (14). obtenemos las
condiviones a cunpliv por las funciones g y h. estas son

g"(t) +4m%g(t) — 2mh(t) = 0

, 5 i (18)
W(t) + 4r“h(t) + 27g'(t) =0
.despejando una expresion para la funcién h(t) en la primera de las ecuaciones anteriores resulta
1
ht) = —g"(t) + 2mg(t) (19)

2w

y reemplazando esto en la segunda ecuacién de (18) obtenemos la ecuacién diferencial

g"(t) +4rg" (1) + 8n?g'(t) + 167%g(1) = 0 . (20)
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para obtener la funcién que determina la solucién u(z, t), consideramos el polinomio caracteristico
r3 + 47?2 + 8n?r + 1674 = 0

De acuerdo a las formulas de Cardano, la ecuacién anterior tiene como solucién una raiz real z; y dos
imaginarias 29, z3. Sean r; € R (i = 1,2, 3) tales que podemos expresar las raices como

Z1=7T1, 2=T9 +%T3, Z3 =T9 — 'zrg
Con esto, expresamos la funcién g(t) como
g(t) = c1e™* + "2 (cq cos(rat) + c3 sen(rst))

donde ¢; € R (i = 1,2,3). Para determinar el valor de estas tltimas constantes, nos valemos de las
condiciones iniciales del problema

u(z,0) = sen(2mx), el 0y=10, 6(z,0) =0
y considerando u(z,t) = g(t) sen(2nz), 0(x,t) = h(t) cos(2wz) obtenemos las igualdades
g(0) =1, g 0) =0, h(0) = 0.

Para obtener una tercera relacién que permita resolver los valores para cada ¢; (i = 1,2,3), usamos la
relacion (19) y obtenemos

9”(0) = 7471-23
luego diferenciando la funcién g(t) y usando las relaciones anteriores obtenemos un sistema con tres

incognitas

cpte=1
c1r1 +carg +e3r3 =0

Cl'rf -+ ’r%cg + 2¢arareg — (:27";32 = —4x?

de donde obtenemos los valores para cada constante involucrada en la funcién g(¢). siendo estas

i | 1 \ 2 | 3
ri | —38.479092 | —0.499663 | 6.346066
¢ 0.000691 0.999309 | 0.082893

Con lo cual, la funcién g(t) esta totalmente definida y de la igualdad

hit)= (t) + 2mg(t)

1"
—
‘27TJ

también lo esta la funcién h(t), dejando explicita la solucion (u, #) del sistema.

It

(i, t)
- 6(xt)

((n.osznn sin (6.3446 1) + 0.9993 cos (6.3446 1))el =199 4 0.0006914 ¢(~38-1791 ”) sin (2 7x)

(0.51325 ¢ 7379798 4 1 67583 sin (6.3446 1) — 18.25248 cos (6.3446t)) 7 exp(—0.4997¢) cos(27z)

3.1. Confrontacion de resultados

Considerando el sistema anterior, del cual poseemos la expresion de la solucion analitica, podemos
comparar ¢l resultado obtenido por el esquema mundérico, consignicndo caleular el error obtenido.
Tomaremos como tamaiios de paso, los valores

Az = 1072, At =107°
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Figura 1: Resultados computacionales para un ticmpo t = 2.5
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Figura 2: Resultados computacionales para un tiempo £ =5
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Figura 3: Resultados computacionales para un tiempo £ = 10
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