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DECAIMIENTO EXPONENCIAL UNIFORME EN LA VARIABLE TEMPORAL

PARA EL ESPACIO DE SEMI-DISCRETIZACION ESPACIAL DE UNA
ECUACION DE ONDA CON AMORTIGUAMIENTO

Claudio Balcazar Huapaya " Maruja Gavildin Gonzales ™, Cristian Loli Prudencio “t,
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Emilio Castillo Jimenez ~, Andrés Guardia Cayo & Lucio Malasquez Ruiz

Resumen.- Nuestro propdsito es analizar y alcanzar resultados en esquemas de aproximacion
numérica cldsica de la ecuacién de onda unidimensional amortiguada, con relacién a la
propiedad de decaimiento exponencial de soluciones y determinar si es uniforme con respecto
al tamaifio de paso de la correspondiente semidiscretizacion. Consideramos el espacio de
semidiscretizacion en diferencias finitas de una ecuacién de onda localmente amortiguado.
La razén de decaimiento del sistema semidiscreto resulta depender del tamano de paso h de la
discretizacion y tiende a cero cuando h va a cero. Probaremos que adicionando un adecuado
término de viscosidad numérica. se puede lograr un decaimiento exponencial uniforme de la
energia de las soluciones.

Palabras clave: Espacio de semidiscretizacion en diferencias finitas. Decaimiento exponencial
uniforme de soluciones.

UNIFORM EXPONENTIAL DECAY IN THE TEMPORARY VARIABLE
SEMI-DISCRETIZATION SPACE OF A DAMPED WAVE EQUATION

Abstract: Our purpose is to analyze and to attain result in the classical numerical
approximation schemes of the damped wave equation one-dimentional, with relation to
exponential decay property of solutions and whether it is uniform with respect to the mesh
size. We consider the finite-difference space semi-discretization of a locally damped wave
equation. The decay rate of the semi-discrete systems turns out depend on the mesh size /
goes to zero. We prove that adding a suitable vanishing numerical viscosity terin leads to a
uniform exponential decay of the energy of solutions.

Key words: Finite-difference space semidiscretizacion. Uniform exponential decay of solutions.

1. Introduccion:

Consideremos la ecuacion de onda unidimensional con amortigunamiento

Yy = ypr Fa(z)y =0en (0,1) x (0,0¢)
y(0.8) =y (Lt) =0cu (0,0¢)

y(2.0) =y (x) en (0,1) (1.1)
v (2,0) =y' en (0.1)
donde
0 & ;i D1/
r)y = 19
y(r} {1—:{' y 125 <] (1.2)
,gl (‘r-;) = ;;:—1/4:0 & T 1, ' (1.3)
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16 DECAIMIENTO EXPONENCIAL EN EL ESPACIO DE SEMI-DISCRETIZACION

1 si z€ew
= ! = \
a(zx) { 0 si ze(1)-w’ w = (a,b) C (0,1) (1.4)

Aqui ’ denota diferenciacion parcial con respecto al tiempo.
Observamos que y° € H} (0,1), y* € L?(0,1), entonces (1.1) tiene solucién débil.
La energia

1
B@) =3 [ {IV @0F + @0 fdave 20 (15

de la solucién de la ecuacion de onda amortiguada (1.1) tiene la siguiente ley de disipacion:

dE (t) 1 Ay
T *f *(@) | 3¢

9y
N (z,1)

2
{m; t)‘ dz
2
dx (1.8)

Observamos que el decaimiento de la energia depende del intervalo w.
Estd probado en [1], [4] y [6] para funcién a (x) definida en (1.4) la energia de la solucién de (1.1) satisface
para algun ty > 0 la desigualdad:

E(®) < [exp (1 - %)] E(0),¥t > o (1.7)

esta propiedad de decaimiento exponencial de la solucion de (1.1) es equivalente a la Desigualdad de
Observabilidad (O.I) para la solucion del sistema no amortiguado con a = 0. (ver [1]) Es decir, es
equivalente a la existencia de un tiempo positivo T' y una constante positiva C tal que:

) < C’f ] Y|y (. 1‘)\ dxdt (1.8)
para cada solucion y (z,t) del sistema conservativo siguiente
Y = Yy =0 en (0,1) % (0, )
y(0,)=y(1,)=0 en (0,2) (1.9)
y(@0) =12 @)  en (0,1) ’
y' (2.0) = y* () en (0,1)

Analizaremos si con el modelo de aproximacion numérica que consiste en el espacio de semidiscretizacion
en diferencias finitas para el problema (1.1) se tiene la misma razén de decaimiento y si esta es uniforme
con respecto al tamano de paso de la semidiscretizacion.

Sea N un numero entero no negativo. Sea h = ﬁ v consideremos la particion de (0, 1) dado por
OD=xp< 1 <y < <y <xnys1 =1

('1011(16 .’l".]; = jh“ ? — 12’ . j\f" J 1.
El espacio de semidiscretizacion en diferencias finitas del sistema (1.1) es como sigue:
s — Qs oy .
F,'_’]r _Hin ;2 Yi-1 s (Lj?}':,- =0 , te(0.oc). 7=1,2,..., N
Yo(t) =yn+1(t) =0 , te(0.00) (1.10)
s gl gl 0=} |, § =18 H

donde a;. ¥, yj. 5 =0.1,2,.... N + 1 son aproximaciones de las funciones a, y°. y! respectivamente.
La energia del sistema (1.10) es dado por

:\!

E;,.(f)=gZ{(yf, (t))ng(yit%f-ﬂ"i)d}. (1)

j=0
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Su derivada es dado por
N

EL() = -1 a (g (1) (1.12)

i=1

Entonces Ej, () es una funcién no creciente del tiempo ¢. Esperamos determinar si la energfa Ej decae
exponencialmente y uniformemente a cero con respecto a h cuando t —
Consideramos el sistema conservativo asociado con (1.10)

no_ Ui+l — 2uj 4 uj

=0 en (0,00), 7=1,2,...,N

) hz
up (£) = un41(8) =0 en (0,00) (1.13)

Para probar el decaimiento -exponencial de soluciones del sistema semidiscreto amortiguado (1.10) es
necesario y suficiente probar la existencia de un tiempo 7" > 0 y una constante C > 0 tal que la siguiente
desigualdad de observabilidad (O - I;,) se cumple:

T N
E,(0) < c/ RS ay )] dt (1.14)
0 e

para cada solucion « de (1.13) .

Ademads, la razén de decaimiento exponencial es uniforme con respecto al tamano de paso h si y sélo
si el tiempo T y la constante C en esta desigualdad son independientes de h.
Sin embargo fue probado en [2] y [3] que este tipo de desigualdad no es uniforme en h cuando h — 0, en
particular, si se hace la observacién sobre la frontera del intervalo (0,1), y en el caso del extremo z = 1,
1eemplazando el lado derecho de la desigualdad (1.14) por fo |“N| dt. Por eso, las soluciones de (1.10) no
decaen exponencialmente a cero cuando ¢ — oo con una razon de decaimiento uniforme.

Por eso, para obtener decaimiento uniforme, sumamos en el sistema (1.10) un adecuado término de
viscosidad numérica como lo que sigue:

i1 — 2 oy Lo =2y
y;’ _ Vi h!}z; +¥i-1 n2 (y_H-i fyz_J Yi 1) + (ij;,‘ =0 en (0,20)

2 2
1.15
yo(t) =yn41(t) =0 en (0,00) (1.15)

yi (0) =99, ¥;0)=y; ; j=12,...,N
La energia de este nuevo sistema es E), y su derivada es
Vi1 — Y i :
Ej (t) = —h® Z ( e 3) ~hY " a; (uf (1) (1.16)
=1

Resulta que este sistema es un buen esquema de aproximacion para (1.1): garantiza la convergencia
de soluciones cuando I — 0, y también. da una razon de decaimiento uniforme de soluciones cuando t — .

2. Resultados Principales:
Teorema 2.1 Sea «(z) la funcion dada en (1.4) y consideremos el sistema (1.15) y la energia E),
respectiva. Existen constantes positivas M y ¢, independientes de h tal que Ej, satisface

E; < M (exp —t1t) E, (0),VE >0 (2.1)

para cada solucidn del sistema (1.15) y cada h tal que 0 < h < 1.
Observaciones:

1. En la desigualdad (2.1) tencmos la razon de decaimiento exponencial uniforme, dado que

Eh (t)

< M (exp —t1t),
Eh(U) . { p 1)

M (exp —t;t) tiende a cero cuando t — oo independientemente de h.
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2. En la demostracion del Teorema 2.1, primero se obtiene una adecuada desigualdad de observabilidad
uniforme con respecto a h, la cual implicara la desigualdad (2.1). Ver [5].

Antes de enunciar el segundo resultado necesitamos las notaciones adicionales siguientes.
Sean
ap = (a;); = (a1,a3,---,an+1) Yo = (¥5); = W1,¥2,- -, Y1) en R*
analogamente
0= (49), 0 = (4), en R,

Sea vy, = (vp,v1,...,vn+1) € R™2 definimos los operadores:

_— { la funcién continua lineal en cada intervalo [jh, (7 + 1) &) tal que:
hVh =

. . (2.2)
(pnvn) (jR) =v; , §=0,1,2,...,N +1
o — la funcién escalonada definida en cada intervalo ((j — %) h, (7 + %) h) N (0,1), (2.3)
n'h por (ghun) (z) =v; , j=0,1,2,... N+1 3
Entonces -
Ld d A Vigl — U5\ [ Wig1 — Wy
./0 =5 Pavn) = (prwn) dz = hjgu ( . ) ( 3 ) (2.4)
1 N
f (gnon) (grwy) de = h Z (v) (wy) (2.5)
0 o

Teorema 2.2 Sea y;, que denota la solucién de (1.12). Consideremos las funciones y°. y'. a definidas en
(1.2), (1.3), (1.4). Para h tal que 0 < h < 1, asumimos que ap, 4} y y son tales que existe una constante C
no negativa independiente de i con

E), (0) < C, gqpap — a débil* en L™ (0,1) (2.6)
pry — y° débil en H{ (0,1), (257)
any) =y débil en L2 (0,1), (2.8)

cuando A tiende a cero.
Entonces existe y € L™ (0, >0; Hj (0,1)) tal que

Py — y débil® en L™ ((J. oo; Hi (0. 1)) (2.9)

gy — y débil* en L™ (0, oc: L*(0,1)) (2.10)

e y es la solucion del sistema (1.1).

Observaciones

1. De la hipétesis (2.6) tenemos gyay, — a débil* en L (0.1). Como L™ (0.1) = (L* (0. 1))’ entonces

2

| 9 .
/ qnap fdr — afdr, Vf e L' (0,1) & / qpapdr — / afdr, Yf € L' (0.1)
Ju P i,

S0
2. De la hipétesis (2.7): como H{ (0,1) es un espacio de Hilbert tenemos:

(p;,yﬁ, )= <yu, f).vfe H} (0.1); donde (-,-) denota el producto interior de Hg (0.1)

3. De la hipétesis (2.8): como L?(0.1) es un espacio de Hilbert
(anyn, £) = (W' F) Vf € L2(0,1): donde (-,-) denota el producto interior de L* (0, 1)

es decir .

-1
/ anyi fdx — y! fde; V€ L2(0.1)
Jo Ju
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Demostracién del Teorema 2.2
Tenemos que
N ! z 2
_h y; (t) Yi+1 () —y; ()
En () = EJZ=O{(T S N &

1 2
Eh, (f) = ~2- (”phyh (t}“if(}((},l) "l' HQILy;,, (t)|!L2(U,1)) (211)

entonces

Como E), (t) es decreciente, existe M > 0 tal que Ej, (t) < M,Vt € (0,00) ; entonces
lpnyn (Dz0.0) < En (8) < M, (2.12)

de donde “phyh“iDC(U,x:Hg(0,11) < VM. Es decir pyy) es acotado en L™ (0, oc; H} (0,1))
y extrayendo una subsucesion que volvemos a denotar con ppy;,. se tiene que existe
y € L= (0,00; H§ (0, 1)) tal que

pryn — y débil® en L™ (U, 00; HU1 (0, 1)) (2.13)

Analogamente g,y es acotado en L™ (0,00; L2 (0,1)) y extrayendo una subsucesién que volvemos denotar
con qpy;, se tiene:

qnyn — y débil* en L (0,005 L? (0, 1)) (2.14)

Adicionalmente se tiene los resultados:

pryn — ' débil* en L (0, 00; L* (0,1)) (2.15)
pryn — y fuertemente en Li . (0,00; L? (0,1)) ' (2.16)
any, — ¥ débil* enL™ (0, 00:.L2 (0, 1)) . (2.17)
hpryj, = 0 débil™ en L* (0. 00; Hy (0, 1)) (2.18)

Se tiene que probar que el limite y es la solucidn de (1.1): sea w € D ((0,1) x (0,00)) v sea wy, = (w;),; donde
w; = w(jh.t). Multiplicando la primera ecuacién de (1.15) por w;, integrando por partes sobre (0,o0c),
tomando la sumna sobre 5 v usando definiciones de py, v ¢, teneimos

~ pl o pl
[ [ @ ez [ [ uam), @), d
Ju o Jo Joo o
) > el > o] 1
+ h? / / (pnyn ), (prwy), dedt — [ / (gnyn) (qnwy,) (quap) dzdt =0 (2.19)
Jo Jo Jo Jo
Por otra parte: para cada « € D ((0.1) x (0. o))

pryn — fuertemente en L* (0, 0c: Hy (0.1))
prwp — fuertemente en L? (0. 00; L7 (0.1))

—e

De (2.20), (2.13) v (2.18) podemos pasar al limite en todos los términos en (2.19) obteniendo
oc gl oo pl o pl
/ / yuw' dadt + / / Yatopdrdl — / / yw'adzdt = 0
Jo Jo o Jo oo

oo el
/ / (" = Yy + ay')wdedt = 0. Yw € D ((0,1) x (0, 00)) (2:21)
Jo o Jo

entonces
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Para probar que y(0) = 3%, ¥’ (0) = y', consideramos v € D(0,1) y £ € D(0,00), y sea v;, = (vj); donde
v; = v(jh). Multiplicando la primera ecuaciéon de (1.15) por v;{, integrando por partes sobre (0,00),
tomando la suma sobre j, y usando las definiciones de p, y qn, se obtiene:

1 1 '
—£(0) / (anyh) (qnvn) dz + €' (0) f (gry0) (qnvn) da
0 0
1 oo 1
— £(0) /(; (an¥) (gnvn) (thlh)d-’)?+' /0 /D (anyn) (quon) 2" dzdt
20 1 o0 1
+[ﬂ /0 (PrYR), (Ph.vh)mfdwdt"i-hzfo /0‘ (phy;l)z_ (phvn), (dzdt

o0 1
= f f (qnyn) (gnvn) (guap) £'dzdt = C (2.22)
o Jo

Pasando al limite como h — 0 en (2.22), obtenemos

1 1 1
—£(0) / ylodz + € (0) / yudaz — £(0) / v vada
0 0 0

o pl oo pl oo pl
+ / / yol " dzdt + / / Yo U bdadt — f f yval'drdt =0 (2.23)
0 0 0 0 0 0

desde el cual deducimos y (0) = y°, ' (0) = y'.
3. Conclusiones:

(1) Del sistema (1.15) obtenemos una razén de decaimiento para la energfa similar a la razén de
decaimiento en (1.7). el cual es uniforme con respecto al tamano de paso h en la semidiscretizacion.

(ii) Del sistema (1.15), la convergencia de sus soluciones es a las soluciones de la ecuacién de onda (1.1)
cuando h — 0, en el espacio de Sobolev L? (0, s0; Hj (0,1)).
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