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LA TRANSFORMADA DE ZAK

Luis Miguel Nuiiez Ramirez , Humberto Emiliano Galvez Perez & Rodolfo José Galvez Perez”™"

Resumen: La Transformada de Zak, es una técnica que juega un rol importante en el estudio
del problema de la representacion de Gabor en el andlisis de sefiales. La Transformada de Zak
de una senal f puede ser considerada como una generalizacion de su Transformada de Fourier
discreta; se estudia algunas de sus propiedades, as{ como su aplicacién en la demostraciéon del
Teorema de Balian-Low el cual es un resultado fundamental en el analisis tiempo-frecuencia.
Palabras clave: Transformada de Zak, Base Ortonormal, Frame. Teorema de Balian-Low.

ZAK TRANSFORM

Abstract: The Zak transform is a technique that plays an important role in studying the
problem of Gabor representation in signal analysis. The Zak transform of a signal f can be
considered as a generalization of the discrete Fourier transform. we study some properties
and its application in demonstrating the Balian-Low theorem which is a fundamental result
in the analysis time-frequency.

Key words: Zak transform, Ortonormal Basis, Frame, Balian-Low Theorem.

1. Introduccion

Histéricamente, la Transformada de Zak, conocido como la transformada de Weil-Brezin en el analisis
armonico. fue presentado por Gelfand (1950) en su famoso articulo sobre la expansién de funciones
propias asociadas a los operadores de Schrodinger con potencial periddico. Esta transformacion tambicn
era conocida como la aplicacién de Gelfand en la literatura matematica rusa. Sin embargo, Zak (1967.1968)
independientemente la redescubrié como la Tranformada k-q. en fisica del estado sélido para el estudio
de la mecdnica cudntica del movimiento de los electrones en presencia de un campo eléctrico o magnético.
En los tltimos anos. la Transformada de Zak ha sido ampliamente utilizado en el analisis tiempo-
frecuencia de una senal, asi como en el andlisis matemdtico de log sistemas de Gabor. En particular,
la Transformada de Zak también ha sido til para el estudio del problema de la representacion Gabor.
donde esta transformacion ha sido utilizado con éxito para investigar la ortogonalidad v la integridad de
los frames de Gabor en el caso critico. '

2. La Transformada de Zak

Definicién.Sea a € R .a > 0. la Trausfomada de Zak de una funcion f se denota como Zf v se define
por

Zf(t,w) = e Zk f(ta + ka)emikx

donde £.w son reales.
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2. LA TRANSFORMADA DE ZAK 23

Si Zk |f(ta + ka)| < oo entonces Zf (t,w) es convergente, otro criterio para la convegencia es asumir que
|f(ta + ka)| <

Coroldrio 1.
La Transfomada de Zak cumple las propiedades de cuasiperiodicidad, es decir:

G
—— >0
A+ pnt+e®

i) Zf(t+1,w) = Zf(t,w)e~ 2™
i) Zf(tw+1) = Zf(t,w)

Demostracién.
En efecto,

Zf(t+Lw) = Y f((t+1D)a+ka)e™r

S fltat (k+ 1) )ik

Zk f(ta+ (k + 1) g)e?rilk+1w g=2miu
Zf (t,w)e 27

Il

Asimismo

Zf(tow+ 1)

S2mik(w+1) _ o \ 2Ttk 27k
Zk flta + ka)e = Zk flta + ka)e e
> flta+ka)e®™ = (Zf)(tw) m

El siguiente coroldrio establece que es suficiente trabajar con la Transformada de Zak en el cuadrado
unitario.

Corolério 2. -
Sea L2(Q) = {F:@ —%C((BR)/ / / |F(t, w)|? dt d'it'(-:x_}.
Jol o

L?(Q) es un espacio de Hilbert con producto interno

1 gl
(F,Gp2q) = /0 /GF(t.‘u')G(t. w)dtdu.

v norma

1 pl
F”;z(r-‘:) = / / \F(t, w)|* dtdw
- Jodo
Demostracion.

Esto se prueba verificando que si ||F, — F iz, — 0 cuando n,m = oo . entonces existe F € L*(Q) tal

que F, — F euando n — oc. &

Observacién:
1.- Sea H, = L?([0,1)). Hy = L2([0.1)). si {e*""™'} es una base ortonormal para H, = L*([0.1)) ¥y
{e*™"¥} es una base ortonormal para Hy = L ([0.1)). entonces (¢*™* . *7"") es una base ortonormal
para H; x Hy = L2 ([0,1)) x L2([0,1)) = L%(@). Por lo tanto E,, . = E,, »(t, w) = 2™ 27" eg una base
ortonormal para L? Q).
2.- La aplicacion

L*R) — L*R)

A

es un isomorfismo isométrico y ademas || f[l,2) = 5= i ! l‘ o
Ky 2w )

Para el siguiente resultado recordemos que si Hy y Hy son espacios de Hilbert. la aplicaciéon U : H, — H,
es un operador unitario. si satisface:
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i) (Uv,Uw) = (v,w) Yv,w € H, _
ii) UH, = Hj, esto es, para cada vs € Hy, va = Uvy, para algtin v; € Hj.
Ademas si {e,} es una base en Hy, {Ue,} es una base en H, y reciprocamente.

Teorema 3.
La Transformada de Zak es un operador unitario de L*(R) sobre L*(Q), y adem4s || Zf||. @
Demostracion.

Sea felL?(R); Zf(t,w)=+va Z f(ta + ka)e?"** haciendo

y = f ey

% (t,w) = Vaf(ta + ka)e2 kv

entonces
ftw) =) Filt,w)

Afirmacién 1: F, € L2(Q)
En efecto,

1ol
- Q) = (1./ / if(ta-i—ka)!ziezmkwjgdtdw‘
Jod o
1 gl 1 1
= a.f f |f(ta + ka)|” dtdw :af |f(ta + ka))* dt (/ dw)
oo 0 0
(debido al teorema de Fubini)
1
= a/ |f(ta + ka)|” dt
0
hacemos
t = ta= dt=adt
= e d=0
t = 1:;»?:(;.,
se fiene
2 odi [~ 2
1Fullagy = (n/ﬂlf( +ha)? S = /nlf(wzmh dF

ol p +eR
/ lf(t+A-:a)|2dtS [ it ko a

J 0 —ou

S 2 2
| ora=iri

HF}N.H%Q(Q) < 0, esto es, Fy, € LY(Q).

VAN

Por lo tanto

Afirmacién 2: {F}}, ., es ortogonal .
En efecto.

N N A (Vaf(ta+ ka)e?m kv Jaf(ta + ?'I?‘(L)F!Azﬂﬂwvu}(a})

1 gl
= a / / f(ta + ka)e®™ ¥ f(ta + ma)e ™2 ™Y dtdw
J 0Jd 0

(debido al teorema de Fubini)
'l 1
= rr./ l-f 2w o =2mimw gy | f(ta + ka) f(ta + ma)dt
Jollo

-1
COL0 {("7'“”‘“ }i\-ez es ortogonal, entonces / g2miku g—2mimw gy, —
' J 0
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Por lo tanto
(Fies Fn)iaq) = 0

esto es, {Fr} es ortogonal.
Afirmacion 3: | Zf [|L2(Q) = | fllLzcr)

En efecto,
2
= F —
125 llL2o) “ Zk *llLago) <Zk Fk’zm F"‘>L2(m
= D 2 B Fudiag) = 2, (Fh Fiduag
_ 2 E 2
- A=Y, | 1ft+ ko)
hacemos
t = t+ka=>di=dit
t = 0=>t=ka
t = a=t=(k+1a,
luego

k+1)a
F) dt

(kt)a (
1Zflh2@) = Zk /ka ff(f)|2dt: Zk /A
[1r®rd =11l

(1

Por lo tanto
” Zf“]LZ{@} = l‘ f ”JL?(IE] u
Corolario 4.

Se tiene que Ep, n = Ep p(t. w) = €2 270 eg yuna base ortonormal para L2(Q).
Demostracion.

Sea

-1/2

Ern,u(m) = a TnuE% X[().a)(m}} a>0
—1/2 2mim(p—
= a 11’2(.{,4‘1.-? " (x n.u))L o (.J‘ o ﬂ_a)
hacemos
rT—ne=T:0<cs-—na<aen<z<n+llaszena(n+1)a)

liego

=172 gmimE -

‘-’m,n(”') = U ol | (nu.(u#l!ll](;r')

esto es

g = —1/2 2niltyx o
{(;?I*-!’('{')}7,,__1,,52 - {(L PPt E: il!tu(:|+11fr\('b)}

es una base ortonormal para L2(R).

mmnezs

por tanto {e,, »(x)}

moneEZ

Afirmacion: Ze,, ,(t,w) = E,, .(t.w)
En efecto,
> A .. 2wikw
Ze gt ) Zk €m.n(ta + ka)e

§ :J\ {11,’2“*I,/fl(,?.ﬁl.%(fu-{—ku)

(ta + ku)frz’_‘”""‘”

X (na.(n4l)a)

hacemos

to+xa = tina<te+ka<(n+1llasne—ka<ta<(n+1a- ka

& n—k<t<(n+l)-ken-E<t<(n-k)+1

25



26 : LA TRANSFORMADA DE ZAK

luego
Zem,n(t,'w) = Zk g2miml eZm’mk g2mikw X o om *H)(’t")
2rimt Zk 2Ry imoiay(t) , donde t € [0,1).
Entonces
(Zem,n) (t, ,w) _ errimt [ ........ + ezﬂi(n—l)w % s (t) + e?rrin'u: Y [0'1)('6)4—
4 ginsinttw 5 =10 (E) F e ]
eZm'mt errint = m,n(t:w) ™

Coroldrio 5.
Sean a,b > 0. Si ab = 1,entonces

Z(Em.bﬂl.ug) (t, ’LU) = Z{gmb.?m)(te 'LU) = E-m‘,n(t-u))(Zg)(t' ’IL.’) 0 Z(gmb,nu) = Em,n.(ZQ)

Demostracidn.
En efecto,

Z(Eth'na,‘ﬂ (t 'HJ) = Zk (Ll/ZE,manag(ta + ka)ez'rrikw
= Zk al/'262ﬁimb(tu.+ka)g(ta‘ 4l = TL(I.)EBWMW
= Z a1/2€2ﬁi-mbtueZ?r'Lm,bkug(ta + (k _ n}a)ez'”k'ﬂ'

- Z al/2 2rilk—n)w (f@—f—(}u—ﬁ‘) ) 2r211w€27r1mt 21nmk'
(debldo a la hipdtesis)

= (ermtetrin) (B all2emOmm (g 4 (k — m)a)erm )
= (62ﬂimte2ﬁin1l:) (ZA a'1/282ﬁ1(k_n)u:g(ta n {L, - -n)a)) pues eZﬂtmk ,
Luego

Z(EmTheg)(t,w) = (Jﬂinltﬂ%m “NZg)(t,w)
Z(E?ri.n')21rzug)(t: ﬂ’) o Em.n (t7 ?i)(ZQ)(f; 'LL‘)

Por lo tanto
Z(gmb.m_;,) = Em.n‘(zg) | |

3. Aplicaciones de la Transformada de Zak

Teorema 6.
Sean a,b > 0 tal que ab =1 v g € L?(R).Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) Existen A, B constantes tales que 0 < A < tZg[2 <B<oc.
i) {gmbna(@)} = {e¥"™*%g(z — na)} es un frame para L%(R) con cotas frames A y B.

ili) {gmbna} €s un frame exacto para L2(R) con cotas frames A, B y ademds para cualquier f
€ L2( R)a f = Z Cm,?r,.q:-n.b,nrz. ) donde
T

Zf) t U? _") imt _—2minw
2mimt ,=2winw gy g0
m 7 / / er) y w) € dt du
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Demostracién.
i) = ii) Sea a,b> 0, ab=1

L®R) " 12(Q)

gmb,na, By Zgnlb,nn

| gmboma llpz(ry = 1Z9mbmallizq) = 1EmnZ9llizq) = 129lli2@) = I9ll2(r)

Deseamos probar que, si {gmsna} €s un frame para L2(R) si y s6lo si {Zgmpna} €s un frame para L2(Q).
* En efecto, sea F € L2(Q),tenemos que

1 1 1 1
(F, Zgmima) = (F,Emn(Zg)) = f / F Bpn(Z9) didw = f f FZ9) Bomdiduw
0 0 0 0

= <F@, Em,n>

12(@Q)’

por consiguiente
. 2 T 2 T
me |<F Zg-mb,-n-u)! o Zm"n <F(Zg) s Em,,n>| — “F(ZQ) ”][,3(@)

1 p1 1 1
/ / \F|? |Z_g|2 dtdw = / / |F) | Zg|? dtdw
0o/ o 0/ o

1l
B / / |F|* dtdw = B ”F“iz(@) < o0
Jo.J o '

IA

debido a que {E,,} es una base ortonormal para L%(Q), y por el teorema de Parseval.
Analogamente

1 1 1 1
i i
AP =4 [ [ PPaus [ [ PR IZg dtd = |F (Z9) i

osto es

A ”F“]iz((}) S Zm_n |(F' ngb,'rm)!

Por lo tanto {Zgmp.ne bes un frame. csto es, {gmpna} €8 un frame para ]LP(]R{ ).

ii) =1) Sabemos que {gmpn.} €s un frame para L?(R) con cotas frames A y B si y 5610 si {Zgmpna} €5 un
frame parall?(Q), es decir {EnnZg},, ,cz € un frame paraL?(Q). Luego, para todo F € L2(Q) se tiene

A|F

i

v S22, M Ena(Zo)* < BilFlla,

esto es.
4HFHTJ( )\Zm n‘<f Zfl‘ mn>| HF “LZ r'T)<BHFH1L fki)

Por consiguiente

‘ 11 ) NS 1o
F(Z_g)g;;m:/ / \F|? iZg|‘dtdw§B/ / ;Fr’dtdu;g] / |F|* B dtdw
h JoJ o 0 0 0 0

|Zg]> < B

1 .l 1 1 1 1
// |F12Adidw:A/ [ lFrgdtdu:g/ / \F|?|Zg|? dtdw
40 [§] 0J 0 4 070

A< |zgl?

entonces

Analogamente

cntonces
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Por lo tanto
A<|Zg’ < B<oo

(if)=>(iii) Sabemos que si {gmpna} €5 un frame exacto si y sélo si es una base de Riesz. Por hipétesis
{0mbna} €s un frame para L*(R) con cotas frames A y B, entonces {Zgmsna} €s un frame para L?(Q),
esto es debido a que Z : L2(R) — L?(Q) es un operador unitario y || Zf i) = I f lLz)-
Definimos . ,
w o Q) — L*@Q)
F 7 WF=F(Zg) ,YFeL3(Q)

Afirmacién 1: W es un Isomorfismo Topoldgico, es decir W es un Homedmorfismo lineal.
Probaremos que W es continua, en efecto

/:f:le*F:/ / |F(Z9)| :/ f 7?1 Zg)®

IWFl2qy < BIIF]

IWFI3q)

IA

2
A”F”LZ(Q) |L2(@) !

por lo tanto, W es continua.
Veamos que W es inyectiva, esto es, si WF = 0, entonces probaremos que F = 0.
- ; 2 2 = T et 2 s Y o 0 P
En clecto, como A |[Fllzq) < ||WF|{,,:2(Q) = 0 entonces |iFH‘Lz(@) = 0siysdlosi F= U: .
Para demostrar, que W oes sobreyectiva, recordeimos que si se tiene (A, ( ) un espacio de Hilbert, donde
A ={u, /a € I'} es una familia ortonormal; son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) A es una base ortonormal de H.
b) Sea x € H con = # 0, entonces x = Za (T, ua ) g '
¢) Sea x € H con = # 0. entonces ||z|* = Za [(z.14)|* .(Parseval)
d) Siz < H tal que (x,u,) =0 para todo o € I entonces = = 0.
Como {E,., (t,w)} esuna base ortonormal para L?(Q). entonces
WF = W (3 (F Emp) Emn) = 3 W((F, Emn) Emn)

WFE = Z (F- Em;n-} " (Em.-n) - Z (F Em.-u-) Em.n (ZQ)
(Z (r L, n) “m n) Ly = F(ZU)-

If

Por lo tanto, W es sobreyectiva. luego existe 1W~!. Veamos que 11" es continua. esto es

GG

2y < WG,

120y S DUIGIEa, - VG € LA (@)
Sea G € L2(@) , W=H(G) € LYQ) entonces en
AlGIEg) < WGz gy < BlIGIiag)

tomando WG por G, se tiene

2

AW, < W WO, < BIWC;
4”“_16’&2( a b lsG}gig(mgBmf Lz(n).esm es,
WG, € A ICIR @) - B IGIEa) S W Gl g,
por lo tanto, A= |G|° L@ S 1L f vq) S B! HGHE (c)- con lo cual se obtiene lo deseado .
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De esta manera se tiene que W es un isomorfismo topologico .
Afirmacién 2: WE,, ,(t,w) = Zgmbna(t, w)
En efecto, tomemos en L#(Q) la base base ortonormal {E,, . (t,w)}, entonces

I'V-Em,n(f;-. 'LU) : Eﬂma(Zg) = ngb,nu,(ty ’t.U)

esto es por definicién de W y Z(gmb.na) = Emn(Z9).

Por lo tanto {Zgmsna(t,w)},, ,.cz €8 una base de Riesz para L%(Q), si y s6lo si, {gmbna} €s una base de
Riesz en L?(R) o equivalentemente {gmpno} €s un frame exacto para L2(R), puesto que L2(R) es un
espacio de Hilbert Separable.

(ili)=-(ii) Inmediato. Ahora probaremos que

) (t, w) . P
m n= / / { -21.—1mt8721.-1nwdtdw
(Zg)(t,w)

En efecto,
Afirmacién 3: Z(Sf) = (Zf)|Zg*. Vf € L%R), donde S es el operador frame con respecto al frame

{.gmb.nu} .
En efecto,

Sf = Zm.,n (f g‘m,b:n.u> gmh:na
entonces
Z(Sf) - Zm " ’\,f fﬁnb,ﬂu) ngb,nu - Zm " (f~ .(]mb.n.a> Em:n(Zg)
(ZCJ] Z f b, lL(l. m n = Zf}) Z Zf Zg'm.b.-rw) Em..n.

pues la Transformada de Zak preserva norma y producto interno.

Z(S5f) = (Zg) Zm.” (Zf, Em,n(Z.G')}L'Z(Q) Emn

- (Zg) Z*m.n \[\(Zf)(uztaj E?)J..TL)rL‘z(@\, E}H..H

/‘1 /’l(z,f) m)
/ / (ZfN(Zg)Emn

(Zf)(Zg), Em.n)
(Zo)(Zf)(Zg) = (Zf)|Zg|*

como

Il

(Zf B (ZU»L-’(:J

I

debido a que {F£,, .} es una base ortonormal para L3(Q).
Ahora reemplazando f por S™Uf en Z(Sf) = (Zf) }Z_q!z: se tiene que :

Z(S57'f) = (Z87f)|Zg
Zf = (287'f)|Zg)’
luego
_ Zf
ZE Ve v ((1))
( : | Zgl”

En particular, tomando f = g en la relacion (1), obtenemos

Zy 1
1Zg|*  Zg

b

Z(8 )=
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Por lo tanto
- 1
Zg = =
Zg
donde
=519 escldualdeg

Finalmente para todo f € L3(R), f = Zm . (f+ S gmb,na) Gmb,na: €NtONCES

Can = LS sy =11 Gnuma) ={ZT Zisvwz)
= (Zf,(Bnn)(Z8) = (2, Enn (%))

(Zf
< ij !H, TL>L2(Q)

/ / Zf mn(f w)dt dw .
qglt

Zf t IU) ﬁz-r'rmt —2winw :
Cm n / / Zq(f IL' € e dt dw H

Por lo tanto

Observacion:
1.- La relacién

i spl 1 1
(Zkbia: Z0mbma) = / f Z b iad Gomp nadtdw = / / Epi(t, w)ZgE m o (t, w) Zgdtduw
0o o 0oJ o

Il

1 ol
[ / Epi(t.w)E o (t.w) |ng|2 dtdw
Jod o

implica que {Zgmpna} (¥ consccuentemente {gmpnqt ). s ortonormal si y sélo si [Zg| = 1. en casi todo
punto.

En efecto, si {Zgmpna} es ortonormal, esto es {Zgmp.na} €s ortogonal y |Zg,i.af = 1 = || Zg||, entonces
k=m,l =mn, luego

1 1
‘{:Z.gkh,l'n-. ngh,nr:) “ngh.rm” =1= / / 1Em.n(t;“’)|2 IZgFZ dtdw
<4 040

1ol
/ / }Zglzdt duw .
Jod o

Por lo tanto, [Zg| = 1 en casi todo punto.
Reciprocamente. si |Zg| = 1 en casi todo punto. entonces

Il

1 1 el
/ / Eri(t,w)Em (1, w) 129]2 dt dw = / Eri(tow)Ep, (L w)dtdw
JoJo dod o

Pero. {E,,,} es una base ortonormal. para L*(Q). entonces

S| Al A i
/ Ey (tw) By ot w)dtdw = / / Fo— 'u')\“" didw / / dtdw = 1
Joldo JoJ o ot o

(Z.U?nb:naengb.na) =1= Hngb,na ” .

esto es

Ademés. {gmpna} s completa siy solo si (Zg) # 0 en casi todo punto.
En efecto

(f .{hnimm.) = (Z)l‘ Zﬂmh.rm} = <(Zf)(Z—Q') -Em._-n>

Supongamos que (f, gmema;y = 0. para todo m,n € Z, esto es

{F, Gbma) = (Z F)(Z9)s Eun) =0
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y como {E,, »} es un frame (por ser una base ortonormal) entonces (Z[)(Zg) =0, y como Zg # 0 en casi
todo punto, se tiene que Zf =0, luego f = 0. Por lo tanto {gmsn.} €s completa.

2.- La anterior observacion indica que si g es una funcién que es regular o de decaimiento muy rapido, esta
no puede generar un frame cuando ab = 1. Esto queda establecido precisamente en el siguiente teorema.

Teorema 7 (Balian-Low).

Sea g € L3(R) y a,b > 0 con ab = 1. Si g genera un frame para L?(R), entonces [z2|g(z)*dz = oo
6 [€2[5(€)|* dé = oo es decir zg (z) 6 € §(£) no estan en L2(R).

Demostracidn.

Supongamos que {gn, .} es un frame. Se tiene que

1 1
fogmn)? = Zf (s, )21 Zg (s, t)* dt ds
;ml(f.g ) fofo \Zf (5, DI | Zg (5. D) dt ds

y como Z es unitario, entonces
0<A<|Zg(s,t)] < B < .

Los vectores frames duales g, ., estan dados por g, = (F’“F)f1 Gmm- Luego desde que Z (F*F)Z7! ¢s
igual a la multplicacién por |Zg|?, se deduce que
- = ;
Zg-m.n = IZ.Q’] ng.n o]
ZGmm (8:1) 1Zg (s,)| 7% >4 (Zg) (s, 1)

. o e 11
ey ez'nmase—bmtn {Zg (.5', t):|

Il

de esto se tiene .

Zg

Gm,n (2) = 2™ G(z —n) . con Zg =

Ahora supongamos que [ 2? lg(2))Pdz < o0 6 & [7(€)12 dé < . es decir que Qg, Pg € L? (R) .entonces se
tiene que 8, (Zg), 9 (Zg) € L? ([U: 1]2) ;
Por consiguiente

0.2 = (Zg) " 029 ¥

%Zg = (Zg) = &Zyg

estan en L? ([D. 1}2) : por lo tanto Qg. Pg € L* (R).
Se tiene que

<Za ng:n,,\i

Al
/ / Zg(s.t) Zg(s.t)e 2mimse2miln qp g
J0 J0

= 0o Ono

Il

((j' ._[}ln? "n>

de manera analoga se tiene
<.g~. gm.n> - 5m0 ‘)jn.U-
Como Qg, Pge L? (R) ¥ {gmmn}: {Gmn} constituyen frames duales, se tiene

Q9. PP =D _(Qg, Fmm) (g, PT)

m.n

pero

(OF, griza) = /.:Cg(;l’f) e G (r — n)da

(Gom,—n-Qg) . esto debido a que (9. gu.n) = dimo Gna
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de manera andloga
<gm,n:P§) = (sz—.‘j—'m,—n>
por consiguiente

(Qa. PG) =3 (Pg,T-m,—n) {g-m,—n, QF) = (Pg, Q7)

myn

donde el 1ltimo término esta bien definido pues Pg, Qg € L? (R).
Pero (Qg, Pg) = (Pg,Q9) , es una contradiccién, veamos sean dos funciones f;, fo satisfaciendo

Ifi(x) < c+ad)™" L,y
f@ = e
entonces se tiene
(Qf1,Pfa) = & 1 (2} % Fh (o) o

]

- f ifrfi@)+h@) fol2) da
=i (f1, f2) + (Pf1,Qf2) .

Il

Por otro lado, desde que Py, Qg € L% (R) . existen g, satisfaciendo
-1
lgn ()] < Cn (1 +2?) .Y

5. () < Cn(1+€)7"

Tn
tal que lim g, = g. lim Pg, = Pg, lim Qg, = Qg (se puede tomar por ejemplo g, = 3. (g, Hy) Hy,
n——=o0 n—oc n——r00 -

donde H). son las funciones de Hermite). Una similar sucesién g, puede ser construida para g,, entonces

(Pg.Qg) = lim (Pgn, Q)

n—

=, lw_(Qgn. PG +i (90, 52)
= (anPg)_F,i(yeg)

pero como (Qg. Pg) = (Pg.Q7). entonces (g,g) = 0 lo cual es una contradiceion puesto que {(g.g) = 1.

4. Conclusiones
Resumiendo los resultados anteriores, para g € L2(R) se tiene que:
i) Siab > 1, es imposible que {gmpna.} sea un frame para L2(R).

ii) Siab = 1. entonces{g,u.n.} puede ser un frame para L?(R). pero g no puede ser una funcién regular
o de decaimiento muy rapido.

iH) Si 0 < ab < 1, entonces {gmp.nat puede ser un frame para L2(R), con nna buena Ondicula madre
para g. De hecho. g puede ser infinitamente diferenciable con soporte compacto.
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