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Resumen: En este trabajo presentamos el estudio de la existencia local. existencia global
y la solucién de un problema parabdlico semilineal. El estudio lo hacemos especificamente,
estudiando la ecuacion del calor con condiciones de borde Dirichlet en un dominio abierto,
acotado, de frontera regular. Abordamos el estudio de la solucion local y global, presentamos
estimaciones de la solucion en espacios finos, que con una hipdtesis sobre la no-lincalidad, en
principio con una condicién de signo y luego una condicion sobre la derivada, nos permite
concluir que existe solucién global del problema.

Palabras clave: Semigrupo, solucién local, solucién global, técnicas de comparacion,
monotonia, positividad.,

LOCAL AND GLOBAL SOLUTIONS IN A SEMILINEAR PARABOLIC
EQUATION

Abstract: In this paper we present the study of the local and global existence and the solution
of a semilinear parabolic problem. The study has been specifically done through the equation
of heat with Dirichlet boundary conditions in a regular - border, marked and open domain.
We deal with t1he local and global solution, present the estimates of the solution in space years
that under a hypothesis on non-lincarity, first on a sign condition and then on derivative one,
allows us to conclude the existence of a global solution of the problem.

Key words: Semigroup, local solution. comparison techniques, monotony, positivity.

1. Introduccion

En este trabajo planteamos el estudio de la existencia local 3 global de solucion de un problema
parabolico semilineal. El problema que estudiamos es el siguiente

O — Au = f(u), z € Q
w(0) = ugy (1)
u

=0

donde, O ¢ IRV es un conjunto abierto acotado. de frontera regular I' = 92

uy € HY, [+ IR — IR.

En principio, para obtener un resultado de existencia local de solucién del problema (1) debemos
imponer ciertas condiciones de crecimiento a la parte no lineal. Para el tratamiento de soluciones
elobales. dividimos nuestro estudio en: primero analizamos en una clase de no-linealidades que
presenten condiciones de signo v luego en otra clase de no-linealidades que tienen la derivada acotada
superiormente. Encontramos estimaciones finas para la solucién, y con condiciones naturales sobre la
no-linealidad conseguimos la solucion global.
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2. El Semigrupo de —Ap

Nuestro marco funcional es el espacio base X = L%(}). Entonces el operador —Ap Laplaciano con
condiciones de contorno Dirichlet, genera un semigrupo analitico en X, que denotamos e®*. De acuerdo
a [3], podemos definir una escala de espacios de interpolacion, X para todo a € IR de manera que
X0 = [2(), X% =HNQ), y X! = Dom(—A) = H2(Q) n HY(Q).

Ademds tenemos las siguientes estimaciones del semigrupo entre los distintos espacios de la escala.
Teorema 2.1. Para todot >0 y o, 3 € IR,

e Hllap < Mt=Bm@e 2t (2)
donde M\ es el primer autovalor de —A y |e® t||,.5 denota la norma del semigrupo actuando entre X y X5,
Asi mismo, tenemnos las siguientes estimaciones del semigrupo actuando de LP(2) en L9(9)
Lema 2.1. Sea 1 < p < g < oo. Entonces

N(] 1

le**ull pagay < Ct™ 2

P ")“u”LP(SI) (3)
para todo w € LP(Q2) yt > 0 donde C = C(N,p,q).

El espacio X®, con a > 0 puede dotarse de una estructura de espacio de Banach ordenado, ver[2] con

el orden siguiente
u < v sty solo si u(x) < v(x) ctp x.

Este orden, verifica ademas

x> 0siysolosi <x.y>>0 paratodoy >0
Utilizando esta propiedad podemos definir un orden en X ¢, para o > 0 de la siguiente manera
f<gsiysolosi < fd> pna< <g.0> 4 paratodo ¢ >0, € X (4)
Una propiedad importante del semigrupo del calor es la siguiente
Teorema 2.2. El semigrupo del calor, ¢, es creciente y positivo. En particular conserva el orden y el signo, s

decir, s ug > uq entonces umug > (zmul. y st ug = 0 entonces (’.'—“un > 0.

Para mds detalle véase[2]

3. Existencia de solucion local

Sea O c IR un abierto acotado regular. Analizamos ahora la existencia local y regularidad de
soluciones. méas precisamente, estudiamos el siguiente problema

deu — Au = f(u). enQ
u(0) = ugy
'H|[‘ =0

—
ot
~—

donde ug € HE () = Xty f:R- R

Teorema 3.1. Consideramos el problema (5) con uy € Xz = H{(82). Asumimos que la parte no lineal f satisface
()] < CA+]sfPt) (6)

con 020, 1l <p< 35

Entonces, existe una tinica solucién local del problema (3). Ademds u € C([0.7). H}(2)) dada por la formula de
variacion de las constantes,

i
u(t.ug) = S(t)ug + / S(t — s)fo(u(s))ds. para todo 0 < t < 7(up) (7)
]

donde S(t) denota el semigrupo analitico generado por A . esto es S(t) = e®

by [0,70) es el intervalo mavimal de
existencia.
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Demostracién. De acuerdo al Teorema de existencia y unicidad, ver [3]. Primero, probaremos que el
operador de Nemitcky de la funcién f, operador de composicion, transforme H}(£2) en X7 con 0 < 8 < %,
también se probard que f¢: Hi(£2) — X7 es lipschitz sobre acotados.

Observemos que la condicién (6), implica que

[f(8)] < C(A+sl”) (8)

para alguna constante C, de lo cudl se sigue que el operador de Nemitcky asociado a f transforma
L4(Q) en L7 () y entre estos espacios es acotado y continuo. También como f satisface (6). el operador
de Nemitcky asociado a f es Lipschitz sobre acotados entre esos espacios.

Por otro lado, de las inclusiones continuas de Sobolev se tiene que H}(§2) € L? (£2) con

<oo, si N=1

2" <oo, st N=2 (9)
o = aIN .
= N_3° si N >3

" il
Luego. si v € H} (), por (8). f(u) € L7 ().
Ahora necesitamos que para algin 8 € [0,1) se realice ol siguiente diagrama de inclusiones continuas

HE (e tfs, IXBLY De tfLF ()n, r

para ello, bastard X¢ ¢ H?8(Q) ¢ L% (Q), es decir

N N
2;3—52*(2), (10)
P
Existird un 0 < 3 < 1 verificando (10) si y solo si
N N
L £ Bl 11)
2 2 ,
A T
es decir. si y solo si
N +2 2.2 _ ‘
LA N R (12)

Por tanto se cumplen las hipdtesis del Teorema 3.3.3 de existencia y unicidad de [3].
En el caso que N < 2. tenemos la inyeccién H¢(€)) < LP(Q) con p arbitrario, p < oc y entonces (11) se
verifica siempre.q

Teorema 3.2. Con las condiciones del teorema anterior, existe una inico solucion maximal definida en [0, T ).
Ademas, s1 T, < +oc, la solucion explota en T, es decir
o M) i 3
limssr Nu(t) o) = o< (13)

)

Suponemos en adelante que f verifica (6).

4. Condiciones sobre el segundo miembro para tener explosiéon en
tiempo finito
Vamos a ver. que imponiendo ciertas condiciones sobre el segundo miembro, tenenos que existen datos

iniciales para los cuales la solucién del problema (5). explota en tiempo finito. Para ello, supongamos que
se verifica la siguiente propiedad

Siug > 0, entonces u(t) > 0 para todo t > 0. (14)

En la seccién siguiente, veremos que para que se verifique (14) basta f(0) > 0.
Sea p la primera funcion propia del —A, es decir. la solucion del problema

—Au = Az, en§l
elr =0
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donde A; > 0 es el primer autovalor del —A. Sabemos que ¢ es positiva. Definimos ahora z(f) como

() = [ ultle (16)

la proyeccién de la solucién sobre la primera funcién propia de —A.
Multiplicando la ecuacién por ¢ e integrando en Q, tenemos

fgmtpmfﬂf—\usﬂﬁ[ﬂ flu)p (17)

de donde, integrando por partes dos veces en la segunda integral y teniendo en cuenta la ecuacién que
verifica ¢,

(1) = —Mz(t) + /” e (18)

Si f es convexa, eligiendo ¢ de manera que [, ¢ =1, estamos en condiciones de aplicar la desigualdad de
Jensen obteniendo,

2(1) = —Arz(t) + f(2(1)). (19)
Llamando h(z) = —A1z + f(2). Si h(z) tiene un cero. z*, a partir del cual es positiva, entonces si
z(0) = [uop > z*. la solucién z(t). crece indefinidamente pero queremos que la solucién explote en

tiempo finito. Para ello. consideramos la ecuacion

() =Rzl (20)
Integrando cn ticipo,
| /'f D) =t (21)
ds = 2
Jo hiz(s))
luego
z{t)
——ds = 1 (22)
-/.:(0) h(s)
Para tener explosion en tiempo finito. basta
/m L ds =T < (23)
4 2(0) h(s)

v en este caso, la solicion explota en un tiempo 0 < 7 < 7
Teorema 4.1. Si f es convera, es tal que se verifica (14) y
x 1 ) )
—_— dt < (24)
f(t) — Aqt

o

con Ay el primer aulovalor de —A. entonces siouy es tal que

/ ugp = 2 ' (25)

EAY

I solucidn del problema cxplota en tiempo finito.p

Por [ denotamos la integral sobre un intervalo de la forma < ¢;. +2c >. para ty. >t para cierto to.

5. Resultados de Monotonia
Dotamos al espacio X@ con una estructura de espacio de Banach ordenado ver[2] con el orden siguiente.

n< v siysolosiu(r) <uv(r)elp . (20)

Teorema 5.1. St [ : IR — IR es localmente Lipschitz, f(0) = 0y ug = 0. entonces u(t) = 0 para todo t > 0.
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Teorema 5.2. Si u(t,u;) coni=1,2 es la solucion del problema

Uy — Au+ du = f,-(u)
Up = Uy (27)
ulp =0

con uy < ug, f1(.) < fa(.), entonces u(t,u;) < u(t,uy) para todo ¢ donde la solucién exista.

Los dos teoremas anteriores se demuestran facilmente a partir de la férmula de variacién de las constantes,
para la solucién del problema (1) en el caso en que, o bien f sea creciente (o positiva) o exista una constante
B € IR tal que f + I sea creciente ( o positiva), o bien las soluciones sean acotadas. En este 1ltimo caso,
podemos encontrar 3 € IR tal que f + BI sea creciente (o positiva). Esta condicién en el caso de ser
creciente, se lee como f'(s) > —f para todo s € IR, es decir pedimos una acotacién inferior de crecimiento
de f. En el caso de ser positiva, la condicion se lee como f(s) > —fs para todo s € IR, es decir, pedimos
que la funcién f esté por encima de una recta.

6. Existencia global de soluciéon

Veamos ahora, condiciones sobre ¢l segundo miembro que aseguren la existencia global de solucion
del problema (5).

6.1. Condicién de estructura o de signo.
Supongamos que f verifica la siguiente condicion de estructura
sf(s) < AC()|S|2 +‘Cljsi, para todo s € IR (28)

donde Cy > 0.
La hipétesis (28) implica, en particular que para s > 0,

f(s) € —Cos + C1. ‘ (29)

Estamos pidiendo asi. que [ tenga un crecimiento sublineal en los puntos donde s > 0. es decir estamos
pidiendo que la funcion f no sea demasiado positiva. Si f tuviese un erecimiento superlineal, tendriamos
una funcién convexa por encima de una recta que esta por debajo de f.
La condicién (28) es equivalente a

f(s)

limsupig 4~ —— < —Cy
s

para C, < Cp que es una condicion sobre el crecimiento de f en el infinito. Esto se tiene en particular si
f verifica

limsup)e—acf'(8) < =Cy

Teorema 6.1. Supongamos que [ verifica lo siquiente condicidn de signo
sf(s) £ =Cols|® + Cy|s|, para todos € R (30)

donde ('y > 0. Entonces toda solucidn del problemna (5) con condicién inicial ug € H} () estd globalmente definida
en Hy(Q).

Demostracién. La prueba la haremos de la siguiente manera, de la condicién de (30) establecemos un
problema lineal con solucién w(f, juy|) globalmente definida. Mediante técnicas de comparacién se prueba
la siguiente relacion |u(t, ug)| < w(t. lupl). Asi obtenemos estimaciones buenas de w(t, |uy|) en los espacios
H?®4(Q), con a € [0,1), utilizando la férmula de variacién de las constantes se obtienen estimaciones de
u(t).

En efecto,

(1) Tenemos que A — CyI es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico. que preserva orden en
X#. para 0 < 3 <1y mantiene invariante la escala de espacios del —A.
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(2) Una vez visto esto y con Cy > 0 el problema lineal

wy — Aw = —Cow + C)
w(0) = |ug| € HL(Q) = X2 (31)
wlp=0

estd bien definido, lo que implica que existe una Unica solucion denotada por wt(t, |ug|) definida para
todo t > 0, que estd explicitamente dada por la férmula de variacién de las constantes.

t
w(t, Jug]) = em_c")t|u0| +/ elB=Co)t=s)x gs (32)
0

(3) Como A — CyI es el generador infinitesimal de un semigrupo analitico, que denotamos por e(4~Col)t,
que preserva orden y como C; > 0, w(0) = |ug| > 0 entonces '

w™ (¢, |uo|) = 0, para todot > 0.
(4) Por otra parte de la condicién de signo (28), tenemos que

f(s) < —Cos+ Cq, para s =0 (33)
v como ug < |ugl. entonces por las técnicas de comparacién seguimos que

u(t,up) < wt (¢, |ugl). (34)

Procediendo similarmente, consideramos el problema auxiliar donde w™ (¢, —|ug|) es solucion de

wy, — Aw = —Cow — C4

w0) = —|uo| € H(N) = X3 (35)

wlp =1
De la condicién de signo (28) tenemos también que

F(8) = =Cy(s) — Cr.para todo s < 0

v como uy > —|uy| entonces por las técnicas de comparacién seguimos que

—wr (L, Ju|) := w (¢, —luo]) < w(t.uo) (36)

lo cual inplica
—u(t, ug) < wt(t, jup|) (37)

Por (34) y (37)
[u(t, up)| < w¥ (¢, Juol) (38)

para todo t > 0.
La relacién anterior nos dice que las estimaciones de w™ (¢, |ug|) son también estimaciones para |u{l, ug))|.
A continuacion. veamos si la globalidad de w*(t. jug|) le da la globalidad a la solucion u(t, ug).

Lema 6.1. Euiste una constante Cp > 0 tal que, para todo 0 <ty <1 < T se verifica

lw(t) L=y < Cr

Demostracién. Por (38). basta probar que w*(t, |ug]) estd acotada en L°°(€)) en intervalos de tiempos
finitos. con lo que tendremos una estimacion L>(0) para u(t,ug). Para ello vamos a usar el Lema 2.1, que
nos da estimaciones del semigrupo generado por A actuando de LP(Q) en L9(£2).

Sea g(t) = C € L=() ¢ L*(Q). Por la férmula de variacién de las constantes para w™ (¢, |u]) tenemos

t
wh (¢, |Jug|) = 27 C0 ug| + / elB=Colt=8) ) (g (39)
Jo
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luego
ot (6 Tl =@y < 1l €A~ | [l (e
£ f(: [|e{A=CNE=Cy || L () ds (40)
Ahora bien, por un lado, usando el Lema 2.1
I e@=C g ||y < CeP* 7 Juol| 2y < Crlluoll oy < Cr (41)

para tp <t < T y cierto D € R.

Observamos que, como estamos en intervalos acotados de tiempo, para toda constante D, tenemos una
cota para eP* uniforme en [to, T] por lo que no importa el signo de dicha constante, D.

Por otro lado, volviendo a usar ¢l Lema 2.1, para todo 1o <t < T, D € IR conuseguimos

||('(':'\#C”)(FH)01!|Lx(n) LigePie-a (42)
luego, ‘
+ . ot
[ 8=, iy ds < [ CePe ds < O (43)
JO 0
Por tanto,
flw® (@, [uo) =y < Cr s B (44)
y por (38)
lu(t)l| L= < Cr.paratodot € [ty T]p (45)

A continuacion gracias a la férmula de variacion de las constantes, obtenemos estimaciones en espacios
mas finos para la solucion.

Lema 6.2. Euxiste una constante C'y > O tal que para todo O < tg <t < T sc verifica
(| ey < Cr (46)
Demostracién. Por el lema anterior tenemos que para 0 <ty <t < T.
I f (@)l L=y < Cr (47)

De la formula de variacion de las constantes.

t
u(t) = eS0tody (o) / A9 £ou(s)) ds (48)
Eam
luego
gy < 1y leto) o)
of
£ [ 1A ) e ds (49)
Jin -
poro [eft-tll, o < Ce~ME=t) que estd acotado para tiempo finito. [[e20=<H . < C(t - $)7% v entonces
o f § 7‘
ey < Cr + / C{t =) 2| f(u(s) | L2 ds ; {50)
Ea)
Ahora bicu,
HfCuCs ) 2y < ClFuls))l| ey < Cr (51)

Vv por tanto

t -l
/('f(f-s)---é|f(-u.(.q))||f,z(g-” ds < cz'-,-/ (t—s)7% ds
5 Jty

ta

< ch/ (T~ )73 ds < Cr (52)
t

Jty
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como la integral es finita. Luego,
lu() g1y < Cr(T, lluollaiay) (53)

con lo que tenemos la existencia de solucién del problema en [tg, T] para todo T > 0. Hemos obtenido que
la solucién es acotada, en intervalos finitos, con cotas dependientes de |jug|| € X%, y el intervalo (to, 7.
Luego conclufmos que la solucién [|u(t)||zy(q) es global en H3(Q) g

7. Condicién del tipo f'(s) < M

Teorema 7.1. Si f verifica
f'(s) < M, paratodo s € R. (54)

Entonces para todo ug € L?(f2) existe solucién global del problema (5).

Demostracién. Observamos que la condicion (54) sobre f implica en particular, que f verifica
sf(s) < M]s|* +[£(0)|ls| (55)

que es la condicién (28) de la Seccién§ 6, con Cy = —M y C; = |f(0)|. Por tanto. si ug € H§($2), podemos
aplicar el Teorema 6.1 y obtenemos existencia de solucién global.

En efecto. si ug € L%(2). sea uj € H}(Q)) una sucesién de Cauchy en L() convergente a ug. Sea u™(t) la
solucién global del problema (5) con dato inicial uf, (sabemos que existe por la observacién precedente).
Restando las ecuaciones que verifican v™(t) y v™(t) y llamando z(t) = u™(t) — u™(t). este satisface

2'(t) — Az(t) = [f(u"(8) - f(u™(t))] (56)

Multiplicando, por z(t) e integrando en 2 se obtiene,

GO + 1920 = [ 1F7(0) - S O)] 200). (57)

Por el teorema del valor medio y la estimacion sobre f’. el segundo miembro podemos acotarlo por
2 L
M [[z(t)[|72(q) ¥ se tiene

d -
;ﬂl\z(t)lliz(m + V)2 < M2l 2(0 (58)

Si llamamos y(t) := ||z()[|72(q,. entonces
y'(t) < M y(t) (59)

integrando en (0,t) obtenemos
y(t) < e'y(0).

Fijamos 0 < ¢t < oo ¥ la desigualdad anterior se traduce en
v 2 VAT 2
™ (8) — w™ () < €M g (8) — uf (O

Tomando ahora supremo en [0, t]. tenemos
o Ha™ (1) — u™(t 2 & Mt n (¢ 2
supgr<ri|u” () — u™( )I]L'J(Q) < e Mug (1) — ug'( )HL'—’(SE)

y como la sucesién {uf },>1 es de Cauchy en L*(£2). tenemos que {u"},>; es de Cauchy en C([0, T]; L*(Q))
y por tanto. existe « € C([0. T]; L2(£2)) tal que u™ — u en tal espacio.
Integrando (58) en tiempo, obtenemos que

T T
L IVz(t)lZ2(q) < 120022 + M/O Iz Z2@) < Clug - ugllz2@

lo que implica que {u"},>; también es de Cauchy en L2((0,T) H}(Q2)).

Veamos ahora que u(t) es solucion del problema (5). es decir, que verifica la férmula de variacién de las
constantes. Sabemos que para t > r > 0, u"(t) viene dado en su forma integral por

¢
u(t) = ey (r) + / B9 f(ut(s)) ds
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Si bien, sabemos que u™(r) converge a u(r) en L?(©2) cuando n — oo, basta probar que podemos pasar al
limite en la integral.
Veamos si es posible encontrar una estimacién de la forma

4™ (8)|| Lo () < Cr, paratodo 0 <r<t<T (60)

con Cp independiente de n.
Por la ecuacién (55) podemos como en la Seccién § 6, definir w* (¢, |uf|) de manera andloga y obtener

[un (1)) < w* (2, [ug]) (61)

Utilizando como antes, la férmula de variacién de las constantes para wt tenemos

t
llw* (@, ug )l o< oy < Hemwc")t”g”lzx(n) +/0 |f€m_c"}(t_s)clHLm(sz) ds (62)

de manera analoga a lo realizado en la seccién anterior obtenemos
- N .
llw (. fug D=0y < CeP* t7 ||ug]|z2) + Cr < Cr (63)

para algiin D€ R, y 0 <r <t < T, puesto que {uf},>1 estd acotada en L%(2), y estamos en un intervalo
acotado en tiempo de la forma [r,T], con r > 0, seguimos que

lw™ (@, [ug Dll <o) < Cr (64)

por consiguiente
[w" (E)llL= @) < Cr (65)

con Cr independiente de n. Como {u,},>; converge a u en C([0,7T]; L3(9)), podemos pasar al limite y
obtenemos _ .
lu(O) o) < Cr, paratodor <t <T. (66)

Luego podemos truncar f a la altura Cr y definir

f(=Cr), sis< —Cp
j(‘)) = f(\) 7 [g‘ < Cyp ([—,7)
f(Cr), sis>Cr

que es una funcion globalmente Lipschitziana. Si sustituimos ahora en nuestro problema, el segundo
miembro f por f tenemos un problema equivalente. Por tanto, podemos suponer que f es globalinente
Lipschitziana y por tanto

£ () = FQu(s))] < Llu"(s) - u(s)] (68)

donde L es la constante de Lipschitz de f.
Por consiguiente tenemos que, para todo s. f(u"(s)) — f(u(s)) € L>=(2) ¢ L%(€Q). Por tanto

t t
| [ A fu(s) = ful(s)) Vs ||rey < / e =Nloo I ( f(s) = Fu(s))) |l Laeyds
1
< L[ M) - ) ds
£
< L[ " (5) — u(s)l gy ds (69)

que tiende a cero cuando n — 400, pues w,(t) converge a u(t) uniformemente en L*(Q).q
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8. Conclusiones

Dentro de un marco funcional de espacios de Sobolev, con condiciones de crecimiento en la no-
linealidad hemos encontrado soluciones locales, del problema (5).
Revisamos algunos resultados de monotonia y positividad en un problema parabdélico semilineal.
Hacemos un estudio de soluciones globales de la ecuacién (5) y presentamos nuestros resultados:
(1) Si imponemos una condicién de estructura o de signo a la no lincalidad f del tipo

sf(s) < —Cols|® + C1s|

utilizando los resultados de positividad y monotonfa y la férmula de variacién de las constantes obtenemos
la existencia global de las soluciones.
(2) Si imponemos en la no linealidad una condicién del tipo f/(s) < M, obtenemos solucién global.
(3) Obtenemos estimaciones para la solucién de la ecuacién (5) en espacios finos.

Primero veremos que podemos encontrar una estimacién para u"(t) de la forma [[u™(t)|[ =) < Cr.
para todo 0 < r <t < T, con Cr independiente de n. En efecto. por la observacién procedemos como en
la seccidn anterior y definir w* (¢, |ug|) de manera andloga v obtenemos asique se satisface

lwn (t)] < wh(t, [ug)) (70)

Utizando como antes, la férmula de variacion de las constantes para wt tencinos
A n t
e (2, g Dl 2y < N80 Ly + /0 le@= N O e s (71)

de donde, de manera analoga a lo realizado en la seccion anterior, por el Lema 3 VER |[w™ (¢, luf|)|| 2= ) <
CePtr lugllL2qn + Cr < Cr paracierto De Ry 0<r<t<T, yaque {uf},> estd acotada en L*(Q) y
estamos en un intervalo de tiempo de la forma [r, 7] con r > 0.
Luego

ot (¢, g Dl 2=y < Cr

y por consiguiente
lu™ ()|l =) £ Cr

con Cr independiente de n. Como u™ converge a u en C'([0,7]; L*(2)). podemos pasha al limite y tenemos

lw()| L=y < Cr.paratodo r <t <T.
Luego podemos truncar f a la altura Cp y definir de esta forma

f(=C7) ;81 s < —Cr
f(s)=14 f(s) s |s|<Cp (79)
f(Cr) si s>Cr

que es una funcion globalmante lipschitziana. Si sustituimos en nuestro problema el segundo mienbro
[ por [ tenemos un problema equivalente. Por consiguiente. podemos suponer que f es globalinente
lipschitziana y entonces

[f{u"(s)) = flu(s))] < Llu"(s) — w(s)] i (73)

donde L es la constante de Lipschitz de f. Ahora, para todo s, f(u"(s) — f(u(s)) € L>=(2) C L*(). Por
tanto

¢ : t
H/ A9 fu™(s) = flu(s))] dsllr2) < / “ﬂmk“Hooi\f(“ﬂ () = flu(s) L2y ds
t .
< L/ rf’\l(t_'“')!|'u”(s) —u(s)| L2 ds
-t
< L / " (s) = ul(shl 20y ds (74)
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que tiende a 0 cuando n — +oc ya que u, converge a u uniformemente en L?(2). De manera similar a
lo trabajado en (75) mpodemos tener mas informacién teniendo en cuenta que u™(t) converge a u(t) en
CO([0,T]; L*()-

En efecto, teniamos

.\

| [ et o) - s sl < [ 1640 aall £6"(6)) = Fuls)lzacay ds

IA

1
c f (t — 8" (s) — u(s)l| L2y ds

IA

t
Csupy<s<r||u™(s) — u(s)| L2 / (t—s)"“ds (75)
donde la integral cs finita para o < 1. Ademnds para todo r, ¢ talesque 0 <r <ry <t <T

e3¢ (1)) = (u())llxy < e oollu™(r) = u(s)llz2y < Cr

|u" — ull¢ ()2 @)

Luego, para t > 7,
[u™(t) — u(®)llx~ < Crllu” = ullcp.r): L2

Por consiguiente, tomando supremo en t € [ry, 7] tenemos que w”* converge a w en Clr.T]: X¢) parq todo
a <1y todo 0<ry<T < oo. En particular, para a = § tenemos la convergencia en C([r, T]; H§(£2)) para
todo 0 <r < T
Suponiendo que f(0) = 0 y procediendo de manera an”aloga, pero usando ahora la convergencia en
C([r.T); H3(2)) en vez de C°([0.T]; L?(2)) obtenemos la convergencia en C([r.T]; X#) para todo 8 < 3.
En particular, la convergencia se da para 3 = 1, tenemos que X! = H?n H}. luego, u, — u en
C([r, T); H*(Q) N H(Q)).
Hemos probado que para todo 0 < r <t < oo, u verifica
u(t) = Ay (r) + / 23 fu(s)) ds (76)
Finalmente veremos que podemos pasha al limite cuando » tiende a 0 v habremos probado que u es
solucién del problema (1).
Por una parte.

Ay (r) — eAtu(0) = A (u(r) — ug) + (€24 — eAY)ug (77)

pero
A () = up) |l g2y < Cll(u(r) = uo)llz2gy = 0 (78)

}

citando 7 = 0 ya que u(r) = ug en L2(). Ademads

((,A(f""') e (fA)U,U = (_:’_\‘(1_}') (uo — L’AT'U,()) (79)
v tomando ahora norma en L?(Q)
(€24 — e® Dl 200y < Cllue — €2 gl 20y = 0 (80)
Cuando r — o por ser ¢t un semigrupo . Luego
Ay (r) 5 By

cuando r tiende a 0. lo que implica. por (76), que la integral [ eA¢=5)f(() ds converge con lo que, por
la definicion de integral impropia,

of t
/ C_\.(i.—.-.-)f(w.{.‘s)j dsi= / F,_.'l(f--\‘)f':”-i-‘v')) ds (31)
<0

Jr

cuando 7 — 0.
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