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SINGULARIDAD DE SOLUCIONES PARA UN SISTEMA DE KIRCHHOFF NO
LINEAL VISCOELÁSTICO CON TÉRMINO DISIPATIVO

Teófanes Quispe Méndez'

Resumen: En el presente trabajo, estudiamos la singularidad en tiempo finito de las soluciones
de un problema mixto relativo a un sistema de ecuaciones de Kirchhoff no lineal viscoelástico
con término disipativo.
Palabras clave: Singularidad de soluciones, Solución Local, Sistema de ecuaciones de Kirchhoff
no lineal viscoelástico, Sistema de ecuaciones integro-diferencial.

BLOW-UP OF SOLUTIONS FOR A VISCOELASTIC NONLINEAR
KIRCHHOFF'S SYSTEM WITH DISSIPATIVE TERM

Abstract: In present work, we study the blow-up infinite time of solutions to the mixed
problem relative to a system of viscoelastic nonlinear Kirchhoff's equatious with dissipative
termo
Key words: Blow-up of solutions, Local solution, System of viscoelastic nonlinear Kirchhoff's
equations, System of integro-differential equations,

1. INTRODUCCIÓN

En este artículo consideramos el problema de valor inicial y de frontera para el siguiente sistema de
ecuaciones de Kirchhoff con memoria:

[: (u, v) en D x ]0, oo] ,1.1

h (71, v) en n x ]0, oo[ ,1.2

(1)

(2)

con condiciones iniciales,

u. (x, O)
v (:r, O)

710 (x) , 'U
I (:r:, O) = 'Ul (:r) , en D,1.3

Vo (;r;) , Vi (:r:,O) = VI (:r:) , en D,1.4

(3)

(4)

y condiciones de frontera,

(J (:r, t)
v (1::. i)

O. ou éJU x ]0, Xl[.l.S
0, en éJD x ]0, ")()[1.n

(S)

(fi)

donde D es un conjunto abierto y acotado de IRn con frontera suficientemente regular iJO, \l es el operador
gradiente, ,0. es el operador Iaplaciano, ]\;1(8) es una función real positiva de clase Cl para 8 2: O, gi(t):
i = 1.2, son funciones reales no negativas de clase Cl para t 2: 0, J'i(s,r), i = 1,2, son funciones reales
no lineales continuamente diferenciables para (s, r) E JR2: '[L'I := (;)~':u/' := i;)2,,;, l\lwl; := Ju 1\l'W (:/:, t)12 dx Y
(g * w) (x, t) := J; g(t - s)w(x, s'yis.

El caso n = 1 Y 71. = 11, la ecuación (1.1) describe vibraciones transversales no lineales de una cuerda
de material viscocláetico, fuertemente tensa cutre dos puntos fijos :'[;= O Y .7: = L, «n r-l e.ie ;¡; del plano :1:'11.

En estas condiciones la. ecuación resultante es

( Eh 1::1 12) ::12 ,.,2 ::12 111 oú o 'U v U v U •

pliu -IPu+')L ~ ::1,,2+9*::1 2-(3~=j(u),
\ - vX 2 V.r. ox os:

(1.7)
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donde u = u (x, t) es el desplazamiento transversal en el espacio de coordenada x y en el tiempo t, p es
la densidad de masa, h es el área de la sección transversal de la cuerda, Po es la tensión inicial, E es
el módulo de Young del material, f3 es el coeficiente de la fuerza amortiguadora, g(t) es la función de
relajación, y f (u) es la fuerza restauradora. Cuando f3 == 9 == O Y la cuerda es de material elástico, se
tiene que la ecuación (1.7) es la propuesta y estudiada por Kirchhoff en [3]. El caso general n :::::1 y u = v,
la ecuación (1.1) tiene diversas aplicaciones, como en el área de la óptica no lineal, física del plasma,
mecánica de fluidos y entre otras.

El caso M == 1, gi == O Y sin término disipativo, el sistema (1.1) - (1.2) describe la interacción de
ciertas partículas elementales en un campo electromagnético, llamadas mesones. Un modelo matemático
clásico que describe la interacción de los mesones es el sistema propuesto por Segal [14] que mostramos
a continuación:

U" - f...u + 02u + g2v2u = O,
u" - f...v + f12v + h2u2V = O,

donde o y f3 son las masas de los mesones u y ti respectivamente y g, h son las constantes de interacción.

(1.8)

Cuando 9¡ son funciones no triviales, M == 1 Y sin considerar términos disipativos, el sistema (1.1)-(1.2)
fue investigado por Andradc y Mognon [1]: quienes obtienen existencia global para h (7J" u) = - 111.1P-1 11.IvlP
y h (u, v) = -lvIP-1 v lulP; por su pa.rte Santos [U], obtiene existencia global y decaimiento exponencial
para h (v., v) = -o: (v. - v) y h (u, v) = o (u - v). Cuando gi == O,M == 1 Y sin considerar términos disipativos,
el sistema (1.1) - (1.2) fue también estudiado por Milla Miranda y Medeiros [6], quienes obtienen existencia
global para h (u, v) = IvlP+2luy' u - u y 1"2 (u, v) = lulP+2lvlP v - v; asimismo, Li y Tsai [4], obtienen
existencia local, existencia global y singularidad de soluciones para fl (u, v) = -rnfu - 4.A (u + o:v):'l - 2f3uv2

y h (-u, v) = -rn~v - 40A (u + av);' - 2f3u2v. Cuando gi == O Y M es una función no trivial, el sistema
(1.1) -(1.2) fue estudiado por Quispe Méndez [7,9], quien obtiene soluciones locales y singularidad de
soluciones para fi específicas y sin términos disipativos; por su parte Wu y Tsai [18], obtienen existencia
local y singularidad de soluciones para fi genéricas y adicionando términos disipativos. Cuando gi y 1\1
son funciones no triviales, el sistema (1.1) - (1.2) fue estudiado por Quispe lVIéndez y Carrillo Díaz [12]'
quienes obtienen soluciones locales para i, genó·ica,s y con términos disipativos.

En este trabajo probaremos la propiedad de singularidad en tiempo finito de las soluciones del
problema (1.1) - (1.6), cuando gi son funciones continuas no negativas, 1\1es una función continua positiva
y las fi son funciones reales no lineales. Obtendremos la singularidad de soluciones, con energía inicial
negativa: nula y positiva restringida: empleando el mét.odo directo [4]. Asimismo hallaremos las estimativas
para el tiempo finito de explosión. En la discusión del problema emplearemos las estrategias y técnicas
inspiradas en los trabajos de Wu y Tsai [16,17] Y Quispe Méndez [11].

2. PRELIMINARES

En esta sección presentamos algunas notaciones, conceptos y resultados sin demostración, los cuales
serán usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea D un conjunto abierto y acotado de ]Rn: con frontera suficientemente 8D. Denotamos el producto
interno y la norma de L2 (D) Y J)' (n), con (.,.) y 1 . 11" respectivamente, para 1 < p < oo. Además ((., .)) y
11.11, denotaran el producto interno y la norma de HJ (n), donde ((/1,,11)) := Jo V'v(J.:).\h{J.:)d:r es la forma
de Dirichlet.

Sea X un espacio de Banach, T y p números reales tales que O < T :s: 00 y 1 :s: Jl :s: oo.
Representamos con L!J (O, T; X) al espacio de Banach de las f1ll1<:ÍOlWS voctorialcs '11 : ]0,T[ --+ X incdiblcs
con 1111,(t)llx E V' (O,T), dotado de la norma

I

11·u.llv'(O.T;X) ;= (./~ ttu (t)II~~ dt) ¡; 1:S: n < OC,

11-uIIL=(O.T:X):= sup E'ssllu(t)llx ,p=oo.
. . O<l<T
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Similarmente, cuando ° < T < 00, representamos con e ([O,T] ; X) al espacio de Banach de las funciones
continuas u: [O, T] --t X, dotado de la norma

Ilullc([o TJ.X):= sup Ilu (t)lIx
" 0:<:: t:<:: T

Denotamos w' := ~~,w" := ~, w (t) (x) := w (x, t), L1 := L1(0, T) Y LOC := Loo(n).

Hipótesis. Imponemos sobre las funciones reales gi(t), M (s) y fí (r, s) las siguientes condiciones:

(H1) g'i E el ([O, oo[), acotada, gi (t) ;:::0, \:It ;:::0, existe una constante positiva mo tal que

/

'00

mo - 9i(S)ds := l.; > O
. o

para i = 1,2, Y existen constantes positivas el y Cz tales que

para i = 1,2.

(H2) M E el ([O, oo[) Y M (s) ;:::Tno > 0, \:Is ;:::0, donde mu es la constante dada en (H1).

(H3) 1i E el (JR2) para i = 1,2, Y para cada (u, v) E HJ (0,) x HJ (0,), tenemos uh (u, 11)+ vh (u, v) E L1(n)
y F (u, v) E L1(n), donde

F(n,v):= t" 1dC/l)d~+ tVh(O,~)rl~ ../0 ./0
(H4) fi(O, O) = O, i = 1,2 Y existe una constante positiva K tal que

11i.(rl, sd - 1i (r'2 , s'2)1 :::; K [(11'11" + hl" ) h - 7'2!

+ (Isd' + 182113)IS1 - 821] ,

para cada (r1, s¡) : (r2, 82) E JR2: i = 1,2, con O :::;(X, /3 :::;n:'Z para n ;:::~ tÍ (l, f3 ;::: O para n :::;2.

(HG) GISl (1', s) = GJ,~ (1',8), V (1',8) E JR2.

(HG) Existe una constante positiva í tal que

donde F (T, 8) es la función dada en (H3).

(H7) (2" + 1) ¡;¡(s) ;::: (M (s) + 21171'0) S, \:18;::: 0, donde ¡;¡(8) := .1; 111(~) d( TIlo y, son constantes dadas en
(H1) y (HG) respectivamente.

(H8) (41 + 1) j'')C 9i(S)cls < 411110 para .¡ = L 2, donde TIlo Y I son las constantes dadas en (Hl) y (H6)
. o

respect.ivaiuente.

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [2]). Si 2::: p :::;1I2~'2 para u. 2 3 Ó p 2 2 para n < 2, entonces
existe una constante positiva B; tal que

I'ulp :::;e, II·till, Vu E HJ (0,) .

Lema 2.2. Si g E el ([O, oo[) Y W E el ([O, T] ;L2 (O»), entonces

/
t g(t _ s) (w(s), w'(t» ds =
. o

1 d [ (/t) 2]---, (g01ll) (t) - g(s)ds I'w (t)122(t . o

1 1 12 1 ,-7j.IJ(t) 111(1) 2 + "2 «(7 Dw) (t),
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donde

(vDw) (t) := J: v(t - s) Iw (t) - w(s)l; ds .

Demostración. Diferenciando el término gOw, se obtiene el resultado. o

Definición 2.3. Al par de funciones (ti, v) se le llama solución del problema (1.1) - (1.6) sobre [O,T], si las
funciones ti, v : n x [O,T] -+ IR satisfacen las condiciones (1.3) - (1.6) Y verifican las igualdades siguientes:

ti" - M (IVul;) lw + gl * ~u - ~u' = h (,u, v) en L2 (O, Ti H-1 (n)) ,

u" - M (IVvl;) ~v + 92 * ~v - ~V' = h (11., v) en L2 (O, T;H-1 (n)) .

Teorema 2.4 (Existencia Local [12]). Supongamos que las funciones gi, NI Y f; satisfacen las hipótesis (Hl) ,
(H2) Y (H4) respectivamente, uo, Vo E HJ (O) n H2 (O) Y u1, 1'1 E L2 (O). Entonces existe un único intervalo
[O,Tmáx[ con 0< Tn1iix :S oo Y el problema (1.1) - (1.6) admite solución única (u, v ) sobre [O,Tmáx[ tal que

u, v E e (lO, Tmáx[; HJ (O) rl H2 (n)) ,
v.', v' E e ([O, TIlláx[ i L2 (S1)) n L2 (O, l;náx; HJ (O)),
u", v" E L2 (o, T;uáx; L2 (Sl)).

Lema 2.5 ([4]). Sea ry > O Y sea B E C2 ([O, oo[) una función no negativa que satisface

B" (t) - 4 h+ 1) E' (t) + 4 (r + 1) B (t) ;:: O.

Si B' (O) > r-B (O) + Ka, entonces B' (t) > Ka. para i > O, donde Ko es una constante y

es la menor taiz de la ecuación ciuuirática r2 - 4 (¡, + 1) r + 4 (r + 1) = O.

Lema 2.6 ([4]). Si J (t) es una juncion no creciente en [to, oo] , tn ;:: () V satisface la in ecuación dijerenciol

[ I )]2 [)]2+lJ (t 2: a + b J (t ',paTO t 2: to,

donde a > 0, ry > O Y b E IR, entonces existe 'un número real positivo T, tal que Iím J (t) = () y 1(1/.a cot.o. superior
1-..•1',-

de T. piied« ser csiun.ado res)wcl'ivomentr:, en los sunuenics casos:

(i) Si b < O :lJ J (tn) < iuíu {1. ~}. entonces

(

r=r: )• / a.
1 V~

T" 'S lu -1- --- In " ,A G!; - J (t()1V -o \ I

(ú) Si, b = 0, entonces
J (t 'T, < tu + ~__;;;_L- ya

(iii) Si b > O, entonces

o

:c-_ (-¡h¡,)'¡2 .donde r:
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3. EL RESULTADO PRINCIPAL

El objetivo principal del presente trabajo es discutir la propiedad de singularidad en tiempo finito de
las soluciones del problema (1.1) -;- (1.0) sobre un intervalo maximal [O,Tmáx[' En la discusión usaremos el
método directo [4].

Definición 3.1. Una solución (u, v) del problema (1.1) - (Ui) sobre [O,Tmáx[ tiene la propiedad de explosión
o singularidad en tiempo finito, si

Definición 3.2. La función energía E (t) del problema (1.1) - (1.6), se define por

E (t) := ~ [In' (t)l; + Iv' (t)I~] + ~ [M (11u (t)112) + M (ilv (t)112)]
+ ~ [(y10\7u) (t:) + (Y20\7V) (t) 1
- ~ [(1; gl(s)ds) Ilu (t)112 + (J; gl(s)ds) IIv (t)1I2]
- In F (u (x, t) , v (x, t)) dx,

para t ~ 0, donde

M (8) := ¡'M (O d~ 1

. o

F (7", s) := ¡'7'h «. s) d~ + ¡'S h (O. O .u;
. a . o

y

(gO\7w)(t):= ¡t g(t-s)ll'w(t) -w(s)112ds.
. ,a

Lema 3.3. Supongamos que se cumplen las hipótesis (Hl)-(H5). Si ('/L, v) es una solución del problema (1.1)-(Ui)
sobre [O.T,náx[ con datos iniciales '/Lo, Va E HJ (n) nH2 (n) y 'UI, VI E L2 (n), entonces

E (t) + .1; [llu' (s)112 + Ilv' (5)112] ds
1 t [ '2 2]+210 s. (8) Ilu (s)11 + 92(8) 1111(8)11 d.s

- ~.I~[(g~ 0\7'U) (s) + (gíO\7v) (8) 1 lis = E (O) ,

(:U)

para t ~ 0, donde E (O) es la energía inicial definida por

E (O) : = ~ [17111;+ I'¡¡ll;] + ~ [ü (111/,0112)+ M (11'lioI12)]

- /' F (uo (:r), Vo (.r)) dx ..in
Demostración. Multiplicando a la ecuación (1.1) por u' y él la ecuación (1.2) por o'. sumando estos
resultados, integrando sobre SI: utilizando el teorema de la Divergencia, el Lema 2.2, (H3) Y (Hfí),
obtenemos

E' (t) + [1I'u' (t)112 + Ilv' (t)112]
+~ [.lJl(t) Ilu (t)112 + g2(t) Ilv (t)112]
-i [(g~O\7'U) (t) + (g~O\7v) (t) 1 = o.

De aquí, se obtiene el resultado, o

Definición 3.4. Para. una solución (-u, v) del problema (1.1) - (1.6) sobre [O,Tmrixl: s(-~define la función
explosión

;

.t
:2 ? . 2 '01

A (t) := [IU(t)!2 + Iv (t)I;] + [!lv,(s)11 + Ilv (8)11-1 ds, para t ~ O.
. o

CU)
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Lema 3.5. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1) -(H8). Si Cu, u) es una solución del problema (1.1)-(1.6)
sobre [O, Tmáx[ con datos iniciales 1¿O, Vo E' HÓ (O) nH2 (O) Y 71.1,vi E' L2 (O) entonces

Al! (t) - 4b+ 1) [171.'(t)l; + Iv' (t)l~

+ J: [llu' (8)112 + Ilv' (8)112] d8] 2: -4 (2')'+ 1)E (O),
(3.3)

para t 2: O, donde')' es la constante dada en (HG).

Demostración. Por diferenciación de (3.2), se tiene

A' (t) = 2 [(u' (t), u (t)) + (v' (t), v (t))] + [1171.(t)112 + Ilv (t)1I2] . (3.4)

Diferenciando (3.4), utilizando las ecuaciones (1.1) - (1.2) Y el teorema de la Divergencia, se obtiene

Al! (t) = 2 [11/ (t)l~ + Iv' (t)I~]

-2 [j\.f (1111,(t)112) 1171.(t)112 +M (11v (t)112) Ilv (t)112]
+2 [(!I (u (t), v (t)), 'u (t)) + (12 (u (t), v (t)) , v (t)) 1

+2 [J: g¡ (t - s) (('11.(8), u(t))) ds

+ J: f12(t - 8) ((V(8), v(t))) dS] .:i.G (7)

De (3.5) Y (3.1): resulta

Al! (t) - 4b+ 1) [171.'(t)l; + Iv' (t)l;
+ J~ [1171.'(8)112 + 111,'(8)1!2] rls]= --4 (2, + 1)E (O)

+ 2 J~l[lIh (v., v) + vh(v.: v) - 2 (2, + 1) F (v., v) 1 dx

+ 2 (2')' + 1) [M (11u (tlI12) + Al (11v (tlI12)]
- 2 iII (11u (t)1I2) + (2, + 1)./~.!l1 (8) d.sl1lU (t)112

- 2 M (11'0(tlI12) + (2')' + 1).J~ 92 (s) ds 11'0(t)112

+ 2 ./; Yl(t - s) (('lI(S),'/I(t))) ds + J; Y2(t - 8) ((V(8),U(t))) els]

- 2 (2')' + 1) [.J~ (g'lOV'u) (s) ds + .J;~Cq~OV'L')(s) ds]

+ 2 (2~(+ 1) [.J~9¡ (s) Ilu (8)112rls + J~92 (s) Ilv (8)112 d8]
+ 2 (2~(+ 1) [(9¡OVII) (t) + (,920VV) (t)]

+ 4~1 [.1; 11'/1'(8)112 IÍ" + .I~ 111"(8)112 ds] .

Utilizando la desigualdad 2((101,'/1)2))'::: - [lIlu1II'2 + IlwzW']: resulta

2 I~y(! - ,,) ( (U' (:;), /1'(t))) rl.~ 2 I~(J( t _. s) (( 1r(S) - (1' (t) . 11'( t))) ds

+2 (I~q (s) ds) 1111'(t)!12

> - [(yOvw)(t) -+ (I~,Ij(s)d:;) Ilu:(t)112]

+2 (I~g(.s)d8) Ilw(t)112

(I~g (.s) el.'!) Ilw (1)112 - (yOvlI') (/) .:).7

(3.6)

POl' las hipótesis (Hl), (mi) - (H8) Y utilizando 0·7), S~~obtiene de (:Hi) el resultado (:3.3). o

Lema 3.6. Supoiiqomio» que se cumpleii las hipoiesis (H1)-(H8). Si (u, 1.') es una solucián del problema (1.1)-(lJi)
sobre [O. 7~lláx[ con datos iniciales (lo, 1'0 E H{¡ (D) nH2 (n) y nI, 'VI E L2 (n), V satisjacicrulo usui tlc [as siquicnics
condiciones:
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(i) E(O) < O,

(ii) E(O)=O:z¡ A'(O»Ko,

(iii) E(O»O y A'(O) >r2 [A (O) + (Kl )l+KO'
4 "y + 1

donde
1(0 := IIuol12 + IIvol12 ,

A (O) .= luol~ + Ivol;, A' (O) := 2 [(Ul' uo) + (VI, vol] + Ko,

K1 :=4(2'"Y+1)E(0)+4b+1)Ko,

T2 := 2 ( '"Y + 1) - 2Jb+ 1h,
entonces

A' (t) > Ko, para t > to,

donde to := máx { .¡~1~~0':to),O} en el caso U) y to:= O en los casos (ii) :z¡ (iii).

Demostración. Consideremos tres casos de acuerdo al signo de la energía inicial E (O).

(i) Si E (O) < O, de (:U), se tiene

(3.8)

A"(t) ~ -4(2"l+1)E(0)

e integrando, resulta
A' (t) ~ A' (O) - 4 (2'"Y+ 1) E (O) t, para t ~ O.

Considerando A' (O) - Ko - 4 (2')' + 1) E (O) t > O, se obtiene

A' (t) > Ko, para. t > to,

donde
t .- .c.. { A'(O) "J"(I O}
() .- llldX 4(1+2'"))E(O)' .

(ú) Si E (O) ,= O, do p.~),se tiono
A" (t) ~ O

e iutegraudo. resulta
A' (t) ~ A' (O), para t? O.

Considerando .4' (O),- [\'U > 0, se obtiene

A' (1) > ](0, para 1 ? D.

[iii} Para E (O) > D. Prunero notemos qne se cumple

"t

2 / ((11" (8) .//' (.~))) lis = Ilu; (1)112 - 111110112.
. o

Usando la. desigualdad de Holder en (:3.9), se obtiene

(3.10)

Nuevamente usando la desigualdad de Holder en n.4) y por eUO). resulta

. A' (t) :S A (1) + Ku + [la' (t)I~+ !v' (t)I~]

+ /.t [Ii'([.' (8)i¡~ + II·¡.' (8)11~] ds.3.11
. (J

(9)
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De (3.3) Y (3.11), obtenemos

Al! (t) - 4h+ 1) Al (t) + 4h-:-1) A (t) + K 1 ;::: O,

donde
K1 ;= 4 (2, + 1) E (O) + 4 (, + 1) Ko.

Definamos la función K1
E(t):=A(t)+4h+1)' parat;:::O.

Considerando El (O) > T2B (O)+ [(0, la función B satisface las condiciones del Lema 2.5. Así se tiene
Al (t) > Ko, para t > O.Con esto se concluye la prueba del Lema 3.6. O

Definición 3.7. Para las estimativas del tiempo finito de la función explosión A, definamos la función

J (t) ;= [A (t) + (TI - t) [(or', para t E [O. TI] , (3.12)

donde T1 es uua constante positiva que será determinada posteriormente y ~/ es la constante dada en
(Ho).

Teorema 3.8 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1) - (Ht3). Si (v" v) es

una. solución del problema. (1.1) - (1.0) sobre [O,Trnáx[ con datos iniciales Ha. Va E HJ (D) nH2 (D) y 11,1,VI E L2 (D),
Y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(i) E (O) < 0,

(ii) E (O) = O Y A' (O) > [(o,

[A' (O) - KO]2 [K J
(iii) O < E (O) < 8 [A (O) + T

1
[(oJ y Al (O) > 1'2 A (O) + 4 h~1) + [(o ,

entonces I;míx < 00 y Iíni r!lu (t)112 + 1111(1)112] = cx:.. Adcuuis el tiempo finito Tmáx es estimado, en el caso
t--+T~~úx -

( .\'1),
.1 (to)

T' • < to ---
lmax - ~ J I (to) . (3.13)

Además, si J (to) < ruín { 1, ~}, entonces

(
0Z )l. V -b

TlIláx ::; to +R In r;;- .. .
\!_/¡-J(to)

(3.14)

En el caso (in ,
.1 (t 'T . < t ,_.o_J

rn a.x - U J' (t )(l.
(:3.15)

()

. .1 (tu)
I;lláx < tu + r::. .va

(3.10)

En el caso (ii-i) ,

(3.17)

o
Tl1láx < to + 2:3;;-' 7a {1 - [1+ eJ (to)rt:;-}.

donde a := ,2 [.1 (tn)] ~+2 [[Al (tn) - Ko]2 - 8E (O) [J (in)]-=;-']. u := 8,2 E (O) Y c:= (~) -,¡2 .

E 'l '(.') t '-- ,. f A'(O)-K" ()} 1·'- ° ' 1 ' " ... ('.) ( ..")ti ci C(J.SO 1. ,0 .- l1BX l4(1+2~,)E(O)' Yo .-- en ,0" U,,,'O,) \1.1 1) 7.11, .

(:3.18)
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Demostración. Por diferenciación de (:3.12): resulta

J'(t) = -"/ [J(t)]~+l [A' (t) - gol (3.10)

y
J"(t) = -"/ [J(t)]~+l V (t), (3.20)

donde
V (t) := A" (t) [A (t) + (TI - t) go]- (-y + 1) [A' (t) - gO]2 .

Utilizando la desigualdad C~a;bi) 2 :::: C~a;) C~b;), (3.9) Y la desigualdad de Holder, de (3.4), resulta

[A' (t) - 1(0]2 < 4 [A (t) + (T1- t) [(o] [111.'(t)l~ + Iv' (t)I~

+ ./~ [1111.'(5)11; + Ilv' (5)11;] dS] .3.21 (10)

De (3.20) Y (3.21), se tiene
.1" (t) < -'Y [.J(t)]~+1 te (t). (~1.22)

donde

te (t) = A" (1) - 4 (-y + 1) [1/1,' (t)l~ + Iv' (t)¡;

+ ./: [1I'u' (8)112 + Ilv' (s)II~]- .

Por (:3.~i) Y (3.22), resulta
J" (t) :::;ch' (2'1 + 1) E (O) [J(t)]++I, para t 2 tu.

De (3.R) Y (:1.]0), sc ticne
J' (t) <: D. para t > to. (:3.24)

Multiplicando (3.23) por J' (t) Y luego integrando de to a t. se obtiene

[J' (1)]2 2 a. + b [J (t)]2+~, para t 2 to, (3.25)

donde
(1 [J' (to)]2 - S~,:2.é.' (O) [J UO)]++2

~,'2[J (lo)] ~+2 [lA' (tu) - 1(U]2 - RE (O) [.J (tu)] ,1]

11 := K~12 E (O) .

(')1)"'('l"""lJ1 '" '1\1(0 ..., ,') si v solo "J' E' (()\ __ [A' (to) - [(0]2
;:.. ( os e . u, '-.' xr . ) <, K [A (t o) + (TI - t o) J{o] .

El cas() p.uticular ('11 el que E (O) < O, por (:.U:3) y (3.24), sc obticu.: dirccl·HllleJtI',e Iílll J (1) = () .r la
1·...,'1'.·

estimativa (::l,1:f) para el tiempo finito T,. Para los demás casos. por (:3.2,:],)y (:3.25). la función J satisface
lato condiciones del Lema 2.G. Entonces existe U11 tiempo finito T, tal que lí~\l_J (t) = OY la cota superior

,....•I.

para T* son estimadas respectivamente de acuerdo al signo de la energía inicial E (O).

Observemos que las estiniativas (:U 5) y (3.Hi) son equivalentes, es decir Ja = -J' (tu).

Desde que [O. T,,¡¡;x[ es el intervalo uraximal de las soluciones del problema (1.1) - (Lü). resulta que
T,":tX = T,.. También por lím .}(/) = 0, se obtiene

1.--+ Tt~;b(

líiu A (i.) == oo.
f.......:,T,~;¡x
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De aquí y la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se deduce

Con todo esto se concluye la demostración del Teorema 3.8. o

Observación 3.9. La selección de TI de (3.12) es posible escoger con algunas consideraciones. Veamos tres
casos de acuerdo al signo de la energía inicial E (O) .
(a) PUTa el caso E (O) = O.

POI' la condición A' (O) > Ko, resulta (11.1, 'uo) + (Vl, va) > O Y to = O. Por (3.15), escogemos

T > A (O) + T1Ko = _ J (O)
1 - ')1 [A' (O) - Ko] J' (O) .

Aplicando la desigualdad de Holder. desigualdad de Sobolcv-Poiucaré y la desigualdad de Y01Ulg, resulta

donde Bl es la constante de la desigualdad de Sobolev-Poincaré y e es cualquier constante positiva.
Escogiendo E = ,1, ' obtenemos

En particular, podemos tomar
A (O)

TI = .
~ 2B2 [1 12 1 ,2 1'Y 1 11·1 2 + 'U112 J

(b) PU'/'a el ClLSU E (O) < O.
Veamos dos casos de acuerdo al signo de A' (O) - K«.

bd Si A' (O) > Ko, entonces CU1, 110) + (v¡. vol > O y f() = o. Por (:3.13), podemos escoger 1\ como en el
caso (a).

b2) Si Al (O) < K«. entonces (nl,u.O)+ ('Uj,vo) < O Y iu = (1~\'~~~~¡~\6)')'Por (~.U). teniendo en cuenta el
signo de A' (tu) - [(o, escogemos TI que resuelva la inecuación

A Uo) + (TI - to) ¡(o
TI 2': tn + ~,r 4' (t ) - K 1 .

i l' n o,

(e) Pal'(¡, el coso E (O) > u.
Definamos las siguientes constantes positivas:

h+ ]) [A' (O) - l':lA (O) - (7'2 +- 1) Ku]
h'j :=

1'2 (2~(1- 1)

[Al (O) - }(0]2 [er - 1(0]
11·2 := . ,

8cyA (O)

A (O)
h··,:= ---
. (:~í- Ko

y
fA' (O) - KO]2 - 8E (O) A (O)/{,. .= .:...'--'~----''-:--:_----'-'-----'-'--

4 • RE (O) Ko '

donde

c:= { ;~{)
i

si, > Kn
si 'Y :S «;
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Entonces, resultan las siguientes equivalencias:

y

Ahora hallemos la constante positiva TI. Primero observemos las siguientes equivalencias con TI:

[A' (O) - KoJ2
E (O) < 8 [A (O) + T1KOJ {==} TI < K4,

A (O) + TIJ(u T T----'-'----::::: 1 {==} K3::::: I
e:y

y
e e2

/ < 1 {==} TI < K4 - 8E (O) Ko
V [A' (O) - J(oJ2 - 8E (O) [A (O) + TIJ(oJ

Por (3.17), debemos escoger TI que resuelva la inecuación

A (O) + T1J(0 :::::A (O) + T1J(0 < TI.

iV[A' (O) - KoJ2 - 8E (O) [A (O) + TIKoJ el

Por (:1.26) Y (:1.27), tenemos
E(O) < mín{KllK2}'

Por (3.32) y (3.28) - (3.30), el Ti que satisface (3.31), debemos de escoger en el intervalo

En particular, tomando TI = "3, resulta

Con esto se concluye las posibles selecciones de TI·

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(:1.29)

(:3.30)

(3.31)

(:3.32)

D
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