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REDUCIENDO EL ANCHO DE BANDA DE MATRICES DISPERSAS
SIMÉTRICAS CON ALGORITMOS GENÉTICOS

Ricardo López Guevara*

Resumen: El presente trabajo propone la reducción del ancho de banda en matrices dispersas
y simétricas: usando la Metaheurística Algoritmos Genéticos y un software desarrollado
en I\,1S. Visual Studio 6.0. Existen numerosas aplicaciones tanto en las ciencias como en la
ingeniería que requieren la solución de la reducción del ancho de banda de matrices dispersas
y simétricas. La. solución de grandes sistemas de ecuaciones algebraicas lineales con dispersión,
est.ructuradas y con coeficientes simétricos, involucra tener grandes cantidades de espacio de
almacenamiento y de tiempo computacional. El espacio de búsqueda es N! en la cual N es
IR, dimensión de la matriz, la cual usualmente es bastante grande. Este problema consiste de
encontrar una pennutación de filas y columnas de una matriz dispersa y simétrica dada, la
cual mantenga los elementos diferente de cero en una banda tan cercana como sea posible a
la diagonal principal.
Palabras clave: Metaheurísticas, Ancho de Banda: Algoritmo Genético, Explosión
combinatoria.

REDUCING THE BANDWIDTH OF SYMMETRICAL DISPERSED WOMBS
WITH GENETIC ALGORITHl\!IS

Abstract: This work proposes the minimization of bandwidth in sparse syrnmetric Matrix,
using genetic algorithms and an own software, developed in MS Visual Studio 6.0. There are
very numerous applications both in Science and Engineering that requires the resolution of
the minimizat.ion of bandwiclth in syrnmetric sparse inatrix. The solution of great systerns
of linear algebraic equations with dispersión. structured and symrnetric coefficients, involves
having great amounts of storage space ami a large amount of cornputatioual time, The search
space is N! in which N is the dimensiou of the matrix, which is usually quite large. This problem
consists of finding a permutatiou of the rows aud coliunns of a given sparse symmetric matrix,
which keeps the nonzero elcmeuts in a band that is as close AS possible to the inain diagonal.
Key words: tIetaheuristic: Bantlwidt.h, Ceuetic Alzorithinic. Coinbinatory Explosiou.

1. INTROD1JCIÓN

Hoy en día las máquinas resuelven problemas mediante algoritmos que tienen corno máximo una
complejidad o costo computarioual polinómiro. es decir. IR relación entre el t amaiio del problema y SH

tiempo de cj(,cllcit'Jll (':-i P()!iW'JlllÍ('O, Est.():-i pwblClWI:-i son H)..';l'Ilpados ('11d conjunto P. Los problemas «on
cost() f¡·whn·i;.tl o ('osl'() «ourbiuatorio est.án rl.)..';l'11padosel! el conjunto Nl". Est()s problemas no rioucn una

SO]UCiÓll pr.ictic-a, es decir. una máquina no puede resolverlos en UI1 tiempo razonable.
La impoitancia de una reducción en el ancho de banda de una matriz: radica en que

disminuirá significativarnente el tiempo de cálculo cornputacional para la descomposición de la matriz.
Se ha probado que el problema cl(J reducción de Ancho de Banda de una :l\Iatriz es un problema NP-
Completo. Papadimitriou [7] (197G) Y Garey (1978) inostraron que este es un problema NP - completo
aun cuando el grnf"o ck entrada sea un árbol cuyo máximo grado de vértice es ~, El espacio de búsqueda.
de soluciones es N!. donde N ('S la dimensión de la matriz, qne usualmente es lllUy gn\llde[3],

Un gran problema de la optimización es el fenómeno llamado "Explosión Coinbinatoria". que significa.
que cuando crece el número de variables de decisión del problema, d número de decisiones factibles y
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el esfuerzo computacional crecen en forma exponenciaL es decir el crecimiento de forma exponencial del
tamaño de espacio de búsqueda en relación con las variables y su dominio. Cuando el espacio de búsqueda
es muy grande, los mótodos completos son incapaces de encontrar una solución aceptable, por lo que se
opta por utilizar heurísticas y / o Metaheurfsticas. Sin embargo. no todos los problemas combinatorios son
tan complejos de resolver; existen algunos para los cuales hay algoritrnos que resuelven esos problemas
con un esfuerzo computacional que crece de manera polinomial con el tamaño del problema.

1.1. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

La solución de sistemas de ecuaciones lineales es un tema de gran interés en el mundo de la
computación actual, Son muchos los problemas que pueden resolverse utilizando estas técnicas, y en
áreas tan variadas como se quiera. Por eso es de gran importancia el estudio de algoritmos que optimicen
el uso de recursos computacionales corno la memoria física y el tiempo de ejecución, a la vez que se
encuentren soluciones correctas de manera óptima. Al estudiar las matrices generadas por los sistemas
de ecuaciones se puede observar ciertas características y propiedades, que pueden permitimos en algunas
ocasiones 11n tratamiento especial del problema mejorando los algorituios tradicionales al explotar la
estructura y las propiedades de la. matriz [4].

En nuestra investigación particular se pretende trabajar con nuevos métodos, como los Algoritmos
Cenét.icos, para la. solución de sistemas de ecuaciones con matrices asociadas simétricas, de estructura
dispersa y de cualquier dimensión. Los lll<'t.odos de Algorituios Gcnóticos simulan la. evolución de los
procesos y los cambios genéticos en las estructuras de los cromosomas tomados de la Biología, y se busca.
la solución tanto en procesamiento secuencial como paralelo. Este tipo de sistemas (ecuaciones lineales)
se encuentran en diversas áreas como optimizariones lineales y no lineales, análisis de elementos finitos,
problemas inversos de eingenvalores y muchas más. En general se debe usar algún tipo de pivoteamiento
para resolver correctamente estos sistemas y el reto es mantener una estabilidad computacional y la
estructura dispersa en las matrices.

De aquí la importancia de los Algoritmos Genéticos que tienen un método sistemático para la
resolución de problemas de búsqueda y optimización, los cuales se aplican imitando los mismos métodos
de la evolución biológica: selección basada en la población, reproducción sexual y mutación.

Además: Ull Algoritmo Cenético consiste de lo siguiente: encontrar los parámetros con los cuales cuenta
el problema, codificados en un cromosorna, y aplicar los métodos de evolución: selección y reproducción
sexual con intercambio de información y alteraciones que causan diversidad.

2. FORl\1ULACIÓN DEL PROBLEMA

2.1. Formulación

El sistema lineal de ecu arioues ;-1 ser considerado es ele la forma:

.·lJ; = b, (1)

donde A es uua matriz dispersa simétrica N "< N. Los elementos de A serán seiialudos COUlO (¡ij donde i es
el índice Iila y, es <-'1índice COllll111lH. Usaremos el valor máximo de lllc\x{l·i-.ii; 0íj 1= O} c-omo la medida del
aurho de bauda de A: VCl" [:"í]. 8s dccir míll{lll<.Íx{li -jl; lIij ¡ O}} cou Algoritmo» Gellc'~j·i(;()s.Este probk-nia
NP-coll1pleto. también puede ser formulado etiquetando los vértices de un grato. donde las aristas son los
elementos diferentes de cero de la correspondiente matriz simétrica. Muchos algoritmos de reducción del
ancho de banda han sido desarrollados desde 19CiOy se han aplicado a ingeniería estructural, dinámica
de fluidos, análisis de redes v muchos campos mas de la ingeniería.

2.2. Esquema del algoritmo Genético

Los Algoritmos Ceuét icos, AG, son algoritrnos de búsqueda paralela que imitan la selección natural
de 10:'< procesos de evolución. Un AG US;-1 el mecanismo natural de selección para guiar la búsqueda. En
el tiempo, la sdc("(·ióll natural 11(-) producido llll amplio rango de estructuras robustas (formas de vida)
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que eficientemente ejecutan un amplio rango de funciones. Parecido a la selección natural, los AG son
métodos de búsqueda robustos que requieren poca información para buscar efectivamente en espacios
pobremente entendidos.

Un AG es un proceso .que imita la manera en que trabaja la evolución biológica. Como la evolución,
este opera sobre una población de individuos los cuales representan soluciones potenciales para un
problema dado. Buscan producir los mejores (fitness) individuos (soluciones) combinando los mejores de
los existentes (crías). Usando la "táctica de sobrevive el mejor" ello separa los malos y tiende a producir
mas de los bu enos individuos. No solo produce más de las buenas soluciones sino mejores y mejores
soluciones. Esto es porque combina los mejores rasgos de los padres de los individuos para producir hijos
superiores. Este operador de combinación es llamado crossover o cruce. El término algoritmo genético
viene del hecho que los individuos son representados como strings o cadenas de bits análogos a los
crornosomas y genes. Adicionalmente para recombinar por cruce, también probamos con mutaciones
aleatorias de esas cadenas de bits tantas como se pueda. Esto mantiene al AG atrapado en una buena
solución pero no la óptima [6].

Nuestro modelo de AG codifica un diseño candidato (matriz) en una cadena binaria. Un conjunto
generado aleatoriamente de tal cadena forma la población inicial (matriz) desde los AG inician su
búsqueda. Tres operadores genéticos básicos guían este trabajo: Selección, Cruce y Mutación. El proceso
de búsqueda es iterativo, evaluativo, seleccionando y recombinando cadenas en la población durante cada
iteración llamada generación hasta que alcance una condición de parada.

2.3. Estructura de un Algoritmo Genético

Población Inicial
( Soluciones)

Aptitud o F.O.

~SI

Figura 1

3. METODOLOGIA

3.1. Metodología del AG

Panl llevar a la pd.ctica el esquema anterior y establecer cxplícit auicntc en el algoritmo, s(~debe
especificar los siguientes elementos:

• Una l"epl"escntaci<íll«roiuosómica.

• UnH población inicial
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• Una medida de evaluación (fitness o f.o.)

• Un criterio de selección de los cromosomas.

• Una o varias operaciones de recornbinación.

• Una o varias operaciones de mutación.

• Los parámetros de entrada del AG para guiar la evolución.

3.2. Una representación cromosómica

En est.e trabajo proponemos primero una representación binaria, para lo cual obtenemos una matriz
generada aleatoriamente. La metodología usada para. ello es usar M8 Excel para generar y simular la
matriz con una probabilidad de elementos diferente de cero, y obtenemos la matriz inicial, para iniciar y
generar el grafo de cromosomas equivalente. Por ejemplo: esta matriz de G x G

123456
1 111000
2 111100
3 111010
4 010111
5 001111
6 000111

y su grafo equivalente sería:

Figura 2

3.3. Una población inicial

Cm] 1Ft matriz y grafo inicial. se genera alcatoriarnente los crornosoiuas ejemplo: Un grafo «rornosoma
puede ser -1 (12:\4'ífi) y otros lT0I110S0111HS alcatori-uuonto pueden ser

(l 5 G :3 ¿ 1)
U-) 4 (j 2 1 :1)
(0452:31)

Hasta completar u rromosomas en la población (para este ejemplo: se usa el parámetro de la población
igual a 20). Luego generrunos la matriz equivalente :r obtenemos el ancho de banda y seguimos así.

3.4. Una rn.edida de evaluación (fitness)

El fit ness o medida de evaluación es lél capacidad del cromosoma, es decir el ancho de 1»uicla. el
máximo entre la columna y la fila. con valor 1. Este procedimiento básico es permutar filas y columnas
de la matriz dada para rninimizar el ancho de banda.
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3.5. Un criterio de selección de los cromosomas

Usamos como criterio de selección el procedimiento conocido de la Ruleta. Algunos cromosomas son
seleccionados más de una vez, esto es en concordancia con el teorema de los esquemas; los mejores
crornosomas obtienen mas copias, el promedio permanece y desaparece el peor.

Supongamos lo siguiente para el mismo ejemplo:

Población cromosoma 1 (1) 231645 Población cromosoma 1 (2) 451632
Población cromosorna 1 (3) 45132G Población cromosoma 1 (4) 231G45
Población cromosoma 1 (G) 1G43G2 Población crornosoma 1 (G) 364512
Población cromosoma 1 (7) 231645 Población cromosoma 1 (8) 65:1412
Población cromosoma 1 (9) 314256 Población cromosoma 1 (10) 451632
Población cromosoma 1 (11) 653412 Población cromosoma 1 (12) 231645
Población cromosoma 1 (13) 231G45 Población cromosoina 1 (14) 314256
Población cromosoma 1 (15) 635421 Población cromosoma 1 (16) 652143
Población cromosoma 1 (17) .546231 Población cromosoma 1 (18) 63.5421
Población cromosoma 1 (19) 314256 Población cromosoina 1 (20) 4516:32

3.6. Una o varias operaciones de recombinación

Ahora estamos listos para. aplicar el operador de cruce o recombinación para los nuevos individuos
de la población. Usamos el parámetro pc para. definir la probabilidad de cruce. Este parámetro nos da el
pc.size.pop, que es el número esperado de cromosomas a ser cruzados. En este trabajo usamos el método
de cruce de punto simple.

Genera un valor aleatorio entre O y 1 para el cruce:

1'(1) = .t:211HJ90451t:127
1'(3) = .4D4050t:U1lOl(j¡)[j
1'(S) = .lS2:)2SGlOD7860D
,.(7) = .9D2D7()(i6G4D6826
1'(9) = .305174046784973
T(11) = .332000494003296
,.(13) = 2.67905595932007E - 02
1'(15) = .86031:3415527344
1(17) = 8.48:3850D559li3l:3E - 02
'1'(10) = .111G6787147522

1'(2) = .6138m89%85724

1'(4) = .7G5(i0443G;3D75G2
7'(6) = .:í7:í[iOHiG82DOl
,.(8) =:3()(i7Pí42:i:)8:i7128
,.(10) = .498152554035187
1'(12) = .27%14:388942719
1'(14) = .202l)(i:3481~:n5Pí04
1'(10) = .(mJ1:~K514995575
/'(18) = .44871264G9G1212
,.(20) = .54()fíGn2R777G~J47

En este ejemplo, utilizamos para la selección solo él pc:.=O.25
Crornosoma seleccionado para el cruce

Cromosoma 1 =* (231 ti -:1 5): no
Cromosoura :)=* (-1 5 1 ;{ 2 (i): no
Croinosoina 5 =* (1 :í .13 G2): yes
Croinosoma 7 =-...=? (2 :) 1 G -1 :)): 110

Croinosorua 9 =--:c¿ (:114:2 5 (j): no
Croll10S0111H 11 ==? (ti f) :3 4 1 2): 110

Cl'OlllOSOlUH 13 ==? (2 J 1 (i 4 5): ycs
Cromosoma 1G=* (ii :1 G 4 2 1): 110
Cromosonia 17 =? (G 4 (12 :3 1): yes
Cl'OrnOSOmH 19 =? (:3 1 42 [) 6): yes

3.7. Una o varias operaciones de mutación

Cromosoma 2 =* (4 5 1 () ~\ :2): no
Croinosoiun -1=? (2 :\ 1 ti 4 S): no
Croiuosouui (j ==? (:3 (i 4 !j 1 2): 110

Cromosorna R-~· (ei S :\ -1 1 2): no
CrOlHOSOmi110 o=> l4 5 1 (j 3 '2): no
Cromosoina 12 =? (2 :3 J (il ó ): llO

Croiuosouia 14 ._-¿ (:3 142 S ri): ycs
Cromosoma 16 =? (G S 2 1 ~1:1): yes
Croniosoma iR =? (ri :3 'í 4 21): 110

CrOl1l0S01Ha 20 =~.(-1 S 1 G :3 2): 110

Del mismo modo quc en la operación de cruce. el operador de mutación usa el paráuictro de
probabilidad pm. Para este operador se hace lo mismo que en el caso anterior.



72 REDUCIENDO EL ANCHO DE BANDA DE MATRICES DISPERSAS SIMÉTRICAS

3.8. Los parámetros de entrada para guiar la evolución

En los programas NP-completo se podría evaluar todas las soluciones alternativas y elegir la mejor.
Si el total de soluciones es 1000000, se evaluaría todo, pero usando AG se puede usar solamente un
tamaño de población menor a esos 1000000 como 20, 30, 100, 200, ... cualquier valor que el investigador
considere. No esta definido ni normado una regla exacta, la idea es que el valor sea diferente al valor
real. Del mismo modo se trata el número de generaciones, el usuario define el valor de este paráinetro.
El parámetro para la probabilidad de cruce puede estar alrededor de 0.25, es decir se cruzara el 25 %
del tamaño de la población, después se pueden probar otros valores. En el caso del parámetro para la
probabilidad de la mutación es recomendado que este alrededor del 0.01. En conclusión, los parámetros
pueden ser dados por el usuario porque no hay reglas para cada uno de ellos.

4. RESULTADOS

4.1. Programa principal en Visual Basic

Main Program
t=o
Call startpob
Do While (t < Parameter.numgen)
t=t+l
Call selection
Call crossover
Call mutation
Call evaluate
Loop Figura 3: Ventana principal del programa

4.2. Resultados y Discusión

Nuestro programa en l'v1S-Visui'\,l.netse inicia con la ventana de la Figura 3, y requiere los parámetros
iniciales, el resto lo hace el AG. Finalmente, un conjunto de problemas fue corrido, para lo cual las
posiciones de los elementos diferentes de cero en las matrices dispersas simétricas fueron generadas usando
el generador de números aleatorios de 1\18 Excel, para garantizur S1l aleatoriedad. La densidad, se refiere al
promedio de elementos diferentes de cero en la matriz, fue obtenida ingresando una probabilidad deseada.
Tabla 1 - Experimento Computacional

Matriz inicial de Tamaño N 6 6 9 9 12 12 15 15 20
Tamaño de la población 20 20 20 25 30 30 20 25 25
Probabilidad de Cruce 25% 30% 25% 25% 30% 25% 25% 20% 20%
Probabilidad de Mutación 1% 2% 1% 1% 2% 1% 2% 1% 1%
Cantidad de generaciones 100 100 100 120 120 I 100 100 120 120

Probabilidad de No ceros (sparse) 60% 80% 55% 75% 70% 85% 65% 83% 80%
Cantidad de UNOS (1s) Densidad 10 8 30 22 30 12 62 30 56
Ancho de Banda Problema Inicial 3 3 8 7 8 8 14 13 16

I

Ancho de Banda Reducido 2 2 6 4 5 3 9 7 11
CPU TIEMPO - SEGUNDOS
(aproximado) 2 2.1 3.2 4 5.6 4 3.8 6 7
ESPACIO ALAMCENAMIENTO (kb) 1674 1684 2113 3156 4784 3975 3331 4924 8087
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Tabla 2 - Experimento Computacional
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Matriz inicial de Tamaño N 30 30 50

Tamaño de la población 25 25 20

Probabilidad de Cruce 25% 25% 25%

Probabilidad de Mutación 1% 1% 1%

Cantidad de generaciones 100 100 100

Probabilidad de No ceros (sparse) 70% 85% 70%

Cantidad de UNOS (1s) Densidad 225 107 740

Ancho de Banda Problema Inicial 27 27 49

Ancho de Banda Reducido 22 19 42
CPU TIEMPO - SEGUNDOS
(aproximado) 7.4 7.2 11

ESPACIO ALAMCENAMIENTO (kb) 9413 9407 15940

5 6 9 10 11 12 13

5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se reporta sobre el uso de un AG simple que permite cubrir con una evaluación
cornputacional muy costosa la función objetivo. Los resultados de nuestro experimento comput acional
revelan que las est rat.egias implernentadas con un procedimiento de un AG simple es capaz de
deseiupeíiarse competit ivament.e con otras 1\Ietaheurísticas como Tabú Search o Búsqueda Tabú. Aunque
se debe admitir que el procedimiento no es satisfactorio en algnnos casos cuando crece el tamaño de la
matriz inicial ya que consume mas tiempo de CPU. Por otro lado: aquí no se ha usado el método de cruce
de dobk- punto y puede s('r una oportunidad para «xpcrhncnt.ar nuevas formas de mejorar el lll(t()d().

Otro aspecto importante es tener que correr con otras matrices de diferentes tamaños el las probadas
aquí y también el uso de otros paráinetros.
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