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COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO PARA UN PROBLEMA DE
TRANSMISIÓN NO LINEAL CON AMORTIGUAMIENTO

LOCALMENTE DISTRIBUIDO Y CON MEMORIA
EN LA FRONTERA

Alfonso Perez", Raúl Izaguirre", Victoriano Yaurt*' & Andrés Guardia""

Resumen: Estudiaremos el Comportamiento asintótico para un problema de transmisión no
lineal con amortiguamiento localmente distribuido y con memoria en la frontera dado por el
sistema siguiente,

Utt - 6.u + Pr (x; al Ut) = ° en Orx]O,T[
Vtt - 6.v + P2 (x, a2Vt) v = ° en 02x]0,T[lt Bu sobre fx]O,T[ (condición de frontera)u(x,t)+ ° k(t-r) Bvdr=O

(*) v(x, t) = ° sobre I'2 X ]0,T[ (Condición de frontera)
Bu Bu

sobre I'1 (Condición de contacto)U=V'- =-
'Bv Bv

u(x,O) = UO,Ut(x,O) = U1 en 01 (Condición inicial)
v(x, O) = Vo, Vt(x, O) = VI en O2 (Condición de inicial)

Palabras clave: Decaimiento exponencial. Transmisión. Memoria en la Frontera. Amor-
tiguamiento Local Interno.

ASYMPTOTIC BEHAVIOR FOR A PROBLEM OF TRANSMISSION
WITH NONLINEAR DAMPING LOCALLY

DISTRIBUTED AND MEMORY IN THE BORDER

Abstract: We will study the asymptotic Behavior for a problem of transmission nonlinear
with damping locally distributed and with memory at the chosen to boundary for the system
following,

Utt - 6.u + P1 (x, al Ut) = ° In 01x]0,T[
Vtt - /:1v + P2 (x, a2ut) V = ° in 02x]0,T[¡t Bu fx]O,T[ (Condition of boundary)u(x,t)+ ° k(t-r) Bvdr=O on

(*) v(x,t)=O on f2x ]0, +oo[ (Condition of boundary)
Bu Bu

f 1 (Condition of contact )U=V'-=- on
'Bv Bv

u(x, O) = UQ,Ut(x, O) = Ur in 01 (Initial condition)
v(x, O) = Vo, Vt(x, O) = VI in 02 (Initial condition)

Key words: Exponential depression. Transmission. Memory in the Boundary. Local Internal
Damping.
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1. Introducción

El presente trabajo modela la oscilación de un sólido compuesto por dos materiales elásticos
diferentes y suponemos que su frontera externa es interior al fluido viscoelástico, produciendo un
mecanismo disipativo de tipo memoria mientras que su frontera interna es sujetado.

Los trabajos con amortiguamiento localmente distribuidos han sido estudiados por varios autores por
ejemplo ver [?, ?, ?, ?, ?] de la bibliografía y trabajos con disipación en la frontera también han sido
estudiados por muchos autores entre ellos podemos citar [?, ?, ?, ?, ?, ?, ?, ?]. Para información de
carácter teórico sobre la estabilidad del sistema planteado y su disipación en la frontera podemos ver en
[?, ?].

Modelos con disipación memoria son física y matemáticamente mas interesantes; físicamente, porque
nuestro modelo sigue las ecuaciones constitutivas para materiales con memoria y matemáticamente porque
las estimativas necesarias para obtener el decaimiento exponencial son más delicados y dependen de la
función relaxación, ver por ejemplo [?].

La disipación memoria es producido por la interacción de materiales con memoria, tales tipos de
disipación son muy sutiles y sus análisis son bastante delicados que el amortiguamiento friccional, porque
introduce otros tipos de dificultades técnicas, son muy pocos los trabajos en esta dirección, ver [?].

El trabajo planteado está básicamente sustentado en varios resultados obtenidos por ejemplo
[?, ?, ?, ?]. El presente estudio se torna bastante interesante debido a que efectos de amortiguamiento
en los cuerpos, se pueden reducir a tan sólo una vecindad de la frontera como lo es en este problema de
transmisión, y más aún con una disipación de memoria dada en la frontera.

Precisaremos ahora datos sobre el sistema planteado:
En el presente artículo se hace el estudio del sistema (*) donde el problema está bien puesto en el espacio
vectorial (uo, vo) E V; (Ul, VI) EL2 (nI) x L2 (n2) donde

V = {(u,v) E H1 (nI) x W;. u = V sobre rI} y W = {w E H1 (n2) ;w(x) = Osobre r2}

son espacios vectoriales.

Las hipótesis para el sistema son:
El dominio de n es un conjunto abierto de IRn, con frontera regular on = r de clase C3 que contiene a
ni; para i = 1,2 se tiene;

Pi : ni x IR-7 IRfunciones, i = 1,2 tales que,

1. Pi (x,s)s?: O, s E IR;x E ni; i = 1,2

OPi -
2. Pi Y as son continuas en ni x IR; i = 1,2

3. Existen constantes kl, k2 > OYP E IR,-1 < p ::; 2 tal que

Op·
4. ost (x, s) ?: O,Vs E IR;Vx E ni

5. F(s) =18

f(t)dt, G(s) =18

g(t)dt

ai :ni -7]R+ ai (x) ?: ai,O > O, a: E LOO (nd; i = 1,2 ni ~ ]Rn abierto y regular.

El sistema (*) tiene por energía
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la cual tiene un decaimiento exponencial, es decir,

:3 C,¡ > O tal que E(t) ~ c-:» 'Vt E (0,00).

2. Preliminares

Trabajaremos el sistema (*) para dos formas

• Para el caso cuando Pl (x, alud = f (u) y P2 (x, a2vd = 9 (v) con las condiciones dadas en (5) y
otras hipótesis conocidas para estas funciones

• Para el caso Pl (x,alut) Y P2 (x,a2ut) con las condiciones de (1)-(4)

A. Primeramente estudiamos para el caso:

Pl=f(u), P2=g(V) donde F'{s) > 1oSf(t)dt, 0(8)= 1oS9(t)dt
Definición 1. Diremos que el par (u, v) es una solución débil de (*) si,

(u,v) E LOO(O,T;V) y (ut,vt) E t= (0,T;L2(Ol) x L2(02))

y satisface la identidad;

rT r [u<ptt+VuV<P+f(u)<p]dxdt+ rT r [V'lPtt+VvVw+g(v)w]dxdtlo lo! lo l02
= r ul<P(O)dx- r uO<PdO)dx+ r vlw(O)dx- r vowdO)dxlo! lo! l02 l02

- 1r [K ~O)Ut + a (O)'u + al * u - a (t) uo] <pdr; 'V(<p,W) E C2 (O,T, V) (1)

tal que <P(T) = <Pt(T) = W (T) = Wt (T) = O.
denotemos por a (t) a la función que satisface,

K(O)a+K/*a= ~~;
t .

(K * g) (., t) = 10 K (t - r) 9 (., t) dr (convolución de K con g)

a (t) es llamado el núcleo resolvente de K.

Bu -1
Bv = K (O)Ut - a * Ut

Usando el resolvente de Volterra IS tenemos
Bu -1
Bv = K (O)u¿ - a * u¿

Efectuado una integración por partes obtenemos

Bu -1
Bv = K (O)Ut - a (O) u - al * u + a (t) Uo (2)

Para abreviar las anotaciones definimos los operadores:

(0;01) (t) = 10t o; (t - 7) If (t) - f (7)12 dr

(0;01) (t) = fot o; (t - 7) [f (t) - f (7)] dr
(o; * 1) (t) = (fot o; (8) d8) f (t) - (0;01) (t)
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Lema 1. VO'.E Cl y V<pE Wl,2 (O,T) se tiene:

(O'. * '1')(t) <Pt= (lt O'. (t - T) '1'(t) dT) <Pt

1 2 1, 1 d { ( t' ) 2}= -20'. (t) 1'1'(t)1 + 20'.0'1' - 2 dt 0'.0'1' - io ads 1'1'1 .

Mediante el Lema 1 y (5) de la hipótesis obtenemos la energía del sistema (*) :

E(t) = ~ r [lutl2 + lY'ul2 +2F(u)] dx2 i,q

+ ~102 [IVtI2 + lY'vl2 + 2G (v)] dx

+ O'.(t) r luI2 dr _ ~ r O'.'Oudr
2 ir 2 ir

y

dE (t) = __ 1_ r lutl2 dr + cr.' r lul2 dr _ ~ r a"Oudr.
dt K (O) ir 2 ir 2 ir

Teniendo en cuenta que:

a (t) > 0, al (t) < Oy a" (t) > 0, entonces d~;t) < °
obtenemos que la energía E (t) es decreciente.

Ahora bien, mediante el método de los multiplicadores y operadores de Liapunov e inmersiones de
Sobolev obtenemos el decaimiento exponencial y polinomial, esto es, se tiene el operador,

~ (t) := N E (t) +~ (t)
con

~ (t) = Jo (t) + (n ~ 8) [101 uutdx + 102 VtVdX]

y

deducimos:
d 80dt~ (t) ~ --;¡E (t) ~ -C~ (t)

de donde se obtiene el resultado deseado:

E(t) ~ CE (O) exp (-ólt) ; donde CyÓl son constante positivas

y también el decaimiento polinomial

C
E(t) ~ +lE(O).

(1+ t)P
B. Ahora estudiamos el caso:

Ahora se tiene el sistema

Utt -!::.u + p: (x, alud = ° en OlxJO,T[
Vtt - !::'v+ P2(x, a2vd = ° en 02XJO, T[lt

au sobre rxJO,T[u(x,t)+ D k(t-T)avdT=O
(**) V(x,t)=0 sobre r2xJo, T[

au av
sobre rlU=V'- =-'av av

u(x,O) = Uo(x) ,Ut(x,O) = Ul (x) en 01
v(x,O) = VD(x), Vt(x,O) = VI (x) en O2
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Definición 2. Diremos que el par (U, v) es una solución débil de (**) si,

y satisface la siguiente identidad

...
(T ( [u'Ptt+'Vu'V'P+pr(x,alut)'P]dxdt+ (T ( [V'lPtt+'Vu'V'Ij;]dxdtlo lOl lo l02

+ (T ( [p2 (x, a2ut) 'Ij;] dxdt = ( Ut'P (O) dx - ( UO'Pt (O) dxlo l02 i, i;
+ 102 vl'lj; (O) dx -102 vo'lj;t (O) dx -1 [K ~O) ".

+1[a (O) u + al * u - a (t) UD] 'Pdf; 'V ('P, 'Ij;) E C2 (O, T; V) (:3)

tal que
'P (T) = 'Pt (T) = 'Ij; (T) = 'lj;t (T) = O

las hipótesis que usamos sobre a (-) son las siguientes:

a (t) > O, al (t) < O, a" (t) > O; 'Vt 2: O
-c.« (t) < a" (t) < -c,«, 'Vt 2: O

(4)

donde las constantes son positivas.
El dominio O es un conjunto abierto y acotado de IRn, 1 s:; n s:; 3, con frontera regular (clase C3),
(UD, VD) E V y (Ul, vi) E L2 (Od X L2 (02), UD= O en f.

Teorema 1. Consideremos los datos iniciales

Entonces, existe una solución (U, V) del sistema (**) , satisfaciendo la condición de compatibilidad

entonces

Demostración: La prueba de la existencia de soluciones es usando el método de Galerkin.
Trataremos ahora que la energía asociada al sistema (*) decae exponencialmente cuando el tiempo t va
hacia el infinito.
Primero necesitamos algunos resultados preliminares.

Lema 2. Bajo las notaciones anteriores tenemos que:

d 1 Ir 2 al (t) Ir 2 1Ir "-E (t) = --(-) IUtl df + - lul df - - a Dudf
dt K O r 2 r 2 r

donde
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Demostración: Multiplicando por Ut (**) 1Ypor Vt (**)2 luego sumando se obtiene el Lema 2. Podemos
observar de las hipótesis (1 - 5) que los términos del segundo miembro (8) son todos negativos en
consecuencia la energía es decreciente.

Denotemos el operador Jo por

donde qk :n -+ IRes un campo escalar, q = (q1, q2,·· ., qn).
Lema 3. Sea q (x) = x - Xo E C1 (O) , entonces cualquier solución fuerte de (**) satisface

Demostración:

Multiplicando por q.'\7u (qk:~) en (**)1 se obtiene

Análogamente multiplicamos por q- V'v (qk ::k) en (**h se obtiene

sumando (6), (7), ordenando y de la definición de Jo se obtiene el Lema 3.

Lema 4. Para u (x, t) solución débil de (**); se tiene

Definimos la funcional

iP (t) = Jo (t) + (n ~ 8) [!nI uuidx + !n2 VVtdX] .

Considerando q (x) = x - xo, se tiene el siguiente lema.
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Lema 5. Con la hipótesis del Lema 2 y 3 se tiene:

donde
Eo = ~ r [lud2 + IV'uI2] dx + ~ r [lvd2 + IV'vI2] dx.i; ln2

Demostración: De los Lemas 2 y 3 Yla definición de <I>(t) obtenemos el Lema 5.

Lema 6. Con las hipótesis (1) - (4) respecto a las funciones

<f'i,ai para í = 1,2

se tiene,

11= r <f'1 (x, al ud [u + q.V'u] dx ~ CE (t)i;
h= r <f'2 (x, a2vd [v + q.V'v] dx ~ K E (t)ln2

Demostración: Ver [?).

3. Teorema Central

Teorema 2. Con la hipótesis (1) - (5) se tiene que para u (x, t) solución débil de (**), la
energía asociada al sistema E (t) decae exponencialmente cuando t tiende al infinito, es decir, ::1 e,61
constantes positivos tal que

E (t) ~ eE (O)exp (-61t)
Demostración:

En r, IV'ul = I~~l· De la condición de memoria en la frontera (**h y la relación

(a *!) (t) = (!at a(S)dS) f (t) - (aO!) (t)

se obtiene,
au 1 () I- = ---Ut - a t u - a Ouav k (O)

De donde se sigue,

y desde que,

y como a (t) > 0, al (t) < 0, a" (t) > ° se tiene,
I~~I~Ko {lutl2 + a(t) lul + aIOu}. (8)
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Desde que

Tenemos que
~= NE(t) + ~(t)

satisface

!~(t) ~ - :0 Irlutl2 df + Na~ (t) 1r1ul2 df - ~ Ir a"Dudf + e Irl ~~12 df
- 00 Eo (t) + r q.v IUtl2df

2 ir
De (8) en (9) concluimos que

(9)

Entonces obtenemos,

de donde nuestra conclusión se sigue.

4. Conclusiones

El método usado para obtener el decaimiento exponencial del sistema (**) que era nuestro objetivo,
tiene bastante dificultad para estimar el término disipativo interno Pl (x, al Ul), P2 (x, a2Vt) ver [?], en
un caso particular puede ser considerado al (x) Ut y a2 (x) Vt. Se han combinado muchas técnicas en este
problema que tiene disipación interna y disipación de tipo memoria en la frontera. De esta manera asegura
el decaimiento de la energía.

Sería materia de estudio analizar el comportamiento asintótico de la energía usando el Método de
Continuación Única.
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