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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO PARA UN PROBLEMA DE

TRANSMISION NO LINEAL CON AMORTIGUAMIENTO
LOCALMENTE DISTRIBUIDO Y CON MEMORIA
EN LA FRONTERA

Alfonso Perez', Rail Izaguirre ", Victoriano Yauri"' & Andrés Guardia™"'

Resumen: Estudiaremos el Comportamiento asintético para un problema de transmisién no
lineal con amortiguamiento localmente distribuido y con memoria en la frontera dado por el
sistema siguiente,

ug — Au+ p1 (zja1) =0 en 1 x]0, T
vt — Av + pg (zya9v))v=0 en Q2x]0,T

t
7]
u(z,t) + / E(t—r1) B—Zd*r =0 sobre I'x]0,7[ (condicién de frontera)
0

(%) v(z,t) =0 sobre [I'9x]0,T[ (Condicién de frontera)
u=v; % = % sobre T'; (Condicién de contacto)
u(z,0) = ug, w(z,0) = u; en 21 (Condicién inicial)
v(z,0) = v, v¢(2,0) =v; en 22 (Condicién de inicial)

Palabras clave: Decaimiento exponencial. Transmisiéon. Memoria en la Frontera. Amor-
tiguamiento Local Interno.

ASYMPTOTIC BEHAVIOR FOR A PROBLEM OF TRANSMISSION
WITH NONLINEAR DAMPING LOCALLY
DISTRIBUTED AND MEMORY IN THE BORDER

Abstract: We will study the asymptotic Behavior for a problem of transmission nonlinear
with damping locally distributed and with memory at the chosen to boundary for the system
following,

we — Au+ pr (z,a1u) =0 in Q;%]0,T]
vy — Av+ py(z,a0m)v =0 in  Qx]0, T

t
u(z,t) -I-f E(t—T) %dr =0 on I'x]0,T[ (Condition of boundary)
0

(*) v(z,t) =0 on T'yx]0,+eco[ (Condition of boundary)
ou Ou s
U= v; 5 By on ['; (Condition of contact)

u(x,0) = ug, u(z,0) = u; in € (Initial condition)
v(z,0) = vo, v (z,0) =v; in £y (Initial condition)

Key words: Exponential depression. Transmission. Memory in the Boundary. Local Internal
Damping.
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1. Introduccién

El presente trabajo modela la oscilacion de un sélido compuesto por dos materiales elasticos
diferentes y suponemos que su frontera externa es interior al fluido viscoeldstico, produciendo un
mecanismo disipativo de tipo memoria mientras que su frontera interna es sujetado.

Los trabajos con amortiguamiento localmente distribuidos han sido estudiados por varios autores por
ejemplo ver [?, 7, 7, 7, 7] de la bibliografia y trabajos con disipacién en la frontera también han sido
estudiados por muchos autores entre ellos podemos citar [?, 7, 7, 7, 2, 7, 7, ?7]. Para informacion de
cardcter tedrico sobre la estabilidad del sistema planteado y su disipacién en la frontera podemos ver en
[2; 2]

Modelos con disipacién memoria son fisica y matematicamente mas interesantes; fisicamente, porque
nuestro modelo sigue las ecuaciones constitutivas para materiales con memoria y matematicamente porque
las estimativas necesarias para obtener el decaimiento exponencial son mas delicados y dependen de la
funcién relaxacién, ver por ejemplo [?].

La disipacién memoria es producido por la interaccién de materiales con memoria, tales tipos de
disipacién son muy sutiles y sus andlisis son bastante delicados que el amortiguamiento friccional, porque
introduce otros tipos de dificultades técnicas, son muy pocos los trabajos en esta direccion, ver [?].

El trabajo planteado estd basicamente sustentado en varios resultados obtenidos por ejemplo
[?7, 2, ?, ?]. El presente estudio se torna bastante interesante debido a que efectos de amortiguamiento
en los cuerpos, se pueden reducir a tan sélo una vecindad de la frontera como lo es en este problema de
transmision, y mas aun con una disipacién de memoria dada en la frontera.

Precisaremos ahora datos sobre el sistema planteado:

En el presente articulo se hace el estudio del sistema (*) donde el problema estd bien puesto en el espacio
vectorial (ug,vg) € V; (u1,v1) € L?(Q1) x L? (Q2) donde

VZ{(u,v)eHl (1) x W; u = v sobre Fl} y W= {wEHl (Q2) ;w (z) = 0 sobre 'y}

son espacios vectoriales.

Las hipdtesis para el sistema son:
El dominio de € es un conjunto abierto de R™, con frontera regular 8Q = I" de clase C® que contiene a
;; para ¢ = 1,2 se tiene; '

pi : i x R — R funciones, ¢ = 1,2 tales que,

1. pi(z,8)s >0, seRz€Qy; i=1,2
dpi . a . _
2.y 55 S0 continuas en {4; x R; ¢ = 1,2
3. Existen constantes k), k; >0y p €R, -1 < p <2 tal que

kra; (z) ISIPH < |pi (z,8)| < kaa; (x) [|S|p+1 -+ lsl] Vs e R Vo €
8,0,;
4. E (I,S) 2 O,VS S ]R.;V$ < Q,;

5. F(s) = f @, G(s) =f g(t)dt
0 0
ai: Qi = RT a;i(2) > aio >0, a; € L®(); i =1,2 Q; CR™ abierto y regular.
El sistema (x) tiene por energia

E(t) = ljg; []mlz + |Vu|® + 2F (u)} dz + 1/02 [|v£|2 + Vol +2G ('u)] dx

2 2
— / o ) / luf? dT
2Jr 2 Jr



la cual tiene un decaimiento exponencial, es decir,

3C,y>0talque E(t) <Ce ™" Vit € (0,00).

2. Preliminares

Trabajaremos el sistema () para dos formas

9

» Para el caso cuando py (z,a1u:) = f(u) y p2 (2, a2v:) = g (v) con las condiciones dadas en (5) y

otras hipdétesis conocidas para estas funciones

s Para el caso p1 (z,a1u) y p2 (2, a2us) con las condiciones de (1)—(4)

A. Primeramente estudiamos para el caso:

p=1), p2=g(0) donde Fs)= ["F(0)at, G = [ att)i

Definicién 1. Diremos que el par (u,v) es una solucién débil de () si,

(u,v) € L% (0,T; V) y (u,v) € L™ (0,T; L2 (1) x L? (22))

y satisface la identidad;

T T
f [wpr + VuVp + f (u) @] dzdt + / / (v + VoVY + g (v) 1] dzdt
0 Qq 0 Qs

—/Ql ulw(o)dx_/gl uDgat(O)d:n—i—[m vlw(O)dx—/szowt (0) dz

_f [Luﬁam)u+a’*u—a(t)uol 0dl; Y (o, %) € C2(0,T,V) (1)

r LK (0)
tal que ¢ (T') = ¢ (T) = 9 (T) = 4 (T) = 0.

denotemos por a (t) a la funcién que satisface,

—K'
1% _
K(©)o+K"a= 105

t
(K xg9)(..1)= f K (t—7)g(.,t)dr (convolucién de K con g)
0

a (t) es llamado el niicleo resolvente de K.

ou -1 N
ot R S
v K(0)" “‘
Usando el resolvente de Volterra ‘s tenemos
u -1
A ()
Efectuado una integracion por partes obtenemos
o] -1 '
8_1: = mut —a(0)u—a *u+a(t)ug

P . L . -
) 0)= [ alt=7)If© -5 OF dr
@@= [ at-nlf O~ F@Nar
@ n®= ([ ) 10 -@on e
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Lema 1. Va € C' y Vo € W12 (0,T) se tiene:
t
@ @e= ([ at-ne®dr)e
Bl 2, o, 14 _ ft 2
= 2o:(t) lo (8)]° + QC!D 5 {aDt,a ( : ads | |e|* ¢ .

Mediante el Lema 1y (5) de la hipdtesis obtenemos la energia del sistema (*) :
1
BO)=; [ [lulf+Vuf +2F ()] do
2 Jo,
1 2 2
+ = lve|© + | Vol + 2G (v) | dz
" _

2 Jo
+3@/ﬁﬁﬂulfammr
2 Jr 2Jr

dE(t)__ 1 2 _Oi'r 2 1[ "
T K(O)/];|Utl dl’ + 5 /F|u| dF—§ Pa Cudr.

Teniendo en cuenta que:

a(t) >0, d' (t) <0y a’(t) >0, entonces dEdt(t) <0

obtenemos que la energia F (t) es decreciente.
Ahora bien, mediante el método de los multiplicadores y operadores de Liapunov e inmersiones de
Sobolev obtenemos el decaimiento exponencial y polinomial, esto es, se tiene el operador,

£(t) = NE(t) + & (¢)

con 6
Mﬂ=hm+(t;)UJmm+/umﬂ
2 o Q2
y
Jo () :/ urq.Vudz + / viq.Vudz
Ql 92
deducimos:

d 1)
€ < _?[’E(t) < -C&(t)

de donde se obtiene el resultado deseado:
E (t) < CE(0)exp(—é;t); donde Cyé; son constante positivas

y también el decaimiento polinomial

E(t) < E(0).

(1 % t)p+1
B. Ahora estudiamos el caso:

p1 = pi(z,a1w) y p2 = p2 (z,azv)
Ahora se tiene el sistema

Uy — Au + M (CB, alut) =0 en 91X]0,T[
vy — Av + pa (z,a2v,) =0 en %10, T

t ou
w(z,t) + f k(t—7)-—dr=0 sobre I'x|0,T]
0

v
(%) v(z,t) =0 sobre I'3x]0,T[
u=v o =5 sobre I

u(z,0) = ug (2) ,u(2,0) = uy () en 0
v(z,0) = vy () ,ve(2,0) = vy (z) en 2o
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Definicién 2. Diremos que el par (u,v) es una solucion débil de (xx) si,
(u,v) € L= (0,T; V) y (u,v) € L= (0,T; L* () x L? ()

y satisface la siguiente identidad

T T
f / [wpe + VuVe + p1 (2, a1u) @] dzdt + / / [vipy + VuV| dadt
0 M 0 o

F
+/D /Qz [o2 (z, aguy) ] dodt = /Ql urep (0) dx_[nl wopr (0) daz

-1-/02 v (O)dm—/ﬂz Vot (O)dfﬁ—/r [ﬁ”t]
-|_fP [a(O)u+a’*u—a(t)uo] wdl; Y (p,%) € C2(0,T;V) (3)

tal que
(M) =@(T) =4 (T)=4:(T) =0
las hipétesis que usamos sobre a (-) son las siguientes:

a(t) >0,a' (t) <0,a" (t) >0; Vt >0 (4)
—Coa' (t) < a”(t) < =Cid’; V>0

donde las constantes son positivas.
El dominio 2 es un conjunto abierto y acotado de R”, 1 < n < 3, con frontera regular (clase %),

(uo,v0) €V y (ur,v1) € L2 (1) x L2(Q2), uo =0en .
Teorema 1. Consideremos los datos iniciales
(u0,v0) € V'y (u1,v1) € L? (1) x L* (), up=0enT.

Entonces, existe una solucién (u,v) del sistema (xx), satisfaciendo la condicién de compatibilidad

Su 1 Au dv
—8—120 = _K—(O)ut — aug sobre T ug =vg y ’Yla = ’Yla; sobre I'y;

entonces
(u,v) € C(0,T; H? (1) x H2 () NCL(0,T;V)NC? (0,T; L2 () x L? (Q2))

Demostracién: La prueba de la existencia de soluciones es usando el método de Galerkin.

Trataremos ahora que la energia asociada al sistema (%) decae exponencialmente cuando el tiempo ¢ va
hacia el infinito.

Primero necesitamos algunos resultados preliminares.

Lema 2. Bajo las notaciones anteriores tenemos que:

d — 1 2 af(t)/ 2 _l-/ "
2B = K(O)frmf[ ar + 52 [ juar - 5 [ o'Oudr

—/Q p1 ($,a1ut)utd:£—f p2 (z,asvs) dz ()

Qo

donde

1 4 1 t .
E(t)= -Q-/Q [|ut|2 i |Vu|2} dz + 5/5; [|v¢|2 + |\7'u|2} de — 3 /I:a’DudI‘ + % /1“ u|? T
1

2
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Demostracién: Multiplicando por wu; (xx); y por v (), luego sumando se obtiene el Lema 2. Podemos
observar de las hipétesis (1 -5) que los términos del segundo miembro (8) son todos negativos en
consecuencia la energia es decreciente.

Denotemos el operador Jy por

Jo (t):f uq.Vudz -]-/ vrq.Vodz
1931 2

donde g : 2 = R es un campo escalar, ¢ = (q1,42,- . ., @n)-

Lema 3. Sea q(z) =z — xp € C'! (Q2), entonces cualquier solucién fuerte de (+) satisface
%(JD t) < - [21 p1 (z,a1u) . Vudz —/ p2 (z,a2v) q.Vvda
+ 3 [ [vul =] = [ 9u 3 [ [jul = 19u] qoar |
+§/92 (Vo] - [uuf?] - /ﬂz Vo

Demostracion: 8
Multiplicando por ¢.Vu (qk %) en (xx), se obtiene
k
d ,
_.f ©1 (:c,awﬂq.Vud:c:a (/ uq - Vuda:) / div (q) |u|? dz (6)
W
-—f e V+/ Z o Ve Var

1 1
- div (q) |Vul* + §f q.v|Vul?.
(931 ry

ov
Anélogamente multiplicamos por ¢ - Vv (qk—) en (*#), se obtiene

Oz
d 1 . 2
—/ w2 (x, agvy) ¢Vvdr = — / wq - Vodz ) + A/ div (q) |ve|* dz+ (7)
ol dt Qs 2 o

1
+—/ q-v|Vo)?
2 Jr,

sumando (6), (7), ordenando y de la definicién de Jy se obtiene el Lema 3.

Lema 4. Para u (z,t) solucién débil de (xx); se tiene

4 2 2 ou 2 2
— d +/ vvdm)*/ wl|”+|Vu d:r—/u—df+/ ve|* + |V
at(LUtux o QI[I "+ !] e QZ[I:I | I]

—[ w1 (m,alut)u—] w2 (z, agus) v.
Ql Q2

/ uutda:+/ vvtdm].
1971 Qg

Considerando q (z) = = — zg, se tiene el siguiente lema.

Definimos la funcional

B (t) = Jo(t) + (”;‘5)




Lema 5. Con la hipétesis del Lema 2 y 3 se tiene:

g(‘b )=~ (n_~—_;5_+_2> LI e1 (@, a1u1) [u+ g Vulde
_ (R_TM) fﬂl i e e

o f [|ut|2 - |Vui2] q-vdl
2 Jr

donde i i
— 2 2 1 2 2
Eo_gfm []ut| + |V ]dz+2/02 [|ng + |Vl ]d,:r:.

Demostracién: De los Lemas 2 y 3 y la definicion de ¢ () obtenemos el Lema 5.
Lema 6. Con las hipétesis (1) — (4) respecto a las funciones
wi,a; parat=1,2

se tiene,

= / ¢1 (2, a1w) [u+ ¢.Vuldz < CE(t)
1931

I = f w2 (:c,az'ut) [’U + q.V’U] dr < KE (t)
Q2

Demostracién: Ver [?].

3. Teorema Central
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Teorema 2. Con la hipdtesis (1) - (5) se tiene que para u(z,t) solucién débil de (xx), la
energia asociada al sistema F () decae exponencialmente cuando t tiende al infinito, es decir, 3 ¢, 4,

constantes positivos tal que
E (t) < cE(0)exp(—d1t)

Demostracién:
EnT, |Vu| = ‘g—g‘ . De la condicién de memoria en la frontera (**)3 y la relacién
t
@O = ([ a6is)10-@onw
se obtiene,

ou

1 !
e ——mm—a(t)u—aOu

De donde se sigue,

Ju
ov

2
<2 {‘%(o) Jue]* — a? (£) |uf* - Ia’<>”|2}

y desde que,

t
[a’0u|2 = ‘/ﬂ a (t—s){u(s) —u(t)}ds

y como a(t) > 0,a’ (t) < 0,a” (t) > 0 se tiene,

du

v

< Ko {!utF +a(t)u + a’[lu} .

P (/Uta’(t-s)ds) lo/| D,

(8)
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Desde que

frluﬁdr < cfn [|w52+ 1W|2] dz

¢=NE(t) + & (t)

) < — /|u|2dr+N“’ *) f| 2dr — N/ ”DudFJrc]
N

_dp (t)—i—/q.v g2 dT
2 r

Tenemos que

satisface

oul?

9
| dr (9)

e (8) en (9) concluimos que

d N 2 N I 60
d_tg < - (m —c2)_/1:|u,;| dl' — (3 ~c2) /Fa DudI‘—?E(t)

Entonces obtenemos,
-ﬁ(t) < ——E (t) < —c£(t)

de donde nuestra conclusion se sigue.
4. Conclusiones

El método usado para obtener el decaimiento exponencial del sistema (%) que era nuestro objetivo,
tiene bastante dificultad para estimar el término disipativo interno py (z,a1u1), p2 (z,azv;) ver [?], en
un caso particular puede ser considerado a; (z) us y a3 (z) v¢. Se han combinado muchas técnicas en este
problema que tiene disipacidn interna y disipacién de tipo memoria en la frontera. De esta manera asegura
el decaimiento de la energia.

Seria materia de estudio analizar el comportamiento asintético de la energia usando el Método de
Continuacién Unica.
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