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ESPACIOS CON PESO

Nancy Moya.*

Resumen: En este articulo, presentamos un estudio analitico de una clase de pesos,
damos algunas propiedades y formulamos algunas estimaciones de estos. Definimos los
correspondientes espacios de Sobolev con pesos, tratamos de establecer algunas relaciones
entre los espacios de Sobolev con peso y sin peso. Construimos las inclusiones de Sobolev con
peso entre los espacios de Sobolev con peso.
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peso.

WEIGHTED SPACES

Abstract: In this paper, we present an analytical study of a class of weights, We formulate
some properties and some estimates of these. From finimos corresponding Sobolev spaces with
weights, try to establish some relations between Sobolev spaces with weight and weightless.
We built Sobolev inclusions weighing between Sobolev spaces with weight.

Key words: Weight function, Weighted Sobolev spaces. Weighted Sobolev Embeddings.

1. Introduccién

En este articulo hacemos un estudio analitico de una clase de pesos y damos algunas propiedades
de los mismos. Presentamos ejemplos importantes de pesos e introducimos una amplia clase de pesos
Ry, pa,..pr ¥ formulamos algunas estimaciones de estos.

En la Seccioén § 77, definimos la clase de funciones peso R,, . 5., Para algunas constantes py, pa, . .. px
positivas, los cuales son definidos como pesos que pertenecen a C*(RV,(0,00)) y para z € R, |a| = r,
con 1 < r < k, satisfaciendo la siguiente desigualdad

D*0()| < prp(a), = € RV (10)

Probamos que si p estd en la clase R, ,,, entonces su reescalamiento definido por p.(z) = p(ez),
tambien estd en la clase R, 2 ,,. Asimismo, los pesos de esta clase verifican estimaciones del tipo
p(z) < p(z — y)emplly‘, x,y € RN, En particular, si = y, tenemos que p(z) < “1#p(0), donde
C = v/Np;. Esto significa que los pesos de la clase R, ,, tienen a lo mas un crecimiento exponencial en
el infinito.

En la Seccién § 77 definimos los correspondientes espacios de Sobolev con esos pesos, y analizamos las
propiedades importantes de estos espacios. Tratamos de establecer algunas relaciones entre los espacios
de Sobolev con peso y sin peso.

En la Seccién § 7?7 Con las herramientas de la Seccién anterior construimos las inclusiones de Sobolev
con peso entre los espacios W, ki RY)y Lq (IRN ). Finalizamos esta seccién analizando cuando es posible

establecer las inclusiones de Sobolev con peso de manera analoga a las inclusiones de Sobolev sin peso
EpmN N
W P(R™) = LI(RT) (11)

y cuando no es posible, para ello estudiamos el comportamiento de los pesos.
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2. Funciones peso

Una funcién p : RN — (0,00) continua y estrictamente positiva sera denominada funcién peso.
Requeriremos propiedades adicionales de p, como es la regularidad.

Definicién 2.1. Diremos que una funcion peso p : RNV — (0, o0) es una funcion de la clase R,, .,
con k € N si:

(i) pe CHI(RN)

(i3) |D*p(z)| < prp(z), paraz € RV, |a| =T, con 1 <1 < k, y para ciertas constantes positivas p;.

En particular, se dird que p estd en la clase R, si se verifica la Definicién 77 para todo k € N.

Lema 2.1. Sea p un peso de la clase R,, ,,. Entonces se tiene:
(2) pe(z) == p(ex) es un peso de la clase R,, (2, .
() p(z) < p(z — y)e‘m"‘iyi, z, ye RV,

Algunos ejemplos importantes ver en [?].
Ademaés estos pesos verifican las siguientes desigualdades, que son muy itiles en el estudio de las
propiedades de regularizacién de la solucién de la ecuacién del calor, que formulamos en el siguiente lema

Lema 2.2. (¢) Para todo p € Ry, 55, %((% < eVNeilz—yl,
(43) Si p(z) = (1 + |z|?)", con v € R tenemos que

;’;% < CO(1+]z -y (12)

y la siguiente condicién de integrabilidad en RY

/RN(l + |2]?)Y dz < co siy sdlosiy < % (13)

(#33) Si p € C*(RYN), tal que p(z) = €"® si || > 1, con v € R, entonces satisface,
i) < Cel*=¥ parg cada z,y € RY
p(y)

y es integrable si v < 0.

Para la demostracion ver [7].
Ahora, presentamos el siguiente lema, que serd til en la siguiente seccién

Lema 2.3. Sip€ R= R, p,,...p, entonces
|D*p"(z)| < Cp¥(z), para cada|a| <n, weR.

donde C = C(n,w, p1,p2,-- -, Pn)-
En particular, Yw € R, p¥ € Rp, .. 5, con p1 = ... = pp = C, y si w € (0,1) entonces p; se puede
tomar independiente de w.

3. Espacios con peso.

Sea p: RN — (0, co) un peso. Definimos los espacios de Lebesgue con peso de la siguiente manera,

Definicién 3.1. El espacio LP(RN) con peso p se define como

DRY) = {u€ L ®Y) s [ ju(e)Pola) do < o0}, 1<p <o
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CcOon norma

gy = ([, 1ePote) )

Cuando p = co definimos el espacio

LERY) = {ue L R") : sup [u(z)|p(z) < oo}

zeR:

con norma

llull oo @y = sup |u(z)|p(z).
zeRN

Analogamente definimos los espacios de Sobolev con peso Wf’p (RN).

Definicién 3.2. Para k € N, 1 < p < oo denotamos por W,"P(RN) el espacio de las ¢ € LY (RY) que
tienen derivadas distribucionales D*¢ € L (RY) para todo |a| < k.
También definimos, W,f P(RN) como el espacio de Banach que consiste de todas las ¢ € WrP(RN ) tal

loc
que la norma

Il = 3 1Dl zem, < oo.

el <k
En particular cuando k= 1y p = 2 tenemos los espacios,
H)(RY) = {u e LZR"), Vu € [LZRV)} (14)
dotado de la norma
||u||?{;(RN) T ”u”%g(RN) + ”v““{z[,g(RN)lN_ (15)

Observacién 3.1. Si el peso es tal que, 0 < m < p(z) < M, para cada z € RN, entonces los espacios
LH(RN) coinciden con los espacios LP(RY), con norma equivalente y de la misma manera se tiene que los
espacios de Sobolev con peso W,f P(RN) coinciden con los espacios de Sobolev standard sin peso W*P(RN).

Por tanto, los casos naturales a considerar son: a) cuando los pesos tienden al infinito en el infinilo y
b) cuando los pesos tienden a cero en el infinito. Dentro de este caso tenemos el subcaso formado por los
pesos inlegrables. Una propiedad importante de estos ultimos es que contienen a las constantes; es m.ds,
que L°(RN) estd contenido en LH(RYN).

Veamos ahora algunas relaciones entre los espacios de Sobolev con peso y sin peso.

Lema 3.1. (i) S0 < m < p(z) entonces WHP(RN) ¢ WEP(RN), y si lim|g| 5 400 p(2) = 400 entonces
WEP(RN) ¢ WhP(RN), ke NU {0}, 1 < p < co.

(%) Si 0 < p(x) < M entonces WHP(RN) C Wg’p(RN), y 81 limjg 400 p(z) = O entonces
Whe(RN) C WEP(RN), ke NU{0}, 1 <p < .

(i43) Si0 < m < p(z) < M, para cada z € RN, WHP(RN) = Wh?(RN), para k € NU{0}, con normas
equivalentes.

(iv) Sip € LY(RN) entonces L°(RN) c LE(RN), para cada 1 < p < oo y si p > ¢ entonces
IH®RY) < LYRY).

(v) En cualquier caso LP(RN) N LE(RN) es denso en LH(RYN), para 1 < p < 0.

Establecemos ahora un isomorfismo isométrico entre espacios de Sobolev con peso y espacios de

Sobolev sin peso, el cual nos va a permitir trasladar consideraciones y propiedades de éstos tltimos a los
primeros.
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Proposicién 3.1. Seal <p<oo,p€ R=R,, .., conke NU {0}. La aplicacién

J WPP@RY) — Whe(RN)
u - J(u) = upl/P

es un isomorfismo. Ademas si k =0, J es una isomeiria.
En el caso que p = oo, J se define como

J WEORN) — Wheo(RN)
u e J(u) = up

que es un isomorfismo y si k =0 J es una isometria.

Observacion 3.2. Obsérvese que mediante la aplicacion J podemos definir normas equwalentee en los
espacios WrP(RN) con k € NU {0} de la siguiente forma

o vy 2= 07 gy (16)

Para las aplicaciones a las ecuaciones en derivadas parciales es 1til considerar los espacios intermedios
a los definidos arriba. Para ello haremos uso de la nocién de Interpolacién, que resumimos de la siguiente
manera. Sean Ag, A1 dos espacios de Banach. Para cada 0 < € < 1 se le asocia el espacio intermedio o
de interpolacién entre Ag y A; denotado por [Ag, A1]g, que verifica las siguientes propiedades:
(2) Si Ag C A; entonces para 0 < 8 < 1, Ay C [Ao, A1]s C A1
(72) Para cada 0 < 6 < 1, existe un nimero positivo cg, tal que para todo a € Ag N A; se cumple la
siguiente estimacién

lalliao,a110 < collallys llals,

denominada también desigualdad de interpolacién.
(42) Sean los siguientes espacios de interpolacién Ay = [Ag, A1]lg ¥ By := [Bo,Bils. Si T : Ay — By
y T : Ay — Bj; son aplicaciones lineales y continuas entonces T : [Ag, A1]g — [Bo,Bilg con
0 < § < 1, también es una aplicacion lineal y continua. En particular, si son isomorfismos, entonces
T : |Aog, A1]e = [Bo, Bi]g con 0 < 6 < 1, también es un isomorfismo. Para més detalles ver [?].

La siguiente definicién es vélida para cualquier tipo de interpolacién. Nosotros en adelante utilizamos
la interpolacién compleja, por que es la que permite caracterizar los espacios de potencias fraccionarias,
como se verd mas adelante. Ver [?].

Definicién 3.3. Para 1 < p < oo, k € NU {0} y s € (k,k + 1) definimos 6 € (0,1) tal que
s=(1—-0)k+ 0(k + 1), esto es 8 = s — k. Entonces definimos los espacios intermedios de la siguiente
manera

WorRN) = (WA ®Y), Whe(RY)]p,

Ws,p(]RN) {Wk+1’P(IRN) Wk,p(]RN)]
El siguiente lema es una extensién de la Proposicién 77 a espacios intermedios

Lema 3.2. Sea 1 < p < 400, p € Ry, po,
entonces

oy SENtal quese (r,r+1) conre Ny0<r<k-1

J WSPRN) — WePRN)
u — J(u) = up'/?

es un isomorfismo.
Sip = oo, entonces
J WoRRN) — Wee(RN)
u — J(u) =7

es un 1somorfismo.
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4. Inclusiones de Sobolev para espacios con peso.

A continuacién establecemos las inclusiones de Sobolev con peso entre los espacios ka P(RN) y
L2 E(IRN ) con la funcion peso p perteneciente a la clase B = R, ,, .. .- Estos resultados se utilizan
P

para controlar los teoremas de existencia; su buena definicién es consecuencia del isomorfismo J, que
permite bajar al espacio de Sobolev WFP(RY) y alli hacer uso de las inclusiones de Sobolev sin peso
Wk s LI(RYN), luego usamos el isomorfismo isométrico J para volver a los espacios con peso. Lo
enunciamos de manera precisa en el siguiente lema.

Lema 4.1. 511 < p < co tenemos,
* _  Np :
L9, RY) conp<q ST = Fgp & o< N

WEP(RN) — PP < oo, si kp> N (17)
L% (RM), si kp> N
PP

Demostracion. La demostracién se sintetiza en el siguiente diagrama conmutativo, siempre que ¢ sea
finito.

whrRN)y— L7, (RM)
P pP

WhP(RN) I LY(RN)
y si ¢ = o0,

i oo miN
Wwhe(RN) L Lpi‘l’ (R™)

JJ TJ_I

Whk(RN) A (RM)

1) Sabemos que u € Wf P(RN) si y sélo si J(u) = up% € WE2(RN) (por la Proposicién ?7?).
2) Por las desigualdades habituales de Sobolev WkP(RN) — LI(RY), p < ¢ < ¢* con ¢* = ¢*(p), como
1
n (??). Por tanto tenemos que J(u) = up? € LI(RY).

3) Si g < co entonces [py |u(m)}qp§ (x) dx < oo es decir u € Lz% ®RM).

1
4) Si ¢ = co entonces up? € L(RY) si y sélo si u € LS (RV). m
pP
En particular
Lema 4.2.

L% (R), si N=1
p2

H)RN) —
PR) Lpg(]RN), conQSp{
P

<co, iN=1,2 (18)
2N

<53 st N>3

Vamos a extender aqui las inclusiones para espacios intermedios, sean sq, s3 € N,

Lema 4.3. Seap€ Ryy,..pp, 510<52<s51<k, 1<p1 <pa<ooys— % > 89— % entonces tenemos
la siguiente inclusién

WPt (RN) ¢ WoRPR(RN). (19)

pPl
St py = oo bajo las mismas condiciones anteriores tenemos la siguiente inclusion

: N > rmN ‘
WP (RY) C W:;l (R™) (20)
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Demostracién. Si py < co, consideramos el siguiente diagrama conmutativo

W;nm(RN)c i, WP(RN)

PPl

F N et |
WP (RN ) s Ws2m2(RN )

1.
Sea u € W, P (RV) entonces por el isomorfismo J del Lema ?? se tiene que J(u) := upp € W 21(RN)
pero como por hipdtesis s; — % > 89 — pﬂz tenemos que,

Ws1p (]RN ) N W”’Pz(]RN )

Entonces "uf,p?’IT € W=2P2(RN), ahora, tenemos que determinar un peso ¢ tal que por el isomorfismo visto
en el Lema 77,
J WPRRN) — We2r2(RVN)
u — J(u) = upl/P2

L P2
se cumpla que up!/P2 = upri . De aqui ¢ = p1 y por tanto obtenemos, u € W 32 (RV).
'opl

En el caso que ps = oo consideramos el siguiente diagrama conmutativo

1

ng,m (RN) - Ws;l_’oo(RN)
P
o g J-l
Wenp (RN ot ez (RN)

Sea u € W;'PI(RY), seguimos los mismos pasos como en el caso pp finito, entonces tenemos que
S ‘
uprL € W”’OO(IRN ), ahora, tenemos que determinar un peso ¢ tal que por el isomorfismo visto en el
Lema ?7? caso pz = oo, es decir
J WGPRRN) — Weo(RN)
u e J(u) = wp
1 ) it
se cumpla que up = up?1; de aqui p = p?1 y por tanto, u € W*3*(RY).

P1
Un caso particular de este lema es cuando s = 0 es una extension del Lema 77 y lo formulamos de la

siguiente manera,

Lema 4.4, Sean 1 <p < o0, y s > 0 tenemos que,

N . N
L (RN) conp < gq SN—I;p’ L]
W:’p(]RN) - pb - < oo, 8t 52 % (21)
LS (RN), si s> X
pP

Finalizamos esta seccién haciendo una pequena disgresion sobre pesos y su relacién con las inclusiones
en los espacios de Sobolev sin peso.

Observacidén 4.1, Tratamos de encontrar inclusiones de Sobolev con peso andlogas a las inclusiones de
Sobolev sin peso, para poder usarlas como instrumento en la resolucion de problemas de Cauchy y usar
herramientas ya conocidas las técnicas de [?].
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1.- Para pesos p(z) = oo, cuando |z| — 0o y p(x) > 1, por ejemplo, el peso p(z) = (1 + |z|?)7 con
v >0, si g > p se tiene la siguiente inclusion

L, (RY) LI(RY).
pP

De hecho si u € L, (RN) entonces como 2> 1, se verifica la siguiente relacidn
pP

[ u@itoe) do < [ u@)itoh (o) do < o,
R RN

y por tanto u € LH(RY).
Entonces si estamos en el primer caso del Lema 77, tenemos la cadena

WP (RN) — L% (RY) — LYRN)

con p y q como en el lema. En resumen se tiene la siguiente inclusion que son andlogas a las inclusiones
de Sobolev sin peso

<S¢=qL, sis<X

LERN) conp < q N—sp?
WeP(RN) »(R) <oo, 8t 8> % (22)
L% (RN), si s> X
pP P

Estas inclusiones son de utilidad a la hora de encontrar soluciones locales de problemas parabélicos
€N €Spacios com Pesos.

2.- En cambio para pesos p(z) — 0, cuando |z| — oo se pueden construir ejemplos en los que, para
q9>p,

L7y (R") > LY(RY). (23)
pP

En efecto, sea p(x) = (1 + |z|2)Y cony <0, ¢ > p, y u(x) = (1 + |z|?)", con v a determinar lineas
abajo. Entonces u € Lg (RN) si y sélo si
pP

[Py da= [ (4167 do < oo
R R

lo cual se verifica siempre que, qr + %‘1 < —-%, por el Lema 77, lo cual equivale a T < (T—;E - jpi)%.
Por otro lado u ¢ LE(RN) sirg+v > %, es decir siT > (% - 'y)%.
Entonces la prueba acaba si es posible encontrar un r tal que verifica

e

pero esto ultimo es verdad puesto que se cumple [—% - 7]% < [:21\5 . Jpﬂ]é ya que % > 1.
Por tanto

W:'p(RN) ¥ L} (RM) para ningin q > p, (24)

y no hay inclusiones andlogas al caso sin peso.
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