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LA SILLA-NODO COMPLEJA

Renato Benazic' & Gerardo Huaroto'

Resumen: En el presente trabajo se establece la forma local formal de un campo de dimensién
compleja dos, en la vecindad de un punto singular aislado, cuyo desarrollo en serie de
Taylor (alrededor de la singularidad aislada) tiene parte lineal con un autovalor cero. Tales
singularidades son llamadas sillas-nodos complejas. Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales
Complejas, Singularidades Aisladas, Dindmica compleja, Sillas-nodo.

THE SADDLE-NODE COMPLEX

Abstract: In this paper establishes the formal locally a field of complex dimension two, in
the vicinity of an isolated singular point, whose Taylor series expansion (around the isolated
singularity) has linear part with a zero eigenvalue. Such singularities are called chair-node
complex.

Key words: Complex Differential Equations, Isclated Singularities, complex dynamics,
saddle-node.

1. Introduccién

Sea U C C™ un abierto, un campo vectorial Z = (Z,...,Z,) : U — C" es llamado holomorfo si y
solo si todas sus funciones coordenadas 71, ..., Z, : U — C son funciones holomorfas de varias variables
complejas. Denotaremos por A(U) al conjunto de todos los campos vectoriales definidos en el abierto
U e

Un punto p € U es llamado singularidad de Z € X(U) si y sélo si Z(p) = 0. Caso contrario p es
llamado punto regular de Z. Denotaremos por Sing (Z) al conjunto de todos los puntos singulares del
campo Z.

Dados Z € X(U), zo € U y Ty € C, su Problema de Valor Inicial (P.V.I.) o Problema de Cauchy
asociado es dado por:

o Z(z)
2(Ty) = = (1)

Il

Una solucién de (?7) es una funcién holomorfa ¢ : D — U donde D C C es un disco abierto, tal que
1. & € D

2. ¢'(T)=Z(e(T)); VT € D.

3. o(Tp) = 2.

El Teorema de existencia y unicidad (ver [?]) asegura que el PVI (??) admite una tnica solucién
P(Tp,20)» 18 cual estd definida en un disco cerrado Dy [T] de radio suficientemente pequefio a > 0, centrado
en Tp. Més atin, sea A[zp; ] un polidisco cerrado contenido en U, si Z € X(U) es Lipschitz en Alzg; 7]
entonces se puede demostrar que (ver [?]) existe poliradio r’ < 7 y existe 0 < &’ < «a tales que para todo
z € Alzp; 7] existe una tnica solucién ¢, : Dy [Ty] = Alzg; 7] del PVI:

w' = Z(w) .
wlls) = 2 (2)
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Como consecuencia de este ultimo resultado, podemos definir la funcién
¢z : Do [To] x A [20;7"] = Alzo; 7]
mediante
(pZ(T'n Z) = "Pz(T)

Esta funcién ¢ es llamada Flujo Local asociado a Z alrededor de (Tp,zp) y satisface las siguientes
condiciones:

1. g—;(T, Z) = Z(‘P(T,Z)), v (T,z) (= Da’(TO) v A(zo;?"'r).
2. o(Ty,z) = 2,V z € A(zg; ).

3. ¢ es una funcién holomorfa.

Para simplificar, en lo sucesivo, trabajaremos siempre con el valor inicial T = 0.

Definicién 1.1. Sean U;,U; C C" abiertos, Z; € X(Uy), Z2 € X(Us), p1 € Uy, p2 € Us y consideremos
sus flujos locales asociados

e1: Ds(0) x A(py; ') = Alpr;r) w2 Ds(0) x A(pa; ') = Alpg;r)

Decimos que Z) es localmente topolégicamente (resp. analiticamente) conjugado a Zy alrededor de py y
p2, lo que denotamos 7\ ~yop Za (resp. Zy ~ana Z2) si y sélo si existen vecindades abiertas Vi C Uy,
Vo C Uy de py y p2 respectivamente, y existe h : Vi — Vy homeomorfismo (resp. biholomorfismo) llamado
conjugacién topoldgica local (resp. conjugacion analitica local) tal que

h(‘Pl(Ts Z)) = ‘PE(T!h(Z)): v (T3 z} € DJ(O) x Vi

El hecho de que dos campos sean analiticamente localmente conjugados, significa geométricamente
que sus soluciones son indistinguibles médulo biholomorfismos.

El siguiente resultado, cuya demostracién puede ser encontrada en [?] o [?], nos dice que en la vecindad
de un punto regular, las soluciones de Z pueden ser rectificadas.

Teorema 1.1. (Teorema del Flujo Tubular) Sean U C C" un abierto y Z € X(U). Si zy € U
es un punto reqular de 7 entonces Z es localmente analiticamente conjugado al campo constante

Y =(1,0,...,0) alrededor de zy y 0.

FEn virtud del Teorema del Flujo Tubular, podemos considerar satisfactorio el conocimiento geométrico
local de las soluciones de una ecuacién diferencial alrededor de un punto regular. Resta entender cémo
es este comportamiento en la vecindad de una singularidad.

2. Comportamiento de las soluciones alrededor de una singularidad
aislada

En lo sucesivo, nos restringiremos a la dimensién compleja 2.
Definicién 2.1. Sea U C C? abierto y Z € X(U). Decimos que zy € U es una singularidad aislada de Z
siy solo si zg € Sing(Z) y existe V C U vecindad abierta de zy tal que Sing(Z) N (V — {z}) = 0.

Sea U C C? abierto, Z € X(U) y 0 € U singularidad aislada de Z, luego existe V C U vecindad
abierta de 0 tal que

Zz) = Z GI,QZQ, Z ag,QzQ VzeV
Q=1 Q=1
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Z(z) :/: (010)1 Vzg¥e= {0}

Sabemos que su derivada DZ(0) es una transformacién lineal de C? en C? y que su matriz asociada (en
la base canénica de C?) es dada por

a a
1,(1,0)  “1,(0,1) e
@2,(1,0) @2,(0,1)
la cual también la denotaremos por DZ(0). DZ(0) es llamada la parte lineal de Z en 0 € C? y diremos

que Z tiene parte lineal no nula en 0 € C? si y sélo si DZ(0) # 0. Si DZ(0) +# 0, por el Teorema de la
Forma Canénica de Jordan, basta considerar los casos:

DZ(0)=[)61 )H 5 Dz(o)z{é H

En lo sucesivo sélo estudiaremos campos vectoriales holomorfos con singularidad aislada en 0 € C? y con
parte lineal no nula del tipo

DZ(0) = { ¢ fz } € 272

donde |A1|2 +|A2)? # 0, es decir, campos de la forma

Z(Z) = | Az + Z GI,QZQ,Agzz + Z ag,QzQ , YZ= (21,22) eV
Q=2 Q=2

donde V es una vecindad abierta (polidisco) del 0 € C? tal que Z(z) # (0,0),V z € V — {0}. Como
sabemos, este campo define el PVI

2l = Mz + Z al,QzQ, z1(0) = 22
Q=2

zy = Az + Z ag,QzQ, 22(0) = 29
|Q1>2

donde zg = (29,29) € V.
Denotemos por ¢z : Ds(0) x A(0,7') = A(0,r) el flujo local de Z alrededor del 0. Dado z = (21, 23) €
A(0,r") definimos la érbita de z bajo Z como

0Oz(z) = {¢z(T,2); T € C}

y denotemos por
Fz=1{02z(2); z € A(0,r")}

a la foliacion local alrededor del origen generada por Z. Observe que ¢z(T', z) se reduce a un punto si y
sélo si z = 0. De esta manera, si z # 0 entonces Oz(z) es una curva.

El comportamiento de las soluciones, en una vecindad del origen, depende de la posicion que ocupan
los autovalores A\; y Az en el plano complejo. Tenemos los siguientes resultados:

A - 1. 1
Teorema 2.1. (Teorema de linealizacién de Poincaré) Si —5\1 ¢R™U{2,3,4,...}U i }
2 «

entonces 7 es localmente analiticamente conjugado a su parte lineal W (w1, wz) = (Awi, Az, wg

Teorema 2.2. (Teorema de Dulac) Si Ay = mAz o Ay = mA, con m > 2 entonces Z es localmente
analiticamente conjugado al campo W (w1, we) = (Awy + awy’, Aa, z3)



3. SERIE DE POTENCIAS FORMALES Y CONVERGENTE 47

Observe que los dos teoremas anteriores establecen formas normales bastante simples (lineal o
polinomial) para campos cuya parte lineal, alrededor de una singularidad aislada, tiene autovalores cuyo
cociente no es un real negativo. El lector puede encontrar la demostracion del Teorema de linealizacion
de Poincaré en [?] o en [?]. La demostracién del Teorema de Dulac puede ser encontrada en [?].

Cuando el cociente de los autovalores es un real negativo, no siempre se puede linealizar o simplificar
el campo, a menos que se haga una hipétesis adicional sobre los autovalores.

Sean A1, A tales que )\—1 € R~ ysean C >0, v > 0. Decimos que Ay, A; satisface una condicién del

tipo (C,v) si y s6lo si

|A1 —qiM o |Az—q@d — @] 2 Vag,g2€Ncong +q22>2

C
=pAg| & Frera ey
(@1 +q2)” (@1 +q2)”
A
Teorema 2.3. (Teorema de linealizacion de Siegel) Si }\—1 € R™ y satisface una condicidn del tipo

(C,v) entonces Z es localmente analiticamente conjugado a su parte lineal W (w1, w3) = (Awi, Az, w2)

La demostracion del Teorema de Siegel puede ser encontrada en [7].

Se puede demostrar (ver [?]) que el conjunto de los pares (A1, A2) cuyo cociente es negativo y que no
satisface ninguna condicién del tipo (C, v) tiene medida cero. Por esta razén, los tres teoremas anteriores
son suficientes para conocer el comportamiento geométrico de las orbitas de un campo, alrededor de una
singularidad aislada, cuya parte lineal es diagonalizable y tiene dos autovalores no nulos.

El resultado principal de este trabajo es obtener una forma mas simple de un campo cuando su parte
lineal tiene al cero como uno de sus autovalores.

3. Serie de potencias formales y convergente

Con el objetivo de hacer autocontenido el trabajo, introducimos esta seccién que contiene algunas
notaciones y propiedades de las series de potencias formales de dos variables complejas. El lector
interesado en mayores detalles puede consultar la referencia [?] o [?].

Definicién 3.1. Una serie formal de potencias en las indeterminadas x e y con coeficientes en C, es
una expresion de la forma

A= Z agzy®
|Q|z0
donde ag € C, V Q= (q1,42) € N?. El conjunto de tales series formales serd denotado por Cl[x,y]].

Observacién: Si denotamos por Clz, y] al conjunto de todos los polinomios con coeficientes complejos e
indeterminadas z, y, entonces se cumple

Clz,y] € C[[z,y]]

Definicién 3.2. Sean A, B € C|[z,y]], v « € C, donde A = Z age?y® ¢ B = Z boa® y®2.

Q=0 |Ql1=0
Definamos la suma de A y B como

A+ B =" (ag+bg)zty®
Q=0
y el producto de o por A como

ald = Z aagriy®
Q=0
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Sea A = Z agz®y® € C|[z, y]], observe que
@20

A

fl

ag,0) + (21,0 + ao,1yy) + (a@na® + aq,yzy + apzy®) + -

Z Z agzBy® | = ZA"‘

n>0 \ |Q|=n n>0

donde 4, = Z agx®y?,¥ n > 0. Se sigue que A,, es un polinomio homogéneo en las indeterminadas 2

1Q|=n
e y de grado n, concluimos que toda serie formal puede expresarse como una suma infinita de polinomios
homogéneos.

Definicién 3.3. Sean A, B € Cllz,y]l, A=) An, B = _ By, el producto de A y B, denotado por
n>0 n>0

AB, es definido como:

AB=>" (i An_kBk>

n>0 \k=0
0A
Definicién 3.4, Sea A = Z agz®y® € C[[z,y]] definimos 5 ¥ % € Cl[z, y]] como
Q=0
0A aB
== Z qlanqz—lyqz v o= Z ngQmmyqul
Q>0 T e

De manera analoga se define las derivadas parciales formales de orden superior.

.
Es posible asociar a una serie formal, una serie convergente. Dado A = Z agzy® € C[[z, ],

|QI=0
definamos el conjunto

Dy = {(z,2) € C% Z agzlz € C
|Q|=0

Observe que (0,0) € Dy, luego Dy # ¢. A continuacién, vamos a estableser condiciones para que
D4 # {(0,0)}. Denotemos R = [0, 0| y consideremos el conjunto

Lg =4 (r,m2) € RY; Z lag|ri'rF < o
Q=0
Observe que I'4 # 0 puesto que (0,0) € T'4.

Proposicién 3.1. i (r1,72) € I'4 entonces A[(0,0); (r1,72)] C Dy.

Dado A = agz?y®? € Cl[z, y]], denotemos por A a la serie formal de términos no negativos en
Q

|Q|=0
las indeterminadas x e y, obtenida de A, mediante

Te= Z lag|z® y®
Q=0

y denotemos por A a la serie formal de potencias de términos no negativos en la indeterminada z, obtenida
de A mediante

A= lagle®a® = Y lagle!® =" Y Jag| | 2™

Q=0 |Q=0 n20 \|Q|=n
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Proposicién 3.2. Si A es convergente en Dg|0] entonces (R, R) € T 4.

Corolario. Sea A = Z lag|z® y® € C[[z,y]]. Si A es convergente en D r[0] entonces A es convergente

[Q[>0
el en polidisco A[(0,0); (R, R)].

Sea A= Z lag|z®y®, B = Z [bg|z®y® € C[[z,y]], definimos
Q=0 Q>0

A< B+ lag| <lbgl, VIQI>0 (3)
Proposicién 3.3. Se cumplen las siguientes propiedades:
1. A+B< A+ B VY A,B e C[z,y]]
2. aA < |al4, Ya, VA € C[[z,y]]
3. AB < AB, V A, B € Cl[z, y]]

4. Ao® <« A0®, donde® = (B,C) y8 = (B‘,é) Y A, B, C € C[[z,]].

4. Resultados preliminares

Sea U C C? un abierto con 0 € U y consideremos Z € X(U) definido por

Z(z) = (Mz1 + A(z1, 22), A2(z1,22)) = | M1z + Z al,QzQ, Z ag,QzQ : AL #0
Q=2 Q=2

Observe que la parte lineal de Z tiene un autovalor cero, en este caso decimos que el origen es una
singularidad del tipo silla-nodo del campo Z.
Como sabemos, este campo define un sistema de dos ecuaciones diferenciales

2:'; = A121-I—A1(Zl,22)
(4)

7 o= A7)
Lema 4.1. Con las notaciones anteriores, existe un cambio de coordenadas analiticas, tipo perturbacion
de la identidad, de modo que la EDO (??) se escribe como

uy = Aug + ugg(ug, ug)

uy = ugh(uy,ug),

siendo g y h funciones analiticas en el origen.

Demostracién. En primer lugar, consideraremos un cambio de coordenada (formal) del tipo
perturbacién de la identidad:

z = (z1,22) = {(ur, up) = (uy + &1 (w1, ug), uz + €2y, up))

donde &;(uy,uz) = Z £jQuQ, (4 = 1,2) que transforme la EDO (?7?) en
Q=2

U’l = )\1U1+B1(u1,u2), (6)
uy = Balup,uz),
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siendo Bj(u1,ug) = Z bjou®, (j=1,2).
lQ[>2
Como z; = uj + &;(u1,uz), denotando Ay = 0, tenemos

2 2

O
iz + Aj(21,22) = 2; = uj Z uk = Aju; + Bj(ug, ug) +Z—§1{Akuk + Bi(uy,uz)]
k=1 k=1

Ay,
luego

2
Ajug + A& (u, ug) + A;j(E(ur, u2)) = Ajuy + Bj(ur, us) + Zgé_ Aeug + By(ur, ug)]
k=1

Cancelando y reordenando obtenemos

Aséj(u1, uz) ZAkuk— — Bj(u1,ug) = Z Bk(ul,uz — A;(€(u1,u2)). (7)
Como uk—c?-gi(ul ug) = Z aé;Qu tenemos
Auy - 4
Ql>2
9¢; Q - Q Q
)\jfj(ul,UQ Z)\kuka— - B; (’U.l,'U.g) = Z /\jiju —Z/\k Z qkiju = Z ijT..',
pa Q=2 k=1 \|Qz2 Q1>2
2
= 3 [(/‘\j —ZAqu) §ig — jQ] u?
QI>2 k=1

2
luego, haciendo §; = Aj — ZAqu y reemplazando en (77), para j = 1,2 tenemos
k=1

9&; 9t
;c;z(équm —bjg)u® = a—iiBl(UhUZ) + a—f;Bz(uhuz) — A;(€(ur, ug)). 8)

Por otro lado, denotemos por Z al ideal de C[[u;, us]] generado por la funcién proyecién us, es decir
S5 € I <= 3R € Cl[uy,ug]] tal que S(uy,uz) = ugR(uq,us),
vamos a despejar las incongnitas b;q, &g de (?7) imponiendo la siguiente regla

Si u¥ ¢ T,entonces bjg = 0,
Si u®@ € Z,entonces &;q = 0.

Observe que si u® ¢ T entonces el exponente es de la forma @ = (g;,0), con g; > 2.

Lo anterior implica que B;(u1,u2) € T y por tanto

15,
& —L (uy, up) Ba(u1,u2) € T.

5]
% —=(u1, u2)B1(u1,u2) + Y

6u1

Por otro lado observe que

&i(u1,u2) = 008t + &0y ud + Ejaoul + (9)

Concluimos que para despejar los coeficientes de &; sélo necesitamos considerar los multi-indices ) tales
que u@ ¢ T, pero de (??) y del hecho que B;(uj,uz) € Z resulta

93(g1,0€5(a1,0) = Ci(g1,0) 41 =2 (10)



4. RESULTADOS PRELIMINARES 51

donde c¢;(4, o) son los coeficientes de —A;(§(u1,u2)) = Z ciqu®.

Q=2
Si Q = (2,0) entonces §jq = ?z %g,
Si @ = (3,0) entonces ¢jg sélo dependera de ajq (los cuales son conocidos) y de £5(2,0), PoT tanto

podemos despejar €;(3,0)- El procedimiento continuia por induccién y de esta manera hemos construido
el cambio formal de coordenadas £. A continuacion, probaremos su convergencia en una vecindad del
origen.

Afirmacién 1: Si u@ ¢ T entonces 8 # 0.

En efecto por la observacion anterior tenemos Qg 0y, con g1 > 2, ademas, recordando que Ay = 0,
resulta

0i(n,0) = Ar—A1q1—0A2 =X (1—q1)#0,

do(q,0) = A2— M@ —0Az=—X\1q1 #0.

Por lo tanto §;¢ # 0 ¥V |@| > 2 siempre que u@ ¢ Z, y por tanto lo Afirmacién 1 esté probada.
Afirmacidn 2: § = inf {|d;q], Q] > 2, u? ¢ T} >0
En efecto
61,0 | = IMA =gl > Ml |dag,o] = Ml la] > M.
Asi resulta que § > 0, por lo tanto la afirmacién 2 es verdadera.
Finalmente, para demostrar la convergencia de {;, usaremos el método de los mayorantes Poincaré.
Afirmacion 3 : 55} < ;‘:;:E
En efecto, haciendo uso de la ecuacién (77) se deduce lo siguiente:

Si Q = (g,0), por lo anterior tenemos

5 &500)| < 8i@0éien] = leiwol - (11)
Si Q # (g,0), entonces &;q = 0, luego
§|&i@l =0<cjql VQ#(g,0). (12)
por lo tanto de (27) y (?7) resulta
dliql < lejql VY 1Q| = 2.

Por (77) se tiene que la Afirmacién 3 es verdadera.
Por otro lado haciendo uso de la Afirmacion 3 y del item 4 de la Proposiciion 77, se obtiene

€5 (u1,ug) < Aj(ur + &1 (u1, ug), ug + €a(ur, ug))
luego

66 (w) = 64w u) < Aj(u+Euuw),u+ o w) < Aj(ut&i(w),u + ()
< Aj(u+ & (u) + &(u),u+ & (u) + &(u)) < Aj(u+ & (u) + E(u)). (13)

En consecuencia obtenemos

(]

E1(w) + Ea(u) < 67! Z jlut &)+ Ew) ) - (14)
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Por lo visto en el Corolario ?? de la seccién anterior, es suficiente probar que exista R > 0 tal que
£1(u) + €2(u) sea convergente en Dg(0). Si denotamos

2
Plu) = 671 Y A(w) | = fau”, donde fro=5"1{ 3" (laig| +azq| |, n>2,
=1

n>2 |Ql=n
S(u) = &(u)+&w) =) spu” donde sp= > (&gl + e, n 22,
nz2 Q=

entonces (77) se expresa como
S(u) < Fu + S(u)). (15)

Observe que F' es una funcion holomorfa en una vecindad del 0 € C? mientras que S es una serie formal.
En una vecindad del 0 € C? definimos la funcién a valores complejos f como

flw,v) =v— F(w+v).

a ,
Observe que f(0,0) =0y d—i(u, v) = 1= F'(w +v), luego %(0,0) =1— F'(0) # 0. Por el Teorema de

la funcién implicita (ver [?]), existe una funcién analitica,
¢ Dr(0) — Dr(0) tal que (0) =0 y f(u,(w)) =0, ¥ u e Dp(0)
es decir
o(u) = F(u+ ¢(u)) Y ue Dg(0), (16)

derivando
¢ () = F'(u+ o).l + ¢ (W),

luego ¢/(0) = 0, por lo tanto
p(u) =D nu”, Yu € Dg(0),

n>2

donde ¢, € C. De (?77?) tenemos

Z‘Pnun = an(u + SD(UDns

n>2 n>2

igualando los terminos de orden n, tenemos

w2 = f2
w3 = 2p2fat f3 2= f3
ws = Pifa+2faps+3fzpa+ f1 > fu

Se sigue que ¢(u) es una serie de terminos no negativos y por induccién, se cumple que ¢,, > f,, para todo
n > 2, luego de (?77) se tiene que s,, < ,, para todo n > 2. Asi S(u) < ¢(u), como ¢ es holomorfa resulta
que S(u) = & (u) + €2(u) es convergente en Dg(0), luego en (??) resulta que &;(u) converje y usando el
Corolario ?7 se obtiene que &;(u1,ug) converge en una vecindad del cero. Por ultimo, observamos que
por la regla anterior, podemos construir inductivamente los coeficiente de B; y por ser el cambio de
coordenadas un biholomorfismo local se sigue que B; también es analitica en una vecindad del origen.
Ademds como se probd anteriormente B; € Z, entonces solo basta considerar

B
— L yh:&

) Uz

g

y el Lema 3.1 queda demostrado. O
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Lema 4.2. Sea U C C? abierto, 0 € U y Z € X(U), con singularidad aislada en el origen y EDO
asociada:

uy = Aug + ugg(u, ug),
(7)
uy = ugh(uy,ug),

en donde g y h son funciones holomorfas. Entonces existe un cambio de coordenadas-holomorfo en una
vecindad del origen, existe p € N y existen funciones analiticas A(xy,x2) y f(x1,22) definidas en una
vecindad de (0,0) € C?, con f(0,0) # 0, tales que (7?) se escribe:

) = flzy,z:)(z1 + Az, 22)),
(18)

i, o= f(scl,:cg)mg“.

Demostracién. Para transformar la ecuacién (?7) en (?7), usaremos un cambio de coordenadas del tipo
siguiente

(@1, 22) = &(u1,uz) = (wy,n(uy,uz))

donde n(u1, u2) = uzfj(u1, u2) y 7(0,0) # 0.
Consideraremos las funciones holomorfas C'(u1,u2) y D(u1,uz) definidas como

Clur,ug) = Arug + ugg(ur, ug)
D(ul, ug) = uzh(ul,m).
v denotamos por J al ideal generado por C(u,ug) vy D(uy, up). Vamos a demostrar que existe p € N tal

que u‘ng €J.
En efecto, en primer lugar observe que

oC

Uy

C(u1,0) = \jug, C(0,0) =0, (0,0) = A1 £0 (19)

En consecuencia C(uq,ug) es regular de orden 1 con respecto a la variable u; en 0. Luego haciendo
uso del Teorema e Preparacién de Weierstrass (ver [?]), la funcién holomorfa C'(uq,uz) queda expresada
como

Cluy,ug) = Cluy, uz) (uy + aluz)) (20)

donde a es holomorfa en una vecindad del 0 € C, a(0) = 0, C(u1,uz) es holomorfa en un polidisco abierto
A C C? que contiene al origen y C(u1,up) # 0, V (u1,u2) € A. Observe también que, de (?7) y (?7), se
obtiene:

é(ul’ 0) = A1

Por otro lado aplicando el Teoremas de la Divisién de Weierstrass (ver [?]) a las funciones holomorfas
D(uy,uz) y uy + a(ug), se deduce que D(uy,uq) se puede escribir como

D(u1,uz) = q(u1, u2) (u1 + a(uz)) + b(uz) (21)

donde g(u,u2) ¥ b(uz) son, respectivamente, funciones holomorfas en vecindades del 0 € C2 y0eC,
ademés note que de (?7) resulta

¢(u1,00=0 y b(0)=0.
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De (?7?) y (?7) se llega a
D(ul,uz) = Q(ul, ug)C(ul, ug) + b(UZ) (22)

q(u1, u2)
Cur, uz)
Afirmacién 1 : b 0.

donde Q{u1,us) =

Procediendo por contradiccién, si suponemos que b = 0, entonces (77) seria expresado como
D(U] 3 U‘Z) — Q(U‘la u?)c(ulz u2)?
luego el problema (?7) quedaria de la forma siguiente

u’l = C(ul,m)
uy = Qu1,up)C(ur,uz)

es decir Z(uy,uz) = (Clu, ug), Q(ur, uz)C(u,uz)) y esto contradice la hipdtesis de que (0,0) es una
singularidad aislada de Z. La Afirmacion 1 est4 probada.

Como b no es idénticamente nula, entonces deben existir un p € N y una b = b(uy) funcién analitica
en una vecindad del 0 € C, con b(0) # 0, tal que

buz) = ub " b(up)
luego (?7) se expresa como
D{uy,uz) = Q(uy,uz)Clug, uz) + ugﬂf;(ug). (23)

Como b(0) # 0, entonces, por continuidad, resulta que B(uz) # 0 en una vecindad de 0, luego de (77)
tenemos

Q(u1,ug)

2 @D(uhug) _ —B—(J{)—C(“l’m)’ . (24)

y por tanto ugﬂ cJ.

Ahora nuestro objetivo principal se reduce a encontrar n(ui, u2), f(z1,22) y A(z1,z2) que satisfagan
las condiciones requeridas.

Para ello, consideremos n(u1,uz), como solucion de la ecuacién

an on
%"FQ(M,W)%: = 0

(25)
W(O,UZ) =  pug,

b(0)
A

La teoria de EDP garantiza la existencia de la funcién holomorfa n{uy, ug) que resuelve (??), ademas
se deduce de (??) que

donde p € C satisface g =

n(uy, uz) = pug + wiusd{ug, us) (26)

donde ¢(uy,uz) es una funcién holomorfa en (0,0) € C2. En consecuencia nuestro cambio de coordenadas
&(uq,uz) se expresa de la forma siguiente

d

(z1,22) = E(u1,uz) = (u1, puz + viugd(wr, ug)) = (w1, n(ul,u2)) (27)
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también observe que &'(0,0) € GL(C?), luego el Teorema de la funcién inversa para funciones de varias

variables complejas (ver [?]) garantiza la existencia de una funcién ¢(z1,x2) holomorfa en una vecindad
del (0,0) € C?, tal que

(o) (z1,22) = (z1,22) ¥ (pof)(u1,uz) = (u1,uz) (28)
ademads de (?7) y (?7) se debe tener

ez, 22) = (21, p2(1,22)) = (U1, u2)

Definimos las funciones fj{uy,uz), f(z1,22) y A(z1,23) de la forma siguiente

u,uz) = p+urp(ul,ug) (29)

_ On b(a(z1,72)) -

f($1,332) = Bug (CB}_, (PQ(SCl,-’EZ)) [ﬁ(-’ﬂla (P2($1,$2))]p+1 (3())

Alz1,22) = (———l-——-———l—)/\:r: +; ( Ja( ; 31)
bR \Fenz) AT f(:1:1,:z::a)<'o2 AT ) ¥

Observe que f(0,0) = Ay # 0, por lo tanto A(z1,z3) esta bien definda. Ademds también note que
n(w1, uz) = ugf(uy, ug) tal como queriamos.

A continuacién probaremos que la funcion holomorfa &(u1,u2) es el cambio de coordenadas que
transforma la ecuacién (??) en (?7).

En efecto tenemos

r] = U (32)

za = nlur,uz) = uzfi(u, uz) (33)

Derivando (77?) respecto de ¢, resulta

3”1 = u’1 = Ay + ugg(uy, uz) = Mz + @2(z1, 22)9(z1, 2(z1, 22))

= f(ivl,&?z)m (Az1 + @a(m1, 22)g(1, p2(21,22)))
= f(z1,22) [331 + (m;l“:‘x—;)' - '5\1:) Az + mwz(mhﬂiz)g(mh902(551,3:2))

= flz1,22) [z1 + A(z1,72)) (34)
Ahora derivando (77) respecto a t, resulta

5?7uf+

.y On O
8'11,11 -

on .
8—1@”2 B Cluy,ug) + =—D(uy, uz). (35)

a’LLQ

2} =

Por otro lado de (77) se tiene lo siguiente

5'7? ~ p+1 1
— (w1, uz) = fluy, Mur,u Uy, U — 36
Buz( 1, u) = f(u1, (v, ug)) [u1, ug)] Haa) (36)
Reemplazando este resultado en la primera ecuacién de (77) resulta que
dn _ p+1 @u1, ug)
— (U, u2) = —f(u,n(u, u Uy, U B 37
By 2) = —f (w1, (w1, u2)) [(u1, ua)] H(ua) (37)

observe que de (77) y (77) y (?7) se obtiene que

a—nlC(ul,ug) + ﬁD(m,uz) = flur, n(u, ug))uh ™ [fiur, ua) P = fur, nur, ua)) fugii(uy, ug) P

ou Ous
= f(ur,n(ur, uz)) [n(ur, w2) P+ = f(z1, 22)ad ™ (38)
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De (77) y (77) tenemos que
oy = f(a1,@2)a}"

De (??) y (77) concluimos que la funcién holomorfa &(u1, u2) es el cambio de coordenadas que transforma
(7?) en (77). 0

Lema 4.3. Sea U C C? abierto, 0 € U y Z € X(U) con singularidad aislada en el origen y EDO asociada

.’.C"i = I +$2A($1,$2)
(39)
o, = xzbt!,

donde A(xy,z3) = Z aQJ:Q. Entonces existe A € C y un sistema de coordenadas analiticas donde la
Q=1

ecuacion anterior se escribe como

w) = wi(1+ Awh) + waR(wy, wy)
(40)
w,'g - w122+1’
donde R(w1,ws) tiene orden por lo menosp+ 1 en 0 € C2.
Demostracién. En primer lugar, transformaremos la ecuacién (?7?) en la siguiente expresién
i, = z(1+ B(wg)) + x2S (x1,23)
(41)
zh = aft

en donde B(mg) es un polinomio de grado menor o igual que p y S(z1,22) tiene orden por lo menos
p+1elN.
En efecto consideremos los cambios de variables sucesivos de la forma

(z1 — a(o,l)xg,ﬂﬂz), sil=
&z, 22) =
siendo los coeficientes £y tomados de la siguiente manera

—a(,0) —Gz4-1) "
o =77 S@-n="T-5 Y &o,+1) = —a(0,)

y los @g con |Q| = | dependen de los dg, con |Q'| <1 — 1, hallados en la etapa | — 1.

Estos cambios de variables se aplican sucesivamente hasta la etapa [ = p, transformando la ecuacién
(2?) en la (??). Mas atin B(z2) = bizh 4+ biyizh™ + - + byab.

Por otro lado, un facil cdlculo muestra que el cambio de coordenadas holomorfo

b .
Hi(w17w2) = (w11w2 + E—Ewy—l) ;
transforma la ecuacién (?7) en
w, = wi(l+bipiwit + biyowit? 4 - 4 bywd) + waR(wr, w3)
(12)

1
wh = al,
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Note que hemos eliminado en B el monomio de grado i. Continuando el proceso, consideramos
sucesivamente cambios de coordenadas holomorfos H;y1,... Hp_1 los cuales eliminan los monomios de
gradoi+1,...p—1ysellegaa

w’l = w1(1+A’LU129)+'IU2R(’LU1,’LU2)
w’g — ,w129+],

donde R(w;,ws) es de multiciplidad por lo menos p + 1 en el origen, por lo tanto el Lema 77 queda
probado. O

5. El resultado principal

Aplicando los 3 lemas establecidos en la seccién anterior, podemos demostrar que las sillas-nodos
complejas tienen una forma especifica.

Teorema 5.1. Sea U C C? abierto, 0 € U y Z € X(U ), con singularidad aislada en el origen y con EDO
asociada:

z']r_ = /\121 + Al(zl, 22)
(43)
Z2 = Az, ),

donde Aj(z1,22) = Z anzQ, j = 1,2. Entonces existen p > 1, A € C y un cambio de coordenadas

Q122
holomorfo que transforma la EDO anterior en

wy = wi(l+4 Awh) + waR(wy, ws)
(44)

- p+1
Wy = Wy

donde R(w;,ws3) es de multiciplidad por lo menosp +1 en 0 € C2,

Demostracion. En primer lugar, observamos que la hipotesis del Teorema 77 son las mismas que la del
Lema 7?7, entonces existe un cambio de coordenadas holomorfo £(z;, z3) que transforma la ecuacién (?7?)
en

Aruy + ugg(ur, ug)

8
I

(45)
uy = ugh(ug,ug),

donde g y h son funciones holomorfas en (0,0) € C2. Por el Lema ??, existe otro cambio de coordenadas
(1, uz) holomorfo en una vecindad del origen de C? que transforma la ecuacién (??7) en

= f(z1,22) (21 + Az, 22))
(46)
$I2 = f($11m2)112)+1ﬁ

donde f(0,0) # 0y A(z1,22) son funciones holomorfas en una vecindad del (0,0) € C2. Como f(0,0) # 0,
por continuidad f no se anula en una vecindad del origen y esto implica que la ecuacién (?7) es equivalente
a

Ky
Il

{ z1 + A(z1,z2)
(a7)
ah = abt.
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Ahora consideremos una cambio de variable de la forma

E(z1,22) = (21 + é1(21, 22), 22)

y siguiendo la misma idea de la prueba del Lema ?7, se llega a verificar que &(z1,z3) es holomorfa en
una vecindad del (0,0) € C? y transforma la ecuacién (?7) en

2] = x4+ zA(z1,22)

48
o (48)
Za = Ty ,

donde A;(z1,z2) es holomorfa en una vecindad del origen. Finalmente, aplicando el Lema ?? a la ecuacién
(?7)tenemos que ella es transformada en

w), = w(l+ )\wg) + wg R(wy, ws)

w.'z = w]23+1,

donde R(w;,ws) es una funcién holomorfa en una vecindad del (0,0) € €2, de orden mayor o igual que
p+ 1y asi queda probado el Teorema. O

Corolario Sea U C C? un abierto con 0 € U y consideremos Z = (A1z1 + A(z1, 22), Aa(21, 22)) € X(U)
donde A, y A; tiene orden mayor o igual que 2 en el origen. Entonces existen constantes p > 1y A € C
tales que Z es localmente analiticamente conjugado al campo

W (w1, ws) = (w1(1 + Awh) + wa R(w1, wy), uf§+l)

donde R(w;,ws) es de multiciplidad mayor o igual que p + 1 en 0 € C2.
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