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SOLUCIÓN LOCAL Y SINGULARIDAD PARA UNA ECUACIÓN DE VIGA NO
LINEAL DE TIPO KIRCHHOFF CON TÉRMINO DISIPATIVO

Teófanes Quispe*

Resumen: En el presente trabajo, consideramos un problema mixto para una ecuación de-
viga no lineal de tipo Kirchhoff con término disipativo en un dominio acotado. Probamos la
existencia y unicidad de soluciones locales con argumentos del punto fijo de Banach. También
obtenemos la propiedad de singularidad en tiempo finito de las soluciones y las estimativas
para el tiempo de explosión.
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LOCAL SOLUTION AND BLOW-UP FOR A NONLINEAR BEAM EQUATION
OF KIRCHHOFF TYPE WITH DISSIPATIVE TERM

Abstract: In present work, we considered a mixed problem for a nonlinear beam equation
of Kirchhoff type with dissipative term in a bounded domain. We prove the existence and
uniqueness of local solutions with arguments of the fixed point of Banach. Also we obtain the
blow-up properties in finite time of solutions and the estimates for the explosion time.

Key words: Local solution, Nonlinear beam equation of Kirchhoff type, Galerkin method,
Fixed point method, Blow-up of solutions.

1. INTRODUCCIÓN

En este artículo consideramos el problema de valor inicial y de frontera para la siguiente ecuación de
viga no lineal de tipo Kirchhoff:

u" + (3(x)u' + aLS?u - M (l\7uln fl.u = f (u) en °x ]0, oo], (1.1 )

con' condiciones iniciales
u (x, O) = UD (x) , u' (x, O) = Ul (x) , en 0, (1.2)

y condiciones de frontera
8u

u = 81/ = 0, en 80 x ]0, 00[, (1.3)

donde °es un conjunto abierto y acotado de IRncon frontera suficientemente regular 80, \7 es el operador
gradiente, fl. es el operador laplaciano, a es una constante real positiva, (3(x) es una función real no
negativa para x E 0, M (s) es una función real positiva de clase el para s ~ 0, f (s) es una función
real no lineal continuamente diferenciable para s E IR, tll es la derivada normal sobre 80, w' := ~~,

w" := ~ y l\7wl~:= In l\7w (x, tW dx.

El caso n = 1, la ecuación (1.1) describe vibraciones transversales no lineales de una viga de longitud
L de material elástico, cuyos extremos se encuentran fijos en los puntos x = ° y x = L, en el eje x del
plano xu. En estas condiciones la ecuación resultante es

11 , 8
4
u ( Eh 18U12) 8

2
u )phu + (3u + El 8x4 - Po + 2L 8x 2 8x2 = f (u , (1.4)
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donde u = u (x, t) representa el desplazamiento transversal en el espacio de coordenada x y en el tiempo
t, p es la densidad de masa, h es el área de la sección transversal de la viga, Po es la tensión inicial, E es
el módulo de Young del material, I es el momento de inercia, el producto El es el módulo de rigidez de
flexibilidad, f3 es el coeficiente de la fuerza amortiguadora y f (u) es la fuerza restauradora. Cuando en
(1.4), f3 == f == ° se tiene que la ecuación (1.4) es la propuesta y estudiada por Woinowsky-Krieger [16]y
cuando f3 == I == ° es la propuesta y estudiada por Kirchhoff [8].El caso general n ~ 1, la ecuación (1.1)
tiene diversas aplicaciones, como en el área de resistencia de materiales, mecánica de sólidos, análisis de
estructuras, entre otras.

Cuando f3 == f == 0, el modelo (1.4) fue investigado por Eisley [6], mientras los resultados
experimentales han sido dados por Burgreen [3]. También el modelo fue estudiado por Dickey [5] y
más tarde por Ball [2]. Cuando f3 == f == 0, la ecuación (1.1) fue investigado por Tucsnak [14], quien
obtiene decaimiento exponencial. Cuando f == 0, M ~ Oy término disipativo relativamente general, la
ecuación (1.1) fue estudiado por Vasconsellos y Teixeira [15], quienes obtienen existencia, unicidad y
decaimiento de la energía. Cuando f3 == O, la ecuación (1.1) fue también estudiado por Guedda y Labani
[7], quienes obtienen no existencia global con energía inicial no positiva; por su parte Wu y Tsai [17],
obtienen existencia local, existencia global y singularidad para f (u) = lulp-2 u, P > 2.

En este trabajo, probaremos la existencia, unicidad y propiedad de singularidad de las soluciones
locales del problema (1.1) - (1.3) en un dominio acotado O en ]Rn, cuando f3 es una función real no
negativa, ex es una constante real positiva, M es una función continua positiva y f es una función
real no lineal. En primer lugar, probaremos la existencia y la unicidad de la solución global de un
problema lineal asociado a (1.1) - (1.3), utilizando el método de Galerkin y el método de la energía
respectivamente. Asimismo, obtendremos una estimativa para las correspondientes soluciones. En segundo
lugar, li-nealizaremos el problema (1.1) - (1.3) para elementos de un espacio GTo,Ro' llamado espacio de
soluciones, luego obtendremos sus soluciones en GTo,Ro y después, por argumentos del teorema de punto
fijo de Banach, se obtendran las soluciones locales del problema (1.1) - (1.3) sobre un intervalo [O,To],
donde To > ° depende de los datos iniciales y de los parámetros del problema. La unicidad de soluciones
será obtenida utilizando las estimativas de las soluciones del problema lineal. En tercer lugar, obtendremos
la singularidad en tiempo finito de soluciones, con energía inicial negativa, nula y positiva restringida,
empleando el método directo [9].Asimismo hallaremos las estimativas para el tiempo finito de explosión.
De esta manera, se puede extender en [17]a una fuerza restauradora relativamente más general f (u) y
adicionar el término disipativo lineal f3(x)u'. En la discusión del problema emplearemos las estrategias y
herramientas inspiradas en los trabajos de u y Tsai [9],Wu y Tsai [17]y Quispe Méndez [10,11,12,13].

2. PRELIMINARES

En esta sección, presentamos algunas notaciones, conceptos y resultados sin demostración, los cuales
serán usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea O un conjunto abierto y acotado de ]Rn con frontera suficientemente regular 80. Denotamos el
producto interno y la norma de L2 (O) y LP (O), con (.,.) y I . Ip respectivamente, para 1 < p ::; oo. Además
((.,.)) y 11.11, denotaran el producto interno y la norma de HJ (O), donde ((u, v)) := J O 'Vu(x).'Vv(x)dx
es la forma de Dirichlet.

Sea X un espacio de Banach, T y p números reales tales que 0< T < 00 y 1 ::;p ::; oo. Representamos
con LP (O,T; X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : ]0,T[ ----+ X medibles con
Ilu(t)llx E LP(O,T), dotado de la norma

T ~
IluIILP(O,T;X) := (/0 Ilu (t)ll~ dt) , 1::; p < 00,

IluIlLOO(OT'X):= sup ess Ilu (t)llx ' p = oo.
, , O<t<T
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Similarmente, cuando ° < T < 00, representamos con e ([O,T] ;X) al espacio de Banach de las
funciones continuas u: [O, T] -----7 X, dotado de la norma

IluIIC([OT]'X):= sup Ilu(t)llx ." 0-:;' t-:;,T

Denotamos wl := ~~,w" := ~, w (t) (x) :=,= w (x, t) y Loo := LOO(n).

Hipótesis. Imponemos sobre las funciones reales ¡.¡,(t), (3 (x), M (s) y 1(s) las siguientes condiciones:

(Hl) ¡.¡, E e ([O, oo[), ¡.¡,I E L2 (0,00) y ¡.¡, (t) 2:: trui > 0, Vt 2:: 0, donde mo es una constante positiva.

(H2) (3 E Loo (0,), (3 (x) 2:: 0, Vx E n.
(H3) M E el ([O, oo[) Y M (s) 2::mo > 0, Vs 2::0, donde mo es una constante dada en (Hl).

(H 4) f(O) = ° y existe una constante positiva K tal que

If (s) - 1(r)1 < K Is - rl (lsIP-2 + Irlp-2 ) ,

para s, r E IR y 2 < p :s: 2V:~:)para ti 2:: 5 Ó p > 2 para n :s: 4.

(H5) (2')'+ 1)Ni (s) 2:: (M (s) + 2')'mo) s, Vs 2:: 0, donde Ni (s) := J; M (~) d~, ° < ')' < p~2 es una
constante y mo es una constante dada en (Hl).

(H6) f (s) s 2:: 2 (2')' + 1) F (s), Vs E IR, donde F (s) := J; 1(~)d~ y ')' es una constante dada en (H5).

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [1]). Si 1 :s: p :s: [n-~:]+ (1:S: p < 00 si n.= 2m),
entonces existe una constante positiva B1 tal que

lulp:S: B11(-~)~ ul
2
, Vu E D ((-~)~),

donde [a]+ := máx {O, a} y W = 00 si [a]+ = O.

Lema 2.2 (Desigualdad de Gronwall [18]). Sean I,9 : [a, b] --+ IR funciones continuas, con 9 no
decreciente y h E L1 (a, b), las cuales satisfacen la desigualdad

1 (t) :s: g(t) +J: h(s)1 (s) ds, Vt E [a, b] .

Entonces,

f(t):s: g(t)exp (J: h(S)dS), Vt E [a,b].

Lema 2.3 ([9]). Sea')' :> ° y sea B E e2 ([O,oo[) una función no negativa que satisface

B" (t) - 4h+ 1) BI (t) + 4h+ 1) B (t) 2:: O.

Si BI (O) > r2B (O) + K«, entonces BI (t) > Kr; para t > 0, donde Ko es una constante y

r2 := 2h+ 1) - 2Vh+ 1) ')'

es la menor raíz de la ecuación cuadrática r2 - 4 (')' + 1) r + 4 (')' + 1) = O.

Lema 2.4 ([9]). Si J (t) es una función no creciente en [to, 00[, to > ° y satisface la inecuación
diferencial

[JI (t)] 2 2:: a + b [J (t)]2+*, para t 2:: to,
donde a > 0, ')' > ° y b E IR, entonces existe un número real positivo T* tal que lím J (t) = ° y una cota

i-vr;
superior de T* puede ser estimado respectivamente, en los siguientes casos:
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(i) Si b < ° y J (to) < mín { 1, ~} , entonces

1 ( f& )T. ~ to + IT In ~ .
y-b Y!:b-J(tO)

(ii) Si b = 0, entonces

(iii) Si b > 0, entonces

o
3"1+1 le ( 1 )T. < to + 2~ Va 1 - [1+ eJ (to)r~ ,

(b)~donde e:= ~ .

3. PROBLEMA LINEAL

En esta sección, estudiaremos la existencia y la unicidad de la solución global del siguiente problema,
lineal mixto:

u" + ¡3(x) ul + a.6.2u - f.h(t).6.u = h(x, t) en O x ]0,T[,
u(x,O) = Uo (x), ul (x,O) = Ul (x) en O,

8u
u = - = ° en 80 x ]0, T[ ,

8v
donde T es un número real positivo fijo, escogido arbitrariamente. En la discusión de la existencia,
emplearemos el método de Galerkin y en la unicidad, el método de la energía.

(3.1 )

Lema 3.1. Supongamos que las funciones f.h y (3 satisfacen las hipótesis (H1) y (H2) respectivamente,
uo E U, Ul E H¿(0)nH2(0) y h E Wl,2(0,T;L2(0)). Entonces el problema (3.1) admite solución
única u sobre [O, T] tal que

u E VXl ([O, T]; U) ,
ul E t= (O, T; H¿ (O) nH2 (O)) ,
U" E Loo (O, T; L2 (O)) ,

donde

Además, la solución u verifica la estimativa

(3.2)

para todo t E [O,T], donde

El (t) := !lul (t)l~ + ~a l.6.u(t)l~ + !f.h(t) Ilu (t)112
,

El (O) := ! IUll~ + !a l.6.uol~+ ~f.h(O) IIuol12
.

Demostración. Procedemos en cinco etapas.

Soluciones Aproximadas. Sea {wkhEN una base en el espacio U y sea Vm = [Wl,W2, ... ,wm] el
subespacio generado por los primeros m vectores Wl,W2, ... ,Wm de {wdkEN' Consideremos
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m

Um (t) =L Tjm (t) Wj,

j=l

las soluciones aproximadas en Vm del problema (3.1), donde las funciones Tjm (t), j = 1,2, oo., m, son
determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para W E Vm

(U~ (t) ,w) + ((3u'rrJt), w) + a(.0.um(t), .0.w)
+¡.t(t)((um (t), w)) = (h(t), w),

Um (O) = uOm, u~ (O) = u1m,

(3.3)

donde
m

UOm = ¿ TOjmWj, UOm --+ Uo fuerte en U,
j=l
m

U1m = ¿ T1jmWj, Ulm --+ Ul fuerte en HJ (O) nH2 (O).
j=l

El teorema de Carathéodory [4], nos garantiza la existencia de una solución local Um del problema
aproximado (3.3) en el intervalo [O,Tm[, O < Tm < T. Las siguientes estimativas a priori nos permitirán
extender la Um a todo el intervalo [O, T], con T independiente de m.

(3.4)

Estimativa 1. Considerando W = u~(t) en (3.3), se obtiene

~!Iu~ (t)l~ + ((3u~(t),u~ (t)) + ~a;t l.0.um(t)l~
+ ~¡.t(t) dt Ilum (t)112= (h(t), u~ (t)).

(3.5)

Utilizando la desigualdad de Holder y la hipótesis (H2), del resultado (3.5), se obtiene

(3.6)

donde

De (3.6), resulta
d 1 1 [I¡.tl (t)1 ] 1
dtEf(t)::; Ih(t)12 +:2 ---¡;(i) + 1(3lvXl Ef(t).

Luego de integrar (3.7) desde Ohasta t, y usando la desigualdad de Gronwall, se obtiene

(3.7)

(3.8)

donde
1 2 1 2 1 2

El (O) := :2IU1m12+ :2a l.0.uomb+ :2¡.t (O) Iluomll .
Por la condición (3.4) implica que El (O)es acotado. Por las hipótesis de h, ¡.ty (3, del resultado (3.8),se
tiene

Iu~ (t)l; + l.0.um (t)l~ + Ilum (t)112::; Gl, Vt E [O, T],
donde Gl es una constante positiva independiente de m.

(3.9)

Estimativa 11. Hacemos t = Oen (3.3) y luego tomando W = u~(O), se obtiene

Así, usando las hipótesis de h, ¡.ty (3, y la condición (3.4), se tiene

(3.10)



72 SOLUCIÓN PARA UNA ECUACIÓN DE VIGA NO LINEAL DE TIPO KIRCHHOFF

donde C2 es una constante positiva independiente de m.

Estimativa III. Tomando la derivada de (3.3) con respecto a t y luego considerando w = u'/n(t), se
obtiene

~: lu'/n(t)l; + (;3u'/n(t), u'/n(t)) + ~a: Iflu~ (t)l;
t d t

+~p,(t) dt lIu~ (t)112+ p,'(t) ((um (t), u'/n(t))) = (h'(t), u'/n(t)).

Utilizando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Yaung y las hipótesis de h, p, y ;3, del resultado
(3.11), se obtiene

(3.11)

(1)

donde
1 1 12 1 1 12 1 1 2E2 (t) := '2 u'/n(t) 2+ '2a flu~ (t) 2+ '2p,(t) 1u~ (t)11 .

Utilizando (3.9), del resultado (3.12), se tiene

(3.13)

:tE2 (t) < [1 + 1p,'(t)1+ 1:(W1 + 21;3ILoo]E2 (t) 3.14

+~ [Clip,' (t) 1+ Ih' (t) I~] .

(2)

Después de integrar (3.14) desde ° hasta t y usando (3.10), se obtiene

(3.15)

donde
1 1 2 1 - 2

EC2 := 2'C2 + 2'a Iflu1ml2 + 2'p,(0) IIu1mll ,

g(t):= ~ J: [C11p,'(s)1+ Ih'(s)I~] ds.
Aplicando la desigualdad de Gronwall en (3.15), se obtiene

(3.16)

(3.17)

Por la condición (3.4), resulta que EC2 es acotado. Utilizando las hipótesis de h, p, y ;3, del resultado
(3.17), se tiene

lu'/n (t)l~ + Iflu~ (t)l~ + Ilu~ (t)112~ C3, Vt E [O,T],

donde C3 es una constante positiva independiente de m.

(3.18)

Pasaje al límite. De las estimativas (3.9) y (3.18), existen subsucesiones {uv}, {u~} y {u~} de {um},
{u~} y {u'/n} respectivamente, tales que

* t= (O, T; H6 (O)) ,Uv --' u en
u' ~ u' en t= (O, T; HJ (O) nH2 (O)) , (3.19)v
u' ~u' Loo (O, T; L2 (O)) ,t/ en
u" ~ u" en t= (O, T; L2 (O)) .v

Por pasaje al límite en la ecuación (3.3) y utilizando (3.19), resulta

lt lo [u" + f3 (x) u' + afl2u - p,(t)flu - h(x, t)] vBdxdt = 0,



73

para todo ()E D (O, T) y para todo v E U. Por esta identidad, tenemos

u" +,8 (x) u' + a.6.2u - ¡.t(t).6.u = h(x, t) en DI (O, x ]0,T[). (3.20)

Por otra parte, desde que u", ,8 (x) u', ¡.t(t).6.u y h(x,t) pertenecen al espacio UO(O,T;U(o')) y por
(3.20), se deduce que .6.2u E Loo (0,T;L2 (0,)). En consecuencia u E U y se tiene

o" +,8 (x) ul + a.6.2u - p,(t).6.u = h(x, t) en Loo (O,T; L2 (0,)). (3.21)

Los datos iniciales se verifican de modo estándar. La estimativa (3.2) se obtiene de manera similar
que (3.8). La unicidad resulta de la estimativa (3.2). Esto concluye la demostración del Lema 3.1. O

Lema 3.2. Supongamos que las funciones p, y ,8 satisfacen las hipótesis (H1) y (H2) respectivamente,
Uo E Hg, ul E L2(0,) y h E W1,2(0,T;L2(0,)). Entonces el problema (3.1) admite soluciori úruca u
sobre [O, T] tal que

u E e ([O, T]; H6 (0,)) ,
ul E e ([O,T] ;L2 (0,)),
u" E UO (O, T;H-1 (0,)) .

Además, la solución u verifica la estimativa (3.2).

Demostración. Como U es denso en H5 (O,) y HJ (O,) n H2 (O,) es denso en L2 (0,), entonces existen
sucesiones {UOm} e U y {Ulm} e HJ (O,) nH2 (O,) tales que

UOm--t Uo en H5 (0,),
ulm --t ul en L2 (O,) .

Ahora consideremos para cada m E N, el siguiente problema lineal

u::r,+ ,8(x)u~ + a.6.2um - p,(t).6.um = h(x, t) en O, x ]0, T[,
um(x,O)=uom(x), u~(X,O)=Ulm(X) en 0"

oUm
Um = -- = O en 00, x ]0, T[ .

OV
Por el Lema 3.1, para cada m E N, existe una única función Um tal que

(3.22)

(3.23)

u::r,+ ,8(x)u~ + a.6.2um - ¡.t(t).6.um = h(x, t) en Loo (O, T; L2 (0,)) ,

Um E t= (O, T; U) ,
u~ E UXJ (O, T; HJ (O,) nH2 (0,)) ,
u::r,E Loo (O, T; L2 (0,))

(3.24)

(3.25)

y verifica la estimativa (3.2).

De las pertenencias (3.25), obtenemos

um E e ([O,T]; H6 (0,)),
u~ E e ([O, T] ; L2 (0,)) .

Por (3.22), {UOm} y {Ulm} son sucesiones de Cauchy en Hg (O,) y en L2 (O,) respectivamente. Por
la estimativa (3.2), resulta que {um} Y {u~} son sucesiones de Cauchy en e ([O, T]; H5 (0,)) y en
e ([O, T]; L2 (0,)) respectivamente. Así existen u E e ([O, T]; H5 (0,)) y u' E e ([O, T]; L2 (O,)) tales que

Um --t u en e ([O, T]; H5 (0,)) ,
u~ --t ul en e ([O, T]; L2 (0,)) . (3.2G)

Por (3.26) y de (3.24), por pasaje al límite, se obtiene (3.20). Desde que u E e ([O, T]; H5 (0,)), se
obtienen .6.u E u= (O, T; L2 (0,)) Y .6.2.t¿ E Loo (O, T; H-l (0,)). De (3.20) resulta u" E t= (O, T; H-1 (0,))
y se tiene

Ull +,8 (x) ul + a.6.2u - p,(t).6.u = h(x, t) en Loo (O,T; H-1 (0,)).

De aquí el resto es similar al Lema 3.1. Esto concluye la demostración del Lema 3.2. o
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4. EXISTENCIA LOCAL

En esta sección, discutiremos la existencia y la unicidad de la solución local del problema (1.1) - (1.3),
usando argumentos del teorema de punto fijo de Banach. Para esto necesitaremos los resultados del Lema
3.2.

Definamos el siguiente espacio de dos parámetros, llamado Conjunto de Soluciones o Conjunto
Admisible

GTO,Ro := {v E C ([O,Tol; H8 (O)) ; Vi E C ([O,Tol ; L2 (O)) ,
lul (t)l~ + I~u (t)l~ ::; R§, t E [O,Tol
con v (O)= Uo y Vi (O)= ul },

donde To > OY Ro > O. Entonces GTo,Ro es un espacio métrico completo con la distancia

1

d (u, v):= sup [Iul (t) - Vi (t)l~+ I~u (t) - ~v (t)I~] 2 ,
O::;t::;To

(4.1 )

donde u, v E GTo,Ro'

Lema 4.1. Supongamos que la función M satisface la hipótesis (H3). Si u, v E GTo,Ro y M (t; u) :=

M (1Iu(t)112), entonces M(·;U) E C([O,ToD y M/(.;U) E DXl(O,To). Además se verifica para cada
t, s E [O, Tollas siguientes desigualdades:

1M (t; u) - M (s; u)1 ::;2M1R51t - si ,

IJL(t; u) - JL (t; v)1 ::; 2M1Bf Ro I~u (t) - ~v (t)12'
IJLI (t;u)1 ::; 2M1R5,

0< mo ::; M (t; u) ::;Mo,

donde Mo := sup {M (s); ° ::;s ::;Bf R5}, B1 es la constante de la desigualdad de Sobolev- Poincaré y
Mi := sup {IMI (s)l; O::; s ::;Bt R5}.
Demostración. Por el teorema de Valor Medio, se obtiene

1M(t; u) - M (s; u)1 = 12MI (11u (~)112) (-~u (~), ul «» lit - si

y

1M(t; u) - M (t; v)1 IMI (1]) I (11u (t) 11+ Ilv (t) 11)Illu (t) 11- IIv (t) 111
< IMI (1])1 (11u (t)11 + Ilv (t)ll) Ilu (t) - v (t)11 ,

donde ~ está entre t y s, 1] está entre Ilu (t)112 y Ilv (t)112. Aplicando la desigualdad de Sobolev-Poincaré,
a las relaciones anteriores se obtienen los resultados. O

Lema 4.2. Supongamos que la función f satisface la hipótesis (H4). Si u,v E GTo,Ro y h(t;v) .-
f(v(t)), entonces h E C([O,Tol;L2(0)). Además se verifica para cada t,s E [O,Tollas siguientes
desigualdades:

Ih(t;v) - h(s; v)12 ::; 2KBi(p-l) Rb-21~v (t) - ~v (s)12'

Ih (t; u) - h (t; v)12 ::; 2KBi(p-l) Rb-21~u (t) - ~v (t)12'

Ih (t· v)1 < KB2(P-l) RP-l
, 2 - 1 o'

donde B; es la constante de la desigualdad de Sobolev-Poincaré.
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Demostración. Por la hipótesis (H 4), resulta

Ih (t; v) - h (s; v)b If (v (t» - f (v (s»b

< K IIV(t) - v (s)1 (Iv (tW-2 + Iv (s)IP-2) 12

< Klv(t) - v(s)lq (Iv(t)I~(;~2) + Iv(s)I~(;~2»)'

donde ~+ ~= ~.Aplicando la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

Ih (t; v) - h (s; v)12 < KB~(P-l) Iflv (t) - flv (S)12 (Iflv (t)I~-2 + Iflv (s)I~-2)
::; 2KB~(p-l) Rb-2Iflu(t) - flu(s)b.

Recurriendo nuevamente a la hipotesis (H 4) Y la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

Ih (t; v)12 If (v (t))12
< K Iv (t)I~(;~l)
< KB~(P-1) Iflv (t)I~-l
< K B~(P-l) Rb-1.

Observar, que en la aplicación de la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se ha utilizado la condición de p.
Esto concluye la demostración. D

Teorema 4.3 (Existencia Local). Supongamos que las funciones (3, M y f satisfacen las hipótesis
(H2) , (H3) y (H4) respectivamente, Uo E H5 (O) y Ul E L2 (O). Entonces existe To > 0, de tal modo que
el problema (1.1) - (1.3) admite solución única u sobre [O,To] tal que

u E e ([O, Tol; H5 (0») ,
u' E e ([0, To]; L2 (O)) ,
u" E Loo (O, To;H :' (O)) .

Demostración. Procedemos en dos etapas.

Existencia de Soluciones. Para cada v E GTo,Ro, consideremos la siguiente ecuación lineal

u" + (3 (x) u' + afl2u - f.1.(t; v) flu = h (t; v) en O x ]0, To[, (4.2)

con condiciones iniciales
u (x, O) = Uo (x) , u' (x, O) = U1 (x) , en O, (4.3)

y condiciones de frontera
ou

u=ov=O, enoOx]O,To[, (4.4)

donde Te > ° y Ro > ° serán obtenidos posteriormente, h(t;,v):= f(v(t» y f.1.(t;v):= M (1Iv(t)112).
Por los Lemas 4.1 y 4.2, las funciones f.1.(.;v) y h(.;v), satisfacen las hipótesis del Lema 3.2, entonces
existe solución única u sobre [O, To] del problema (4.2) - (4.4) tal que

u E e ([O, T]; H6 (O)) ,
u' E e ([O, T]; L2 (0») ,
u" E Loo (O, T; H-1 (O)) .

(4.5)

Además, la solución u verifica para cada t E [O,To], la siguiente estimativa

(4.6)
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donde
El (t) := ~ lu' (t)l~ + ~a l.6.u (t)l~ + ~¡t(t; v) Ilu (t)112,
El (0):= ~ lud~ + ~a l.6.uol~+ ~M (1IuoI12) IIuol12.

El siguiente paso será mostrar que u E GTo,Ro' Por (4.6) y los Lemas 4.1 y 4.2, se obtiene

lu' (t)l~ + l.6.u (t)l~ ::; 2 [E~ (O) + KB2(p-l) RP-IY,] 2
mín {1, a} l l o o

(¡TO [2MIR2 ])exp o mo o + 1.BILoods .4.7 (3)

Escogemos la constante Ro > ° que satisfaga la relación

(4.8)

y consideremos To > ° que satisfaga las relaciones

2(p-l) p-l ([2MIR~ I ])KBI Ro To::; 1 Y exp mo + .BILoo To ::; 2. (4.9)

Entonces de (4.7) utilizando (4.8) y (4.9), resulta

lu' (t)l~ + l.6.u (t)l~ ::; R~,Vt E [O,To]. (4.10)

Por (4.5), (4.10) Y como u es solución de (4.2) - (4.4), se tiene que u E GTo,Ro'

Por el resultado antes obtenido, tiene sentido definir la aplicación no lineal 'P como sigue:

'P: GTo,Ro ----+ GTo,Ro
v r---+ 'P (v) = u

donde u es la solución del problema (4.2) - (4.4) para v E GTo,Ro' Esto significa que ip (GTo,Ro) e GTo,Ro'

Ahora probaremos que 'P es una contracción estricta con respecto a la distancia (4.1), es decir, se
cumple para cada VI, V2 E GTo,Ro la desigualdad

para un fijo o, °< O < 1.
/

Sean VI,V2 E GTo,Ro' entonces UI = 'P(VI) y U2 = 'P(V2) son soluciones del problema (4.2) - (4.4).
Haciendo, Q := O x ]0, To[ , E := 80 x ]0, To[ , w = UI - U2, entonces w satisface el problema lineal

w" + .B(x) w' + a.6.2w - ¡t(t; VI).6.w = h(t; VI, V2) en Q,
w (x,O) = 0, w' (x,O) = O en O,

8w
w= - =0 en E,

8v

(4.11)

donde

¡t (t; v) :=M (11v(t)112) ,

h(t; VI, V2) := [¡t (t; vi) - ¡t (t; V2)] .6.u2 (t) + f (VI) - f (V2).

Por los Lemas 4.1 y 4.2, obtenemos

(4.12)
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Del Lema 4.1, (4.12) YLema 3.2, existe una única solución w sobre [O,To] del problema (4.11) Yse verifica
para cada t E [O, To] la estimativa

[f
t ]2 (r[I¡'¿/(S;vdl ])El (t)::; lo Ih (s; VI, v2)12 ds exp lo ¡,¿ (s; VI) + 1.8ILoo ds , (4.1:3)

donde
1 1 12 1 . 2 1 2Er(t) := i wl (t) 2 + ia l6.w (t)12 + i¡,¿(t; VI) Ilw (t)11 .

Utilizando el Lema 4.1, (4.9) Y (4.12) en (4.13), se obtiene
1

(
16 )"2 [M B2 R2 + K B2(P-I) RP-2]

mÍn {1, a} l l O l O

J: l6.vI (s) - 6.v2 (s)12 ds.4.14

Aplicando supremo en (4.14) y utilizando (4.9), resulta

1

[Iwl (t)l~+ l6.w (t)I~]"2 ::;

(4)

(4.15)

Además de las relaciones de (4.9), y tomando un To > ° que satisfaga la relación

(
16 ) ~ [ 2 2 -1]8:= '{ } M1BlRóTo+Ro <1,mm 1,a

se tiene de (4.15) que 'P es una contracción estricta.

Aplicando el teorema de Punto Fijo de Banach, existe un único u E GTo,Ro tal que 'P (u) = u. ASÍ,
hemos obtenido la existencia de la solución local del problema (1.1) - (1.3)

Unicidad de Soluciones. Sea u la solución obtenida en la prueba de existencia, la cual pertenece a
GTo,Ro. Consideremos otra solución V del problema (1.1) - (1.3) tal que

V E C ([O,Tr] ;H8 (O)),
VI E C ([O,TI]; 12 (O)) ,
o" E L'XJ (0,TI;L2(0)) ,

(4.16)

con ° < TI ::; Ti; Haciendo, Q := O x ]0, Td , ~ := 80 x ]0, TI [ y W = u - v, entonces la función w
satisface el problema lineal

Wll +.8 (x) wl + a6.2w - ¡,¿(t;u)6.w = h(t; u, v) en Q,
w (x,O) = 0, wl (x,O) = ° en O,

8w
w= - =0 en ~,

8v

(4.17)

donde
J.L (t; z) := M (IIz (t)II2) ,

h(t;u,v):= [¡,¿(t;u) - ¡,¿(t;v)]6.v(t) + f(u(t)) - f(v(t)).

Por (4.16), existe una constante Co > ° tal que

l6.v (t)12 ::; Co, Vt E [O,TI]. (4.18)

Por el teorema de Valor Medio, desigualdad de Sobolev-Poincaré y (4.18), se obtiene

Ih(t; u, v)12 ::; [M2CoBf (Ro + Co)

+KB~(P-l) (Rb-2 + cg-2)] l6.w(t)b

Ko l6.w(t)12 4.19 (5)
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donde M2 := sup {1M' (s)l; ° < s ~ Br máx {R6,Cn} y «; es una constante positiva.

Del Lema 4.1, (4.19) Y Lema 3.2, existe una única solución w sobre [O,T¡] del problema (4.17) y
verifica la estimativa

(4.20)

donde
1 l' 12 1 2 1 2El (t) := 2 w (t) 2 + 2a l.6.w (t)12 + 2¡.t(t; u) IIw (t)11 .

De (4.20) y empleando el Lema 4.1 y (4.19), resulta

l.6.w (t)12 ~ C4 fot l.6.w (s)b ds, Vt E [O, Td , (4.21)

donde C4 es una constante positiva.

De (4.21) Y la desigualdad de Gronwall, resulta l.6.w (t)b = 0, Vt E [O.Td, ° < TI ~ To. Esto implica
que u (t) = v (t) = 0, Vi E [O,TIJ. Con esto hemos probado la unicidad de la solución y por tanto finalizado
la demostración del Teorema 4.3. O

Corolario 4.4. Supongamos que las funciones (3, M y f satisfacen las hipótesis (H2) , (H3) y (H4)
respectivamente, Uo E H5 (O) y UI E L2 (O). Entonces existe un único intervalo [O,Tmáxl con
0< Tmáx ~ 00 y el problema (1.1) - (1.3) admite solución única u sobre [O, Tmáx[ tal que

u E C ([O, Tmáx[; H6 (O)) ,
u' E C ([0, Tmáx[; L2 (O)) ,
u" E V:X:, (0,Tmáx;L2 (O)).

Demostración. Similar a la demostración del Corolario 4.4 [lOJ. O

Observación 4.5. Si consideramos en el problema (1.1) - (1.3) que el coeficiente (3(x, t) del término
disipativo es una función real para x E O, t 2::° tal que (3E W2,2 (0,00; Loo (0)), entonces se obtienen
los mismo resultados de los Lemas 3.1 y 3.2, Teorema 4.3 y Corolario 4.4. La hipótesis (H2) para!3 es
solamente necesaria para obtener la propiedad de singularidad.

5. PROPIEDAD DE SINGULARIDAD

En esta sección, discutiremos la propiedad de singularidad en tiempo finito de la solución del problema
(1.1) - (1.3) sobre un intervalo maximal [O,Tmáx[' En la discusión usaremos el método directo [5, 13].

Definición 5.1. Una solución u del problema (1.1) - (1.3) sobre [O,Tmáx[ tiene la propiedad de explosión
o singularidad en tiempo finito, si

Definición 5.2. La función energía E (t) del problema (1.1) - (1.3), se define por

para t 2:: 0, donde
NI (s) := 108 M(~)d~ y F (s):= 108 f (~)~.



79

Lema 5.3. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H2) - (H4). Si u es una solución del problema
(1.1) - (1.3) sobre [O,Tmáx[ con datos iniciales UoE H'6 (n) y Ul E L2 (n), entonces

(5.1)
para t 2:: O, donde E (O) es la energía inicial definida por

Demostración. Multiplicando a la ecuación (1.1) por Ut, integrando sobre n y utilizando el teorema de
la Divergencia, se obtiene

El (t) + lJ73ul (t)l: = o. (5.2)

ODe aquí, se tiene el resultado.

Lema 5.4. Sea la función definida para A 2::o:

(5.3)

donde Ó := W +mo, B; es la constante de la desigualdad de Sobolev-Poincaré; mo, K y p son constantes
1

de las hipótesis (H3) - (H 4). Entonces

(í) g es estrictamente creciente en [O, Ao[,

(ii) g toma su valor máximo Eo en Ao,

(iii) g es estrictamente decreciente en ]Ao,00[,

donde
(5.4)

Demostración. La verificación es inmediata. o

Lema 5.5. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H2) - (H 4). Si u es una solución del problema
(1.1) - (1.3) sobre [O,Tmáx[ con datos iniciales UoE H6 (n) y ul E L2 (n), y que satisface

lIuoll> Ao Y E (O) < Eo,

entonces
Ilu(t)11> Ao, para t 2:: o. (5.5)

Demostración. Por (5.2), E (t) es una función no creciente y E (t) S E (O), para t 2:: o. Por la desigualdad
de Sobolev-Poincaré y (H3), resulta

E (t) > !ÓJlu (t) 112- K Bf JIu (t) IIP
2 p

g(llu(t)II), parat 2::O,

donde g es la función definida en (5.3). Así se tiene

g(llu(t)ll) S E(t) S E(O) < g(Ao):= Ea, para t 2::o. (5.6)

Por (5.6), existe Al > Ao tal que 9 (AI) = E (O). A continuación probemos que

lIu (t)112::Al, para t 2::O. (5.7)
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Por el absurdo. Supongamos que existe to > Otal que AO < Ilu(to)11< )'1' Desde que g es estrictamente
decreciente en ]Ao, 00[, resulta

E (O)= g (>'1) < g (11u(to)l!) < g (Ao)

y esto es una contradicción con (5.6). Por tanto se cumple (5.7) y Ilu (t)11> Ao, para t ~ O. Por tanto, se
obtiene (5.5). O

Definición 5.6. Para una solución u del problema (1.1) - (1.3) sobre [O,TmáxL se define la función
explosión

t' 2
A(t) :=lu(t)I~+ lo l03u(s)12ds, parat~O. (5.8)

Lema 5.7. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H2) - (H6). Si u es una solución del problema
(1.1) - (1.3) sobre [O,Tmáx[ con datos iniciales Uo E H'6 (O) y ul E L2 (O), entonces

(5.9)

donde, es la constante dada en (H5),

Q (t) := -4 (2, + 1) E (O)+ 4,5 Ilu (t)112 (5.10)

y 5 es la constante de la función (5.3).

Demostración. Por diferenciación de (5.8), se tiene

Al (t) = 2 (ul (t) ,u(t)) + l03u(t)I:. (5.11 )

Diferenciando (5.11), utilizando la ecuación (1.1) y el teorema de la Divergencia, se obtiene

Al! (t) = 21u' (t)l~ - 20; l.6.u (t)l~ - 2M (11u(t)112) Ilu (t)112

+2 (f (u (t)), u (t)) .5.12 (6)

Por (5.1), se obtiene de (5.12)

Al! (t) - 4 (¡+ 1) [Iul (t)l; + I~lví3"u' (s)l~ ds]

= -4 (2, + 1)E (O)+ 4,0; l.6.u (t)l;
+ 2 In [j(u)u - 2 (2, + 1) F (u)] dx

+ 2 [(2, + 1)M (11u(t)112) - M (11u(t)112) Ilu (t)112]

+ 4, I~lví3"ul (s)l~ ds.

(5.13)

Por las hipótesis (H2) - (H6) y utilizando la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene de (5.13) el
resultado (5.9). O

Lema 5.8. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H2) - (H6). Si u es una solución del problema
(1.1) - (1.3) sobre [O,Tmáx[ con datos iniciales Uo E Hg(O) y Ul E L2(0), y satisfaciendo 1¿na de las
siguientes condiciones:

(i) E(O)<O,

(ii) E (O)= O Y Al (O)> Ko,

(iii) O< E (O) < Eo y Iluoll> Ao,
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[ Kl](iv) E(O)?Eo y AI(0»r2 A(O)+ ( ) +Ko,4 "( +1

donde >'0 Y Eo son constantes dadas en (5.4),

Ko := I y'73uo 1: '
A (O) := luol;, Al (O) := 2 (Ul, uo) +Ko,

K, := 4 (2"( + 1) E (O) + 4 h + 1) Ko,

r2 := 2h + 1) - 2y'h + lb,
entonces

Al (t) > Ko, para t > to, (.5.14 )

d d t ' { A'(O)-Ko O} l (') , {Ko-A'(O) O} ( )on e o := max 4(l+2,)E(0)' en e caso 1" to := max K2' en el caso iii con](2:=
2p (Eo - E (O)) Y t«:= O en los casos (ii) y (iv).

Demostración. Consideremos cuatro casos de acuerdo al signo de la energía inicial E (O).
(i) Si E (O) < O, de (5.9), se tiene

Al! (t) ? -4 (2"(+ 1) E (O)

e integrando, resulta
Al (t) ? Al (O) - 4 (2"( + 1) E (O) t, para t > o.

Considerando Al (O) - Ko - 4 (2"( + 1) E (O) t > O, se obtiene

Al (t) > Ko, para t > to,

donde
, {A'(O)-Ko O}to := max 4(l+2,)E(0)' .

(ii) Si E (O)= O, de (5.9), se tiene
Al! (t) ? O

e integrando, resulta
Al (t) ? Al (O), para t > o.

Considerando Al (O) - K« > O, se obtiene

Al (t) ? Ko, para t > O.

(iii) Para O< E (O) < Eo y Iluoll > >'0. De (5.3) y Lema 5.5, vemos que

P -2
Q(t) > -4(2"(+ l)E(O) +4,,(6P-2 (KBf)p-2

4 (2"( + 1) [-E (O) + -2 "( ~Eo] .5.15"(+lp-2 (7)

Tomando "(= ~, de (5.9) y (5.15), obtenemos

Al! (t) ? Q (t) > K2 > O, (5.16)

donde K2 := 2p (Eo - E (O)). Integrando (5.16), resulta

Al (t) ? Al (O)+ K2t, para t > o.
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Considerando K2t - [Ko - Al (O)]> O,se obtiene

Al (t) > Ko, para t > to,

donde
t·- ,{ Ko-A'(O) O}
0·- max K2' .

(iv) Para E (O) 2:e; Primero notemos que se cumple

(5.17)

Usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young en (5.17), se obtiene

(5.18)

Nuevamente usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young en (5.11) y por (5.18), resulta

Al (t) ~ A (t) + Ko + lul (t)l~+ J: Iylful (s)l: ds. (5.19)

De (5.9) Y (5.19), obtenemos

Af/ (t) - 4 b + 1) Al (t) + 4 b + 1) A (t) + KI 2: O,

donde
KI := 4 (2{ + 1) E (O)+ 4b + 1) K«.

Definamos la función
KI

B (t) := A (t) + 4b + 1)' para t 2: O.

Considerando BI (O) > r2B (O)+ Ko, la función B satisface las condiciones del Lema 2.3. Así se tiene
Al (t) > Ko, para t > O.Con esto se concluye la prueba del Lema 5.8. O

Definición 5.9. Para las estimativas del tiempo finito de la función explosión A, definamos la función

J (t) := [A (t) + (TI - t) Kor', para t E [O,TI] , (5.20)

donde TI es una constante positiva que será determinada posteriormente y { es la constante dada en
(H5).

Teorema 5.10 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que se cumplen las hipótesis (H2) - (H6).
Si u es una solución del problema (1.1) - (1.3) sobre [O,Tmáx[ con datos iniciales Uo E Hg (O) y
uI E L2 (O), y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(i) E(O) < O,

(ii) E(O) =0 y Al (O) > Ko,

(iii) O < E (O) < Eo y Iluoll > Ao,

[Al (O) - KO]2 [K ]
(iv) Eo < E (O) < 8 [A (O) + TIKol y Al (O) > r2 A (O) + 4 b ~1) + te;
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entonces Tmáx < 00 y lím lu (t)l~= co. Además el tiempo finito Tmáx es estimado, en el caso (i),
t-+T~áx

J (to)
Tmáx ::; to - J' (to) . (5.21)

Además, si J (to) ::;mín { 1, ~}, se tiene

(
GL )1 V -b1

Tmáx ::; to + ~ In ~ .y-bl .si. - J(t )
-b1 O

(5.22)

En el caso (ii) ,
J (to)

Tmáx ::; to - J' (to) (5.23)

o
(5.24)

En el caso (iii),
J (to)

Tmáx ::; to - J' (to)·

Además, si J (to) ::;mín { 1, ~}, se obtiene

(5.25)

(
GZ )1 V~

Tmáx ::; to + ~ In ~ .
y -b2 ..Q2... - J (t )

-b2 O

(5.26)

En el caso (iv) ,

(5.27)

o
3"1+1 ,e { 1 }Tmáx ::; to + 227 - 1- [1+ eJ (to)r2-Y ,y'iil (5.28)

donde --2-

al := "'?[J(to)]~+2[[A'(to)-Ko]2_8E(0)[J(tO)]~1], bl := 8,2E(0), e .- (-~~)H2, a2 :=

,2 [J (tO)]~+2 [[A' (to) - KO]2 + 22,~1 [J (tO)]~l] Y b2 := _;~~12.
E l (.) ,. {A'(O)-Ko O} l ( ..) (.) O ,. {Ko-A'(O) O}
ti e caso 'l, to := max 4(l+2,)E(0)' ,en os casos 'l'l y 'LV , to:= y to := max [(2 ' en

el caso (iii).

Demostración. Por diferenciación de (5.20), resulta

J'(t) = -, [J(t)l~+l [A' (t) - Ko] (5.29)

y

J"(t) = -, [J(t)]~+l V (t), (5.30)

donde
V (t) := Al! (t) [A (t) + (TI - t) }(o]- (¡+ 1) [A' (t) - }(o]2.

Por (al'sl + a2's2)2 < (ar + a§) ('sr +,s~), (5.17) Y la desigualdad de Holder, de (5.11), resulta

(5.31)
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Por (5.10) Y (5.32), de (5.31) obtenemos

V(t) ~ [Q(t)+4(¡+1) [lu'(t)I~+ ¡:Iv;eu'(S)I:dS]] [J(t)r~

-4 (¡+ 1) [Iu' (t)l~ + J: 1 v;eu' (S)I: dS] [J (t)]-~
1

Q (t) [J (t)r:y , para t ~ ta.5.33 (8)

Por (5.33), de (5.30) obtenemos

J" (t) :::;-, [J(t)]~+l Q (t), para t ~ ta. (5.34)

Ahora analicemos de acuerdo al signo de la energía inicial E (O). Para E (O) :::; O, de (5.10) y (5.34),
resulta

J" (t) :::;4, (2, + 1)E (O) [J(t)]~+l, para t ~ ta. (5.35)

De (5.14) Y (5.29), se tiene
J' (t) < 0, para t > ta.

Multiplicando (5.35) por J' (t) y luego integrando de ta a t, tenemos

(5.36)

[1' (t)]2 ~ al + ». [J (t)]2+~, para t ~ ta, (5.37)

donde
al := [1' (ta)]2 - 8,2 E (O) [J (ta)1~+2

,2 [J (ta)]~+2 [[A' (ta) - Ka]2 - 8E (O) [J (ta)]-=r
1
]

y
b: := 8,2 E (O) .

Un caso particular cuando E (O) < O, por (5.36) y (5.37), se obtiene directamente lím J (t) = O Y la.
i-a:

estimativa (5.21) para el tiempo finito T*. Para. las estimativas (5.22) y (5.24), por (5.36) y (5.37), la
función J satisface las condiciones del Lema 2.4. Entonces existe un tiempo finito T* tal que lím J (t) = O

e-a:
Yse tiene las estimativas (5.22) y (5.24). Obsevar que las estimativas (5.23) y (5.24) son equivalentes.

Para. el caso O < E (O) < Ea, de (5.34) y (5.16), se consigue

1+1J" (t) :::;-,K2 [J(t)]:Y ,para t ~ ta.

Con los mismos argumentos que se obtuvo la relación (5.37), se obtiene

2 2+1[1' (t)] ~ a2 + b2 [J (t)] :Y, para. t ~ ta, (5.38)

donde
,2 [J (ta)] ~+2 [[A' (ta) - Ka]2 + 22'Y~2l [J (ta)] -=r

1
]

y
b .= _ 2K2f2
2 . 2, + i

Por (5.36) y (5.38), la función J satisface las condiciones del Lema 2.4. Entonces existe un tiempo finito
T* tal que lím J (t) = ° y se tiene la estimativa (5.26). La estimativa (5.25) se obtiene directamente de

i-vr:
las relaciones (5.36) y (5.38).

Para el caso Ea :::;E (O). Con los mismos argumentos para el caso E (O) :::; O, se obtiene la relación
(5.37). Observemos que
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.. [Al (to) - KO]2
al > O Sl y solo Sl E (O) < 8 [A (to) + (T

1
- to) Ko]'

Nuevamente por (5.36) y (5.38), la función J satisface las condiciones del Lema 2.4. Entonces existe un
tiempo finito T* tal que lím J (t) = O Y se tiene las estimativas (5.27) y (5.28).

i-sr:
Desde que [O, Tmáx[ es el intervalo maximal de las soluciones del problema (1.1) - (1.3), resulta que

Tmáx= T*. También por lím J (t) = O, se obtiene
t-+T':;;áx

lím A (t) = oo.
t-+T':;;áx

De aquí, se deduce
lím lu (t)l~ = oo.

t-+T':;;áx

Con todo esto se concluye la demostración del Teorema 5.10. o

Observación 5.11. La selección de T1 de (5.20) es posible escoger con algunas consideraciones. Las
discusiones son similares como en [13]. Omitimos los detalles.
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