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SOLUCION LOCAL Y SINGULARIDAD PARA UNA ECUACION DE VIGA NO
LINEAL DE TIPO KIRCHHOFF CON TERMINO DISIPATIVO

Tedéfanes Quispe

Resumen: Fn el presente trabajo, consideramos un problema mixto para una ecuacion de
viga no lineal de tipo Kirchhoff con términe disipativo en un dominio acotado. Probamos la
existencia y unicidad de soluciones locales con argumentos del punto fijo de Banach. También
obtenemos la propiedad de singularidad en tiempo finito de las soluciones y las estimativas
para el tiempo de explosion.
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LOCAL SOLUTION AND BLOW-UP FOR A NONLINEAR BEAM EQUATION
OF KIRCHHOFF TYPE WITH DISSIPATIVE TERM

Abstract: In present work, we considered a mixed problem for a nonlinear beam equation
of Kirchhofl type with dissipative term in a bounded domain. We prove the existence and
uniqueness of local solutions with arguments of the fixed point of Banach. Also we obtain the
blow-up properties in finite time of solutions and the estimates for the explosion time.

Key words: Local solution, Nonlinear beam equation of Kirchhoff type, Galerkin method,
Fixed point method, Blow-up of solutions.

1. INTRODUCCION

En este articulo consideramos el problema de valor inicial ¥ de frontera para la siguiente ecuacién de
viga no lineal de tipo Kirchhoff:

u” + B(x)u + alAPu— M (]Vu@) Au= f(u) en 2 x]0, 0], i)
con condiciones iniciales
u (z,0) = up (z), v (z,0) = u; (), en Q, (1.2)
v condiciones de frontera
du )
u—%—o, en 99 x |0, 0], (1.3)

donde 2 es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera suficientemente regular 892, V es el operador

gradiente, A es el operador laplaciano, « es una constante real positiva, 8 (z) es una funcién real no

negativa para x € 2, M (s) es una funcién real positiva de clase C! para s > 0, f(s) es una funcién

real no lineal continuamente diferenciable para s € R, % es la derivada normal sobre 9Q), w' = %—lt“,
8 2. 2

w’ = S y [Vwl|; = [ |Vw(z,t)|"dz.

El caso n = 1, la ecuacién (1.1) describe vibraciones transversales no lineales de una viga de longitud
I de material eldstico, cuyos extremos se encuentran fijos en los puntos £ = 0 y z = L, en el eje z del
plano zu. En estas condiciones la ecuacién resultante es
d*u
phu' + Bu’ + El— — (
dzx

+ Eh
Po oL

Q—’L_t:
ox

2 2
)%:f(u), (1.4)
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donde u = wu (z,t) representa el desplazamiento transversal en el espacio de coordenada z y en el tiempo
t, p es la densidad de masa, h es el area de la seccidn transversal de la viga, pg es la tension inicial, F es
el médulo de Young del material, I es el momento de inercia, el producto ET es el médulo de rigidez de
flexibilidad, 3 es el coeficiente de la fuerza amortiguadora y f (u) es la fuerza restauradora. Cuando en
(1.4), B = f =0 se tiene que la ecuacién (1.4) es la propuesta y estudiada por Woinowsky-Krieger [16] y
cuando S = I =0 es la propuesta y estudiada por Kirchhoff [8]. El caso general n > 1, la ecuacién (1.1)
tiene diversas aplicaciones, como en el area de resistencia de materiales, mecanica de sélidos, analisis de
estructuras, entre otras.

Cuando B = f = 0, el modelo (1.4) fue investigado por Eisley [6], mientras los resultados
experimentales han sido dados por Burgreen [3]. También el modelo fue estudiado por Dickey [5] y
més tarde por Ball [2]. Cuando 8 = f = 0, la ecuacién (1.1) fue investigado por Tucsnak [14], quien
obtiene decaimiento exponencial. Cuando f = 0, M > 0 y término disipativo relativamente general, la
ecuacién (1.1) fue estudiado por Vasconsellos y Teixeira [15], quienes obtienen existencia, unicidad y
decaimiento de la energia. Cuando 8 =0, la ecuacién (1.1) fue también estudiado por Guedda y Labani
[7], quienes obtienen no existencia global con energia inicial no positiva; por su parte Wu y Tsai [17],
obtienen existencia local, existencia global y singularidad para f (u) = |ul’ 2y, p>2.

En este trabajo, probaremos la existencia, unicidad y propiedad de singularidad de las soluciones
locales del problema (1.1) — (1.3) en un dominio acotado 2 en R™, cuando 5 es una funcién real no
negativa, a es una constante real positiva, M es una funcién continua positiva y f es una funcion
real no lineal. En primer lugar, probaremos la existencia y la unicidad de la solucién global de un
problema lineal asociado a (1.1) — (1.3), utilizando el método de Galerkin y el método de la energia
respectivamente. Asimismo, obtendremos una estimativa para las correspondientes soluciones. En segundo
lugar, li-nealizaremos el problema (1.1) — (1.3) para elementos de un espacio G, R,, llamado espacio de
soluciones, luego obtendremos sus soluciones en Gy g, y después, por argumentos del teorema de punto
fijo de Banach, se obtendran las soluciones locales del problema (1.1) — (1.3) sobre un intervalo [0, 7],
donde T} > 0 depende de los datos iniciales y de los parametros del problema. La unicidad de soluciones
serd obtenida utilizando las estimativas de las soluciones del problema lineal. En tercer lugar, obtendremos
la singularidad en tiempo finito de soluciones, con energia inicial negativa, nula y positiva restringida,
empleando el método directo [9]. Asimismo hallaremos las estimativas para el tiempo finito de explosion.
De esta manera, se puede extender en [17] a una fuerza restauradora relativamente mas general f (u) y
adicionar el término disipativo lineal S(z)u’. En la discusién del problema emplearemos las estrategias y
herramientas inspiradas en los trabajos de Li y Tsai [9], Wu y Tsai [17] y Quispe Méndez [10,11,12,13].

2. PRELIMINARES

En esta seccién, presentamos algunas notaciones, conceptos y resultados sin demostracion, los cuales
seran usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea ) un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera suficientemente regular 9. Denotamos el
producto interno y la norma de L? (Q) y L? (), con (.,.) ¥ | . |, respectivamente, para 1 < p < 0o. Ademas
((.,)) ¥ |I.]l, denotaran el producto interno y la norma de Hj (Q), donde ((u,v)) := [, Vu(z).Vu(z)dz
es la forma de Dirichlet.

Sea X un espacio de Banach, T' y p nimeros reales tales que 0 < T < co y 1 < p < co. Representamos
con LP(0,T;X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales u : |0,7[ — X medibles con
| (t)]|x € L? (0,T), dotado de la norma

r ;
oy = ([ ol ) 1< <o

lell oo o,y = sup essflu(t)]x , p= oo
0<t<T
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Similarmente, cuando 0 < T < oo, representamos con C ([0,T];X) al espacio de Banach de las
funciones continuas u : [0,7] — X, dotado de la norma

Ly = i :
lelleqomx) iy llu ()l x

Denotamos w' := 2%, " = &% 1 (1) (z) == w (z,t) y L := L®(Q).
Hipétesis. Imponemos sobre las funciones reales u(t), 8 (), M (s) y f(s) las siguientes condiciones:
(H1) pe C([0,00]), ' € L?(0,00) y p(t) > mo > 0, V¢t > 0, donde myq es una constante positiva.
(H2) Be L™ (), B(z) >0, Vz e
(H3) M € C([0,00]) y M (s) > mp > 0,Vs > 0, donde myg es una constante dada en (H1).
(H4) f(0) =0 y existe una constante positiva K tal que
()= F < K ls—r| (IsP~2 + 1P~ ),

2(n—3)

paras, T ERy 2 <p < =

paran > 56 p > 2 paran < 4.

(H5) (2v+ 1)1/1/1'\(3) > (M (s) +2ymo) s, Vs > 0, donde M (s) = JoM(&)de, 0 < v < P2 es una
constante y mg es una constante dada en (H1).

(H6) f(s)s>2(2y+1)F(s), Vs € R, donde F'(s) := fj f(£)d€ y 7 es una constante dada en (H5).

Lema 2.1 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [1]). i 1 < p < [n_%’;]+ (1<p<cosin=2m),
entonces existe una constante positiva By tal que

ful, < B |(-2)% u

2,Vu€D((—A)9),
dond + — 4 1 ; + _
onde [a]™ := max {0,a} y faF = 00 S [a]" = 0.

Lema 2.2 (Desigualdad de Gronwall [18]). Sean f,g : [a,b] = R funciones conlinuas, con g no
decreciente y h € L' (a,b), las cuales satisfacen la desigualdad '

F@) <g(t)+ /t h(s)f (s)ds, Vt € |a,b] .
Entonces,

£ (t) < g(t)exp ( f t h(s)ds) ,Vte[ab.

Lema 2.3 ([9]). Sea v > 0 y sea B € C?([0,c0|) una funcidén no negativa que satisface
B'(t)—4(y+1)B () +4(y+1)B(t) > 0.
Si B’ (0) > r2B(0) + Ky, entonces B’ (t) > Ko, para t > 0, donde Ko es una constante y

re:=2(y+1) =2/ (y+ 1)y

es la menor raiz de la ecuacion cuadrdtica v — 4 (y+ 1)r +4(y+1) =0.

Lema 2.4 ([9]). Si J(t) es una funcidn no creciente en [tg,o0[, to > 0 y satisface la inecuacion
diferencial

1
O >a+blJ O, parat> to,
donde a >0,y >0 y b € R, entonces existe un nimero real positivo Ty tal que lim J (t) = 0 y una cota

t—To
superior de T, puede ser estimado respectivamente, en los siguientes casos:
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(z) Sib< 0y J(ty) < min {1, i /_ib} , entonces

T, &ty e In vV
¥ > U0 :
V=b\ /& - J(t)
(#) Si b= 0, entonces
J (it
T»k S tO + \(/E(.))
(242) St b > 0, entonces
J (to)

' b\ 7z
donde c¢:= | — :
a

3. PROBLEMA LINEAL

En esta seccidn, estudiaremos la existencia y la unicidad de la solucién global del siguiente problema
lineal mixto:

u’ + B (z) v + aA?u — p(t)Au = h(z,t) en Qx]0,T],

u(z,0) =uo(z), v'(z,0)=u (z) en (, (3.1)
u=@-=0 en 00 x]0,T],
dv

donde T es un nimero real positivo fijo, escogido arbitrariamente. Iin la discusién de la existencia,
emplearemos el método de Galerkin y en la unicidad, el método de la energia.

Lema 3.1. Supongamos que las funciones p y 3 satisfacen las hipdlesis (H1) y (H2) respectivamente,
w € U, w3 € HY(Q)NH2(Q) y h € WH2(0,T;L?()). Entonces el problema (3.1) admite solucion
dnica u sobre [0,T] tal que

u€ L*([0,T];U),

o e L* (0, T; H ()N H?(Q)),

u' € L~ (0,T; L? (R)),
donde

U:={ue H{(Q); A%ue L*(Q)}.

Ademds, la solucion u verifica la estimaliva

B < |pto+ [ ih(s)lzdsrexp (f W5, as). (32)

para todo t € [0,T], donde

Ey(t) = g v/ (9l + g Au (0)f; + 3u(®) lu O,
By (0) = 4 fuaf} + da |Auof3 + 1 (0) uo?.
Demostracién. Procedemos en cinco etapas.

Soluciones Aproximadas. Sea {Wk}keN una base en el espacio U y sea V,,, = [wi,ws,...,wm] el
subespacio generado por los primeros m vectores wi,ws, ...,wmn de {wg}y. Consideremos
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t) = Z rim (£) Wj,
=1

las soluciones aproximadas en Vi, del problema (3.1), donde las funciones 7jn, (t), 7 = 1,2,...,m, son
determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para w € V,,,

(um (£) ,w) + (B (8), w) + a(Aum(t), Aw)

+p(t)((um (£) , w)) = (h(2), w), (3.3)
Um (0) = Upm, U, (0) = uim,
donde 5
Ugm = D, TojmWj, Uom — Up fuerte en U,
g 3.4
Uim = 3 T1jmWj, Uim — U1 fuerte en HE(Q)N HZ(Q).
j=1

El teorema de Carathéodory [4], nos garantiza la existencia de una solucién local u,, del problema
aproximado (3.3) en el intervalo [0,Ti[, 0 < T}, < T. Las siguientes estimativas a priori nos permitiran
extender la u,, a todo el intervalo [0,7"], con T independiente de m.

Estimativa I. Considerando w = ], (t) en (3.3), se obtiene

th (t)|2 (Bug (t), m(t))+ 9% |Aum(t)|2

, (3.5)
Qu(ﬂ a T 1 = 0 ).
Utilizando la desigualdad de Hélder y la hipétesis (H2), del resultado (3.5), se obtiene
d 1
L B t) < 10Ol [y (O] + 5 11 O] i (I + 1B [ (B2, (36)
donde 1 I 3
By (1) = 5 [t (O)]3 + g1 Aum (01 + 54(0) llum (0)]
De (3.6), resulta .
d .’
2Bho <o+ L4 jp1. | R, ()

Luego de integrar (3.7) desde 0 hasta ¢, y usando la desigualdad de Gronwall, se obtiene

B0 <[Eo+ [ e dsrexp (f [y, o), (38)

donde 1 ] ]
E; (0) :== 3 | u1ml3 + 52 | Augm|2 + Tl (0) [|om)? -

Por la condicién (3.4) implica que E4 (0) es acotado. Por las hipétesis de b, p y 3, del resultado (3.8), se
tiene
[t (O] + [Btm (B3 + llum (B> < C1, V2 € (0,7, (3.9)

donde C; es una constante positiva independiente de m.
Estimativa II. Hacemos ¢ = 0 en (3.3) y luego tomando w = u,,(0), se obtiene
2
; 0)|2 = |u¢:'r, (0)|2 [Iﬁle [uimly + o |A2u0m|2 + p(0) [Auom|y + R (0)]] -
Asi, usando las hipétesis de h, p y 8, ¥ la condicién (3.4), se tiene

|, (0)]3 < Ca, (3.10)
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donde C5 es una constante positiva independiente de m.

Estimativa ITI. Tomando la derivada de (3.3) con respecto a ¢ y luego considerando w = ul (), se
obtiene d
32 ul (O3 + (But (8) 1y (1)) + B | A (1)
d (3.11)
+30(0) 7 Il O + (@) ((um (2) gy (1)) = (R (1), uip, (2)).

Utilizando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Yaung y las hipétesis de b, p y 3, del resultado
(3.11), se obtiene

SB) < g [0+ W]+ 20815 [l OF + 5 @] i
5 O] 18un O + 3 KO 322 W)
donde
| (t)|2+ a|Aum(t)|2+ ;L(t ||, () || (3.13)
Utilizando (3.9), del resultado (3.12), se tiene
4y ) < [1+] ’(t)|+ ()|+2|ﬁ| Ey(t)3.14 (2)
g 2N = u(t) i e

2 [en @] + Rl

Después de integrar (3.14) desde 0 hasta ¢t y usando (3.10), se obtiene

£
E3 (1) < Eo, +9 (1) + f 0 [1 + ()] + ‘;((S))I +2lﬁlm} Es (s) ds, (3.15)
donde ] ] ]
Eg, = 502 t+ 50 | A2+ 5#(0) lu1m )2, (3.16)

() = %/; [C1]w(s)] + K] ds.

Aplicando la desigualdad de Gronwall en (3.15), se obtiene

Ba(9) < (Bo, +a0lexp ([ [l + L gy, as) (3.17)

Por la condicién (3.4), resulta que E¢, es acotado. Utilizando las hipétesis de h, p y 8, del resultado
(3.17), se tiene
2 2 2
[um, (8|5 + | Aul, (|5 + |[um (0)]]” < Cs, ¥t € 0,71, (3.18)

donde C3 es una constante positiva independiente de m.

Pasaje al limite. De las estimativas (3.9) y (3.18), existen subsucesiones {u,}, {u,} y {u} de {u,.},
{u;n} N {ug% respectivamente, tales que

uw, > u en L*®(0,T;HE(N)),

u, >u' en L*(0,T;Hj (Q)HHQ(Q)) (3.19)
u, > en L*(0,T;L*(R)), .
wl S’ en L*(0,T;L? (Q)) 5

Por pasaje al limite en la ecuacién (3.3) y utilizando (3.19), resulta

jt / [u" + B (z) v + aA%u — p(t)Au — h(z,t)] v0dzdt = 0
0 JO
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para todo 6 € D (0,T) y para todo v € U. Por esta identidad, tenemos
u’ + B (z) v + aA®u — p(t)Aw = h(z,t) en D' (Qx]0,TY). (3.20)

Por otra parte, desde que u”, B (z) v/, p(t)Au y h(z,t) pertenecen al espacio L* (0,77 L*(Q2)) y por
(3.20), se deduce que A%u € L (0,T;L?(f)). En consecuencia u € U y se tiene

W'+ B (@) + adu - p(t)Au = h(z,) en L (0,T;L* (). (3.21)

Los datos iniciales se verifican de modo estandar. La estimativa (3.2) se obtiene de manera similar
que (3.8). La unicidad resulta de la estimativa (3.2). Esto concluye la demostracién del Lema 3.1. O

Lema 3.2. Supongamos que las funciones p y B satisfacen las hipotesis (H1) y (H2) respectivamente,
ug € HE, up € L2(Q) y h € w2 (0, T; L? (). Entonces el problema (3.1) admite solucién iinica u
sobre (0,7 tal que

we C (j0,7); H3 (),

o € C (0,15 12(5)

u' € L* (0,T; H 1 (R)) .
Ademds, la solucidn u verifica la estimativa (3.2).

Demostracién. Como U es denso en HZ (Q) y H} (2) N H? () es denso en L2 (Q), entonces existen
sucesiones {ugm} C U y {u1m} C Hg (Q) N H?(R) tales que

uom —> ug en HZ(Q),

wm — u; en  L2(0). (3.22)
Ahora consideremos para cada m € N, el siguiente problema lineal
ul’ + B(x)ul, + aAum — u(t)Aum = h(z,t) en Qx]0,T],
Um (I’O) = UDm (33) ) u‘;'n (iE, 0) = Uim (.’L‘) en Q’ (32'_)))
Um
um—w_ﬂ en 002 x]0,77.
Por el Lema 3.1, para cada m € N, existe una inica funcién u,, tal que
ult + B(x)up, + alPuy, — p(t)Auy, = h(z,t) en L™ (0,T;L*(Q)), (3.24)
um € L= (0,T;U),
ul, € L (0,T; H () N H? (9)), : (3.25)

ull, € L= (0,T; L (Q))
y verifica la estimativa (3.2).
De las pertenencias (3.25), obtenemos

wm € C (0,T]; H3 (@),
up, € C ([0,T); L2 () -

Por (3.22), {uom} y {uim} son sucesiones de Cauchy en Hj (Q) y en L?(Q) respectivamente. Por
la estimativa (3.2), resulta que {um} y {ul,} son sucesiones de Cauchy en C ([0,T]; H§ (2)) y en
C ([0,7]; L? () respectivamente. Asf existen u € C ([0, T]; HZ (Q)) y v’ € C ([0,T]; L* (2)) tales que

Uy —ru en O ([O,T] ; HE (Q)) .

u, —u en C([0,T];L2()). (3.26)

Por (3.26) y de (3.24), por pasaje al limite, se obtiene (3.20). Desde que u € C ([0,7]; HZ (Q2)), se
obtienen Au € L*® (0,T; L? (Q)) y A?u e L™ (0,T; H~* (2)). De (3.20) resulta v’ € L (0, T; H~' (2))
y se tiene

u' + B (x)u + alA?u— p(t)Au = h(z,t) en L™ (0,T;H1(Q)).

De aqui el resto es similar al Lema 3.1. Esto concluye la demostracion del Lema 3.2. O
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4. EXISTENCIA LOCAL

En esta seccidn, discutiremos la existencia y la unicidad de la solucién local del problema (1.1) —(1.3),
usando argumentos del teorema de punto fijo de Banach. Para esto necesitaremos los resultados del Lema
3.2.

Definamos el siguiente espacio de dos pardmetros, llamado Conjunto de Soluciones o Conjunto

Admisible
Gropo = {v € C (10, o) HE () 5o/ € C (10,To]; [*(9)),
[ (8)]3 + [Au (t)[; < R3, t € 0, T]
conv(0) =upgy v (0) = v, },

donde Ty > 0 y Rp > 0. Entonces G, g, es un espacio métrico completo con la distancia
1
d(u,v) := sup [|u’ ()= (t)|§ + |Au (t) — Av (B)]2 ] ?, (4.1)
0<t<Ty

donde u,v € Gy R, -

Lema 4.1. Supongamos que la funcion M satisface la hipdtesis (H3). Si u,v € G, p, v p(t;u) =
M(Hu(t)||2), entonces p(;u) € C([0,To]) v ¢/ (;u) € L*®(0,Tp). Ademds se verifica para cada
t,s € [0,Tp] las siguientes desigualdades:

i (t;w) — e (s;0)| < 2MLRS |t — s,
s (t5) — p t50)]| < 20, B2 Ro |Au (8) — Av (8,
|u' (t;u)| < 2M1RE,
0 <mg < pu(t;u) < M,

donde My := sup {M (B0 as Bng}, B1 es la constante de la desigualdad de Sobolev-Poincaré y
M; ;= sup {|M"(s)|; 0<s< BfR%}

Demostracién. Por el teorema de Valor Medio, se obtiene

I (t50) = (s )| = 2M” (Ju(©)IF) (~2u (@), w ©)] 1t - o

| M ()] (llw @ + llo @I e @l = llo @]

e (t;u) —p(t;0)] =
< M ()| (Nl @)+ llo @) e (8) —v @

donde ¢ est4 entre ¢ y s, n estd entre ||u(¢)]|* y |Jv(t)||. Aplicando la desigualdad de Sobolev-Poincaré,
a las relaciones anteriores se obtienen los resultados. O

Lema 4.2. Supongamos que la funcion f satisface la hipotesis (H4). St u,v € G, p, ¥ h(t;v) =
[ (v(t), entonces h € C([0,To); L*(R)). Ademds se verifica para cada t,s € [0,Tp] las siguientes
desigualdades:

|k (t;v) — h (s v)], < 2KB*®VRE2 | Av (£) — Av (s)]y,

B (t;w) — k(5 v)], < 2K BXP "V RE-2|Au(t) — Av (2)],,
b ()], < KB VR,

donde Bj es la constante de la desigualdad de Sobolev-Poincaré.



Demostracién. Por la hipétesis (H4), resulta

b (o) =h(sv)l, = 1 ©®)-f@E),
< K@ -v@) (o@F 7+l (6)F?)],

< Kl = v, (I OFG2, + 0 (6)E2,)

donde % + é— = %— Aplicando la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

|k (8 v) — R (s;0)];

IA

KB*V |0 (1) - Ao (s)], (|av (O + |Av (5)5*)
2K BXP VY RP2 | Au(t) — Au(s)|,.

IA

Recurriendo nuevamente a la hipotesis (H4) y la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

h(to), = If (0(®);
< K@y,
< KBMV|Av ()
< KB-ipe

Observar, que en la aplicacién de la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se ha utilizado la condicién de p.
Esto concluye la demostracién. O

Teorema 4.3 (Existencia Local). Supongamos que las funciones 3, M y f satisfacen las hipdtesis
(H2), (H3) y (H{) respectivamente, ug € HZ () y u1 € L? (). Entonces existe Ty > 0, de tal modo que
el problema (1.1) — (1.3) admite solucion unica u sobre [0,Ty] tal que

ueC ([O,To] ; HE (Q)) ,

u' € C ([0,T0]; L?(Q)),

u” e L% (O,TO;H_l (Q)) .
Demostracién. Procedemos en dos etapas.

Existencia de Soluciones. Para cada v € Gy gy, consideremos la siguiente ecuacién lineal

u’ + B(z) v + alAu — p(t;v) Au= h(t;v) en Qx)0,Tp[, (4.2)
con condiciones iniciales
' Wiz, 0) =4 (z) yu (2,0) = uy (), en 0, (4.3)
y condiciones de frontera 5
u
Lk 0, en 902 x ]0,Tp/, (4.4)

donde Tp > 0 y Ry > 0 serén obtenidos posteriormente, h (t;,v) == f(v(t)) y p(t;v) == M (Mv (i)||2)

Por los Lemas 4.1 y 4.2, las funciones u(.;v) y h(.;v), satisfacen las hipétesis del Lema 3.2, entonces
existe solucién tnica u sobre [0, Tp] del problema (4.2) — (4.4) tal que

u€ C([0,T]; HE (%))

o € C([0,T); L ()

), (4.5)
u’ e L% (0,T; H1 () .

Ademas, la solucién u verifica para cada t € [0,Tp], la siguiente estimativa

B0 < [BEO)+ [ oy - (f [Lle g, ) as) (16)

w(s:0)
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donde y
2 2
E1 (1) = 1 (O + ba|Au (@)} + 3u(t0) Ju (@),
By (0) i= 4} + Sl Auof} + 3M (Jluol?) ffuo?.

El siguiente paso serd mostrar que u € G, gr,. Por (4.6) y los Lemas 4.1 y 4.2, se obtiene

2 2 2 B 2p-1) pp—1m |-
| (t)lz +|Au(t)]; < T g [Ef (0) + KB"" 'R} TDJ
To r2M, R?
exp (/ [—IRD + |ﬁ|Lm] ds) AT (3)
0 3
Escogemos la constante Ry > 0 que satisfaga la relacién
1 I 1
> 2
Ry > (min{l,a}) [E1 (0) + 1] (4.8)
y consideremos Ty > 0 que satisfaga las relaciones
1) p— oM, R?
KBXP " DRFIT <1 y exp Q ﬂfo + |ﬂ|Lw] To) <2 (4.9)
Entonces de (4.7) utilizando (4.8) y (4.9), resulta
|’ (#)]2 + |Au(t)|2 < R, Vit € [0,Ty]. (4.10)

Por (4.5), (4.10) y como u es solucién de (4.2) — (4.4), se tiene que u € G, R, -

Por el resultado antes obtenido, tiene sentido definir la aplicacién no lineal ¢ como sigue:

v: Grr, — Gmy,Ro
v — pv)=u

donde u es la solucién del problema (4.2) — (4.4) para v € G, R, Esto significa que ¢ (G1,,r,) C G1y, R, -

Ahora probaremos que ¢ es una contraccién estricta con respecto a la distancia (4.1), es decir, se
cumple para cada vi, v € Gy, g, la desigualdad

d(p(v1),¢ (v2)) < dd(vy,02),

para un fijo §, 0 < é < L.

Sean v1,v3 € Gry Ry, entonces u; = ¢ (v) y ug = ¢ (v2) son soluciones del problema (4.2) — (4.4).
Haciendo, @ := Q2 x |0, Tp[ , ¥ := 90 x |0, To[ , w = u1 — ug, entonces w satisface el problema lineal

w’ + B(x)w' + aA?w — u(t;v))Aw = h(t;v1,v2) en Q,

w(,0) =0, w(z,0)=0 en 2, (4.11)
= % = en 2,

donde
pltiv) =M (o ()IF),
h(t;v1,v2) == [p (8 v1) — p (G v2)] Aug () + f (v1) = f (v2) .

Por los Lemas 4.1 y 4.2, obtenemos

|h(t; o1, v2)l; < 2 | MyBERS + KB{® D RE?] | Awy (£) — vy (1), (4.12)
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Del Lema 4.1, (4.12) y Lema 3.2, existe una tunica solucién w sobre [0, Tp] del problema (4.11) y se verifica
para cada ¢ € [0,Tp] la estimativa

t 2 t Tt e
B0 < | [ Gionvalds| e ([ LSy o] as), (4.13)
donde 4 i :
By (1) = 5 [ ()3 + e Aw ) + gt o ().
Utilizando el Lema 4.1, (4.9) y (4.12) en (4.13), se obtiene

i
(o' @[3 + 1aw (t)|§}’l‘ < (ml{—%ﬂ [MBIRE + KB® DRy
/; [Avy (s) — Avg ()], ds.4.14 (4)
Aplicando supremo en (4.14) y utilizando (4.9), resulta
1
d(p(v1),p(v2)) < (;unl{ﬁfa}) : [M1B2R2To + RyY] d(v1,v2) . (4.15)

Ademss de las relaciones de (4.9), y tomando un Ty > 0 que satisfaga la relacidn
1
16 2
§=|——F—] [MiBIR3TH+R;'] <1
(min{l,a}) [ 1 1R0 0+RD ] <L
se tiene de (4.15) que ¢ es una contraccién estricta.
Aplicando el teorema de Punto Fijo de Banach, existe un tnico v € Gy g, tal que ¢ (u) = u. Asi,

hemos obtenido la existencia de la solucién local del problema (1.1) — (1.3)

Unicidad de Soluciones. Sea u la solucién obtenida en la prueba de existencia, la cual pertenece a
G, R,- Consideremos otra solucién v del problema (1.1) — (1.3} tal que

ve C([0,Ty); Hi (),
v € C([0,T]); L2 (%)), (4.16)
v € L0, T L3R,
con 0 < T} < Ty. Haciendo, Q := Q x |0,T1[ , ¥ = 002 x |0,T1[ y w = u — v, entonces la funcién w
satisface el problema lineal

w’ + B(z)w' 4+ aA?w — pu(t;u)Aw = h(t;u,v) en Q,

w(z,0) =0, w'(z,0)=0 en (), (4.17)
W= s =0 P “
S = en X%,

donde
ut2) =M Iz ),

h(t; u,v) = [ (6 u) — p(t0)] Av (t) + f(u(t) — (v (2)).
Por (4.16), existe una constante Cp > 0 tal que

|Av (t)|; £ Co, VE € [0,TY]. (4.18)
Por el teorema de Valor Medio, desigualdad de Sobolev-Poincaré y (4.18), se obtiene
h(tiwo)l; < [MaCoBE (Ro+Cp)
+KBI®D (B 4 c872) | |aw(®)l,
= Ko|Aw(t)|,4.19 (5)
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donde M3 :=sup {|M’(s)|; 0 < s < Bmax { R%,C2}} y Ko es una constante positiva.

Del Lema 4.1, (4.19) y Lema 3.2, existe una tnica solucién w sobre [0,71] del problema (4.17) y
verifica la estimativa

Bos|/ Jhlsi ol ] " (/ 0 oy, as), (4:20)

E (1) w—| '(f)|2+ GIAW(t)lz+ ﬂ(t u) flw (8)] -

De (4.20) y empleando el Lema 4.1 y (4.19), resulta

donde

Bl <04 [ 1w (s)lds, Ve 0T, (421)

donde Cy es una constante positiva.

De (4.21) y la desigualdad de Gronwall, resulta |Aw (t)|, =0, Vt € [0.73], 0 < T7 < Tp. Esto implica
que u(t) = v (t) = 0,Vt € [0,T1]. Con esto hemos probado la unicidad de la solucién y por tanto finalizado
la demostracién del Teorema 4.3. O

Corolario 4.4. Supongamos que las funciones B, M y f satisfacen las hipétesis (H2), (H3) y (H4)
respectivamente, uo € HZ(Q) y wuy € L2?(Q). Entonces existe un tnico intervalo [0,Tma| con
0 < Thax < 0 y el problema (1.1) — (1.3) admite solucion inica u sobre |0, Tyax| tal que

u € C ([0, Tnaxl; HE (),
u' € C ([0, Tmax|; L (),
u" € L (0, Tnax; L? () -

Demostracién. Similar a la demostraciéon del Corolario 4.4 [10]. O

Observacién 4.5. Si consideramos en el problema (1.1) — (1.3) que el coeficiente S (z,t) del término
disipativo es una funcién real para z € Q, t > 0 tal que 8 € W22 (0,00; L* (f2)), entonces se obtienen
los mismo resultados de los Lemas 3.1 y 3.2, Teorema 4.3 y Corolario 4.4. La hipétesis (H2) para 3 es
solamente necesaria para obtener la propiedad de singularidad.

5. PROPIEDAD DE SINGULARIDAD

En esta seccién, discutiremos la propiedad de singularidad en tiempo finito de la solucion del problema
(1.1) — (1.3) sobre un intervalo maximal [0, Tinsx[. En la discusién usaremos el método directo [5, 13].

Definicién 5.1. Una solucién u del problema (1.1) — (1.3) sobre [0, T},4x[ tiene la propiedad de explosion
o singularidad en tiempo finito, si

Toéx <00y lim f|u(z,t)|2dm~oo
=T

Definicién 5.2. La funcién energia F (t) del problema (1.1) — (1.3), se define por

E(t):=1[ 0+ a|Au(t]2+ 7 (I ()P /F (&t

para t > 0, donde . .
M (s) ‘_/0 M () d F(s)::[o 1 () de.
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Lema 5.3. Supongamos que se cumplen las hipotesis (H2) — (H4). Si u es una solucion del problema ‘
(1.1) — (1.3) sobre [0, Tynex| con datos iniciales ug € HE () y ui € L*(Q), entonces

E(t)+/0ti\/5u' (s)\zds: E(0), (5.1)

para t > 0, donde F (0) es la energia inicial definida por

1 1
B(0) = g huly + +5al8u0f 537 (Juol?) = [ P (uo @) do

Demostracién. Multiplicando a la ecuacién (1.1) por u, integrando sobre Q y utilizando el teorema de
la Divergencia, se obtiene

B (1) + | VB (t)’: —0. (5.2)

De aqui, se tiene el resultado. O

Lema 5.4. Sea la funcion definida para A > 0:

1 KB}

g(A) = 56/\2 > —Lyr, (5.3)
donde & := £y +mq, By es la constante de la desigualdad de Sobolev-Poincaré; mo, K y p son constantes
de las thoteszs (H3) — (H4). Entonces

(2) g es estrictamente creciente en [0, Ao,
(#@) g toma su valor mdzimo Ey en Ao,
(i4i) g es estrictamente decreciente en |Ag, o0,
donde .
o= ()" v Bo=(3-1) 62 (KBY#. (5.4)
Demostracién. La verificacion es inmediata. ]

Lema 5.5. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H2) — (H4). Si u es una solucion del problema
(1.1) — (1.3) sobre [0, Trax| con datos iniciales ug € HZ () y uy € L?(Q), y que satisface

luoll > Ao v E(0) < Ed,

entonces
lu(®)]| > Mo, para t > 0. (5.5)

Demostracién. Por (5.2), E (t) es una funcién no creciente y £ (t) < E (0), parat > 0. Por la desigualdad
de Sobolev-Poincaré y (H3), resulta

5@ > P -2 r
= g(lu@®I), parat >0,
donde g es la funcién definida en (5.3). Asi se tiene
o (lu®l) < E(0) < B(0) < g (h) = Bo, parat>0. (5.6)
Por (5.6), existe A; > Ag tal que g (A1) = E (0). A continuacién probemos que

lu ()|l = A1, para t > 0. (5.7)
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Por el absurdo. Supongamos que existe ty > 0 tal que Ag < [lu (to)]| < A1. Desde que g es estrictamente
decreciente en |Ag, co[, resulta

E(0) =g(A) < g([lu(to)l) < g (M)

y esto es una contradiccién con (5.6). Por tanto se cumple (5.7) y ||u(t)|| > Ao, para t > 0. Por tanto. se
obtiene (5.5). O

Definicién 5.6. Para una solucién u del problema (1.1) — (1.3) sobre [0, Thsx[, se define la funcién
explosion

2
ds, parat > 0.
2

A@) =@+ [ [Vl

P
ot
o0

S

Lema 5.7. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H2) — (H6). Si u es una solucidn del problema
(1.1) — (1.3) sobre [0, Tinsx| con datos iniciales ug € HZ () y uy € L? (), entonces

2 @-16+0[Woh+ [ |V o)

2
2dsjl >Q(t), parat >0, (5.9)

donde 7 es la constante dada en (H5),
Q(t) = —4(2v+ 1) E(0) + 44 u (8)|? (5.10)

y 6 es la constante de la funcién (5.3).

Demostracién. Por diferenciacién de (5.8), se tiene

A) =2 (t),ult)) + |\/Bu (t)|z : (5.11)
Diferenciando (5.11), utilizando la ecuacién (1.1) y el teorema de la Divergencia, se obtiene
A0 = 2l OF - 2080 - 2M (Ju@]?) 4 O
F2( () () 512 (©)
Por (5.1), se obtiene de (5.12)
A1) =4 (y+1) [l @ + J3 |VBw ()] ds]

= —4(27+1) E(0) + 4ya|Au(t)2
+2 fo [f(@u—2(2y + 1) F (u)l da (&:13)

——

+2|@y+ 1) (Jlu@I?) = M (Jlu@IP) @]
+dy [y | VP (3)|§d3'

Por las hipétesis (H2) — (H6) y utilizando la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene de (5.13) el
resultado (5.9). O

Lema 5.8. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H2) — (H6). Si u es una solucion del problema
(1.1) — (1.3) sobre [0, Tmax| con datos iniciales uo € HE () y w1 € L*(Q), y satisfaciendo una de las
siquientes condiciones:

(#) £(0) <0,
(i) E(0)=0 y A'(0)> Ko,
(#5) 0 < E(0) < Eg y |luoll > Mo,
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K
: + Ky,

() BQ)2 By y A'0)> 72 [AO)+ 1o

donde Ao y Ep son constanles dadas en (5.4),
2
KO = \/EU0|2,

A(0) := |ugl2 ,  A'(0) == 2 (u1,up) + Ko,
Ki:=42v+1)E0)+4(y+ 1) Ky,

rei=2(y+1)—-2/(v+ 1),

entonces

A'(t) > Ky, parat > tg, (5.14)
donde ty = méx{ﬁﬂ—%?ﬁ%“o—)ﬁ} en el caso (i), to := méx{w,{)} en el caso (iit) con Ky =
2 (Ey — E(0)) y to:=0 en los casos (i) y ().

Demostracién. Consideremos cuatro casos de acuerdo al signo de la energia inicial F (0).
(7) Si E(0) <0, de (5.9), se tiene
A" (t) > -4(2v+ 1) E(0)

e integrando, resulta _
A'(t) > A" (0) —4(2y+ 1) E(0)t, para t> 0.

Considerando A’ (0) — Ko — 4(2y+ 1) E(0)t > 0, se obtiene
A’ (t) > K, para t > tg,
donde R
to := mAx { 1+2‘)’)E00)’0}
(#) Si E(0) =0, de (5.9), se tiene
AL =0

e integrando, resulta
A'(t) > A'(0), para t>0.

Considerando A’ (0) — K > 0, se obtiene

A'(t) > Ko, parat>0.

(ii) Para 0 < E(0) < Ep y [luol| > Ao. De (5.3) y Lema 5.5, vemos que

Q) > —4(2y+1)E(0)+ 4y572 (KB)r>

Yy 2
= 1) |-F 5. T
4@y +1) |~BO) + 55| 515 (N

Tomando v = %2, de (5.9) y (5.15), obtenemos
A (t) 2 Q(t) > K2 >0, (5.16)
donde K3 := 2p (Ey — E (0)). Integrando (5.16), resulta

A'(t) > A'(0) + Kat, para t>0.
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Considerando Kst — [Ky — A’ (0)] > 0, se obtiene
A’ (t) > Ky, para t > tg,

donde
tp ;= max {&I%l@-,()} ;

(iv) Para E(0) > Ey. Primero notemos que se cumple
¢ X 2 2
2 [ (6w (5),u(s)) ds = [VBu (o) - [v/Buo]. (5.17)
Usando la desigualdad de Hélder y la desigualdad de Young en (5.17), se obtiene

[\/Eu(t)|z§ |\/Buo|z+/Ot’\/,§u(s)}zds—l—/ot|\/_uf(s)

2
2ds. (5.18)

Nuevamente usando la desigualdad de Holder y la desigualdad de Young en (5.11) y por (5.18), resulta

2 ¢ 3
AO<AO+ Kot [0 O + [ [ VB (5.19)
De (5.9) y (5.19), obtenemos
A'(t)—4(y+ 1A () +4(v+ 1) A(t) + K1 20,

donde
Ki=4(2y+1)E(0)+4(y +1) Kq.

Definamos la funcién

B):==A@t) + —— t>0.

(0= A) + gy, parat20
Considerando B’ (0) > B (0) + Ky, la funcién B satisface las condiciones del Lema 2.3. Asi se tiene
A’ (t) > Ky, para t > 0. Con esto se concluye la prueba del Lema 5.8. a

Definicién 5.9. Para las estimativas del tiempo finito de la funcién explosién A, definamos la funciéon
J@)=[A@)+(T1 —t)Ko]™7, parate[0,T}], (5.20)

donde T} es una constante positiva que serd determinada posteriormente y + es la constante dada en

(H5).

Teorema 5.10 (Singularidad de Soluciones). Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H2) —(H6).
Si u es una solucién del problema (1.1) — (1.3) sobre [0,Tnax| con datos iniciales ug € HZ(Q) y
u; € L? (), y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(i) E(0) <0,
(@) EQ©)=0 y A'(0)> Ko,
(i15) 0 < E(0) < Eo y |luoll > Ao,

[A (0) — Kq]?
8[A(0) + Ty Ko

K,

(iv) Eo < E(0) < rErERT

y A (0) > 7y |A(0) +

+ Ko,



83

entonces Thgx < oo y lim |u (t}!g = o0. Ademds el tiempo finito Ty sx es estimado, en el caso (i),

=T e
J (to)
Tmeix <tp-— 7 (t(]) . (5.21)
Ademas, si J (tg) < min {1, \ /_a_él}: se tiene
1 =y
Tuisse Sto+ In — : 5.22
VR - o) o
En el caso (ii) , It
()
Tinax <to — T (o) (5.23)
0
J(t
Trméx < to + \/(G_O). (5.24)
i
En el caso (i), -
to
Tngx S o — m- (5.25)
Ademds, st J (tp) < min {1, :‘%}, se obtiene
1 s
T Egi+ In = . 5.26
é 0 = ( = - J(tg)) (5.26)
En el caso (iv), 7o)
s, o \/a% (5.27)
0
41 ye T :
< _ = :
Tonix < to +2 %7 \/tﬁ{l 1+ cJ ()] 2 } (5.28)
donde

2 —1 il
a = 2T (t)] 7 [[Af (to) — Ko]? — 8E(0) [J (t0)] ™ ] by = 8y¥E(0), ¢ = (f’l)+ oy =
2 =1
P ()7 14 (to) — Kol + 25 [J (t0)] 7 |  bo = —52%.
En el caso (i), tp := max {4—(%7_7%5’0}’ en los casos (i) y (iv), tg:= 0y &g == méx{&_’:#}l,()} en
el caso (it).

Demostracién. Por diferenciacién de (5.20), resulta

J(t) = —y [J@)7 [’ (1) - Ko] (5.20)
y P
JE) = -y [PV (@), (5.30)
donde
V(t) = A" (t) [A(t) + (T1 — t) Ko] — (v + 1) [A (t) — Ko]®. (5.31)

Por (a181 + aaf2)® < (a2 + o2) (B2 + B2), (5.17) y la desigualdad de Holder, de (5.11), resulta

[A () — Ko)? < 4[A () + (T1 — 1) Ko [|uf @02+ fot jfu (s)|zds] . (5.32)



84 SOLUCION PARA UNA ECUACION DE VIGA NO LINEAL DE TIPO KIRCHHOFF

Por (5.10) y (5.32), de (5.31) obtenemos
v 2 [e@+aan[lwols [ |[VE@fs)|ver
~4(y+1) [|u’(t)|§+f;|\/_u’(s)|2dsJ (0]

= Qt)[J(®)] 7, parat > t5.5.33 (8)

Por (5.33), de (5.30) obtenemos

1

J(t) < = [J(t)])7 T Q(t), para t > t. (5.34)

Ahora analicemos de acuerdo al signo de la energia inicial F (0). Para E (0) < 0, de (5.10) y (5.34),
resulta

J' () < 4y 2y + 1) E(0) [J(£)]7*!, parat > to. (5.35)

De (5.14) y (5.29), se tiene
J'(t) <0, para t > tg. (5.36)

Multiplicando (5.35) por J'(t) ¥ luego integrando de ty a t, tenemos

[7/ (8] > a1+ b [T ()21, para t > tq, (5.37)
donde )
avi= [J' (o)) ~87E (0) [J (to)] 7
2 242 [ 4 2 =t
P ()7 [[4 (t0) - Kol =8B (0) 17 (t0)) 7 |
Y
by :=8v2E(0).
Un caso particular cuando F (0) < 0, por (5.36) y (5.37), se obtiene directamente lim J (t) = 0 y la

t—To
estimativa (5.21) para el tiempo finito 7. Para las estimativas (5.22) y (5.24), por (5.36) y (5.37), la

funcién J satisface las condiciones del Lema 2.4. Entonces existe un tiempo finito T tal que lim J (¢) =0
=T

y se tiene las estimativas (5.22) y (5.24). Obsevar que las estimativas (5.23) y (5.24) son equivalentes.
Para el caso 0 < £ (0) < Ep, de (5.34) y (5.16), se consigue

" _ ih
J"(t) < —yK3[J(t)]>" ", para t > to.

Con los mismos argumentos que se obtuvo la relacién (5.37), se obtiene

[7/(£)]? > ag +ba [J ()*+7, para t> o, (5.38)
donde ’ P
azi= 72 [J ())7* (A" (to) - Kol* + 2% [J (t0)] 7 |
y
pee o U 2K272
2T Ty

Por (5.36) y (5.38), la funcién J satisface las condiciones del Lema 2.4. Entonces existe un tiempo finito

T, tal que lim J(t) = 0 y se tiene la estimativa (5.26). La estimativa (5.25) se obtiene directamente de
=T,
las relaciones (5.36) y (5.38).

Para el caso Ey < E (0). Con los mismos argumentos para el caso F (0) < 0, se obtiene la relacién
(5.37). Observemos que
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[4' (t0) — Kof®
8[A (to) + (T1 — to) Ko|’
Nuevamente por (5.36) y (5.38), la funcién J satisface las condiciones del Lema 2.4. Entonces existe un

tiempo finito T’ tal que lim J (t) = 0 y se tiene las estimativas (5.27) y (5.28).
=T

a; > 0siysolosi E(0) <

Desde que [0, T1n4x| es el intervalo maximal de las soluciones del problema (1.1) — (1.3), resulta que

Tisx = T.. También por lim J(t) =0, se obtiene
=T

méx
lim A(t) =co.
t—=T ax
De aqui, se deduce
lim  |u(t))3 = co.
t— m_ix
Con todo esto se concluye la demostracién del Teorema 5.10. O

Observacién 5.11. La seleccién de T de (5.20) es posible escoger con algunas consideraciones. Las
discusiones son similares como en [13]. Omitimos los detalles.
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